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SUITES NUMERIQUES

Suites récurrentes d’ordre deux

Solution 1

) . < quati <ristiqu
1. Les racines de I’équation caractéristique
z2—z—-1=0,

sont
1+4/5
2 9’
il existe donc A, i € R tels que Vn > 0,
1—-4/5\" 1+4/5\"
w1 8.

on aboutit a

Onadonc,Vn >0,

2. Posons pour toutn € N,
_ a2
Ap = Pn1 — Pubnsa-

On a alors ,

$l+l - ¢n(¢n+l + <'bn)
%z+1 - be%z - c!Jnd:’nH
= Pnr1(Pns1 — Pn) — ¢%l
= bnr1¢n-1— ¢%:

= —0Up1

Q
s
I

La suite (a,),,0 est donc géométrique de raison —1 et de premier terme oy = 1, on a donc pour toutn > 0,
2 _
¢’n+1 - ¢n¢n+2 + (_1)11.

3. On prouve par une récurrence sans difficulté que
Vn>=>1, u, >0,

ce qui justifie I’existence de la somme étudiée que nous noterons c,,. D’apres la formule démontré a la question 2. , pour toutk > 1,

¢i+1 = $rdrsz + (D,

d’ou en divisant par ¢, > 0,
¢k+1 — ¢k+2 + (_1)k
bk b PkPrar

et donc .
-1
o = d>(k¢k)+1 = Br — Br+1
ol 5
_ k
Bk B ¢k+1'
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Apres telescopage , il reste donc
on = B1 = Bnt1-

Or,
1 (1+4/5\"
b ~ — P >
V5
d’ou
1+4/5
Bn+1~ 5’
et puisque 3; =1,
1 5 1-—45
lim u,=1- V5 _1-v5
n—+oo 2 2

Solution 2

On prouve par une récurrence sans difficulté que

Posons alors

Pour toutn > 0,
1
Uny2 = E(Un+1 + vp).
On reconnait une récurrence linéaire d’ordre deux d’équation caractéristique
2 —r—1=Qr+1)(r—-1)=0
Il existe donc A, u € R tels que

ln
Vn >0, un:k+u(—§>,

et plus précisément,
Ug +20; Uy +2uy

3 3ugu,
et 5 5
Vo — 2l
m= -3
On a donc
lim v, =4,
n—+oo
et 3
Ugl
lim u, = —>1_,
n—+oo 2u0 + u1
Solution 3

On prouve par une récurrence sans difficulté que
Vn>=0, u,>0.

Posons alors
v, = In(u,).

Pour tout n > 0,
1
Unt2 = §Un+1 + gvn-

Les racines de I’équation caractéristique
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2 . .
sont 1 et -3 il existe donc A et u dans R tels que Vn > 0,

2 n
Un=)L+M<—§> .

On a donc
lim v, = A
n—>+oo
Puisque
2
Vg =A+4, v1=7u—?u,

on aboutit a .
_ 2vp+3v;  In(ugui)

et par continuité de I’exponentielle,

(LR

nEI-Poo u, = (ugui)s.

Solution 4

1. L’équation caractéristique
2x2=3x-1

admet pour solutions 1 et % Il existe donc A, u € R tels que,
1
VYn=0, u, =)L+M2—n.
On calcule p et A grice aux deux premiers termes de la suite,
1

ainsiA =3etu=—4et

Vn >0, un=3—£in.
2. ’équation caractéristique
4x* =4x -1
admet la racine double % Il existe donc A, u € R tels que,
vn>=>0, u, = l;nlm.
On calcule p et A grice aux deux premiers termes de la suite,
A+
A=1, TM =9,
ainsiAl=1letpu=17et
Vn 20, u, = 172:1-
3. L’équation caractéristique
x*>=x+1

admet pour solutions

Il existe donc A, 4 € R tels que
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On calcule p et A grice aux deux premiers termes de la suite ,

A+u=0, )»1_2\/5+u1+2\/g=1,

L 1
ainsil=—-p=——=cetVn >0,

Vs

=l (55 (5

4. ’équation caractéristique
xX2—6x+8=(x—-2)(x—4)=0

admettant 2 et 4 pour racines, il existe deux nombres réels A et i tels que pour toutn > 0,
u, = A2" 4+ ud".
En particulier , pour n = 0etn = 1, on a les équations suivantes,
Ug=1=A+, u =1=21+4u
On trouve alors que A = % etu = —% et donc
Vn>0, u,=3x2"1-2""1

Solution 5

1. Soit HR(n) I’hypothese de récurrence uy < ug < -+ < uy,.
On au, = +[u; > u; car uy €10, 1[. Ainsi HR(2) est vérifiée.
Supposons HR(n) vraie pour un certain 1 > 2. Alors U1 — Uy, = /U, — [ty > 0 d’aprés notre hypothése de récurrence. Donc
HR(n + 1) est vraie.
On en déduit que (u,,) est croissante.

REMARQUE. On est obligé d’initialiser au rang 2 car I’étape d’hérédité HR(n) = HR(n + 1) fait intervenir u,,_,.

2. Montrons par récurrence double que (u,,) est majorée par 4. On a bien uy < 4 et u; < 4. Supposons que u, < 4 et u,,, < 4 pour un
certain n € N. Alors u,,,, < Va++/a=a.

REMARQUE. Comment trouver le majorant ? On choisit un majorant M qui nous arrange i.e. tel que Y M+ M < M. On vérifie ensuite
qu’il convient.
(u,,) est croissante et majorée donc elle converge. Par continuité de la racine carrée, sa limite [ vérifie | = \/_l + \/_l donc I = 4.

Solution 6

1. On raisonne par récurrence double. Tout d’abord, uy, u; €]0, 1[. On suppose alors que Uy, U,,; €10, 1[ pour un certain n € N. Alors
AU A[Uni1 €10, 1] puis u,,, €]0,1[. On conclut que u, €]0,1[ pour tout n € N.

2. Soitn € N.
* Siu, < Uy, alors v, = u,. De plus, Uy, > +/u, > u, puisque u,, €]0,1[. On a donc v,,; = min(Uy, 41, Upyr) = Uy = Uy

o Siu, > u,,q,alors v, = Uy,;. De plus, Uy, s > /Uy = Uyyg puisque Uy, €10, 1[. On a donc vy, = min(Uy, Upys) =
Up41 = Up.

Dans les deux cas, Uy,,1 > Uy,. Ainsi (v,,) est croissante.

3. Soitn € N.
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e Siu, < uypq,alors v, = uy,. De plus, Uy, > \/u, > u, puisque u,, €10, 1[. Donc 4/t > 1/u,. On a également u, 3 > 1/u,
puisque \/U, 41 = /Uy et /U5 > /U, Ona montré que U, , > /U, et u, 3 > 1/u, donc v, 4, > /U, =1/,

o Siu, >y, alors v, = U, ;. De plus, Uy > /U, 11 = 4/Us = U, puisque v, = U, €]0,1[. On a également u, ;3 > /v,
puisque Uy, > U, et Uy, = Uy, Onaalors Uy, > /Uy, et Uy, 3 > /U, donc v, 5 > /Uy

Dans les deux cas, U5 > /Uy

4. On av, €]0,1[ pour tout n € N donc (v,,) est bornée et croissante ; elle converge. Notons [ sa limite. On a bien entendu [ € [0, 1]. De

plus, U,4» > /U, donc par passage a la limite (la fonction racine carrée est continue), [ > \/_l etdonc! > 1. Ainsi [ = 1.
De plus v,, < u,, < 1 pour tout n € N donc, d’apres le théoreme des gendarmes, (u,,) converge vers 1.

Solution 7
L’ équation caractéristique associée a cette suite récurrente est X2 — (3 — 2i)X + 5 — 5i = 0. Son discriminant est A = —15 + 8i. Soit
x2+y?=17
8 = X + iy une raciné carrée de A. On a donc { x? — y?> = —15. On en déduit § = +(1 + 4i). Les racines de I’équation caractéristique sont
2xy =38

3-2i+1+4i . 3-2i-1-4i ; (s (s “n 1

donc — = 2+iet — = 1 — 3i. On en déduit que le terme général u,, est de la forme A(2 + i) + u(1 — 3i)" avec A, u € C. Les
. . A+p=0 o . .

conditions uy = 1 et u; = 1 + 4i donnent ) ) . Ontrouve A = 1etpu = —1. Ainsi u, = (2 +1i)" — (1 — 3i)" pour

A2+ D) +uwd—=30)=1+4i
tout n € N.
Solution 8

Tout d’abord, une récurrence simple montre que (u,,) est bien définie et positive.

Supposons que u, > 1 pour tout n > 1. Alors pour tout n > 2, 1 + u,u,_; > u, et donc u,,; < u,. La suite (u,) est donc décroissante et
2

minorée par 1 a partir du rang 2 : elle converge vers une certaine limite [ vérifiant | = #, ce qui équivauta l(1—1+12)=0.0r1-1+1> #0

(considérer le discriminant du trindme) donc [ = 0, ce qui est absurde puisque (u,,) est minorée par 1.
On en déduit qu’il existe ny € N* tel que u,, < 1. De plus, u,,41 < u? < u, pour tout n > ny. La suite (u,,) est décroissante a partir du rang
ng et minorée par 0. On en déduit qu’elle converge mais ce qui préceéde montre que (u,,) ne peut converger que vers 0.

Gendarmes

Solution 9

Un+1

Remarquons que la suite ( ) converge vers |€| € [0, 1[. Soit alors q €]|€], 1[. Alors € = q — |¢€| > 0. Par définition de la limite, il existe

Un

un entier N tel que pour tout entier n > N, Unal) _ |€|' < ¢. En particulier, pour n > N, nil) < g 4 |€| = q. Par télescopage, pour tout
entier n > N, " !
Jun| _ Hl Mot | o
lun| ! we 17
et donc
unl < SN
Or q € [0, 1] donc limy,, _, ; , q"* = O puis lim,_, , o, U, = 0.
Solution 10
Remarquons que pour tout n € N,
U2 + u,v, + V2 = (un+%”)2+%v% > %v% >0

PR , . 3 s . s s g
Le théoreme des gendarmes permet d’affirmer que lim,,—, ; o Zv% = 0. On en déduit ensuite que (v,) converge vers 0. Quitte a échanger (u,,)
et (v,), le raisonnement précédent montre que (u,,) converge vers 0.
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Convergence monotone

Solution 11

1. Nous avons

\/“_n S/ Un + A Untr-

En ajoutant u,_; a chaque membre et en prenant la racine carrée, on en déduit que

\/ Up_1 + VUn < \/un—l + \/ Uy + VUnt:

En procédant ainsi, on obtient v, < v,41; la suite (vy,),5; est donc croissante.

2. Si a est la valeur de la suite constante (u,,),51, notons (a,),; sa suite associée, c’est-a-dire celle qui vérifie, pour tout n € N*,

an+1 = \/a+ a,. Montrons par récurrence sur n, que si £ = \'a + ¢, alors il majore (a,),;. Nous avons a; = v/a < [; supposons
que a, < ¢;en ajoutant a a chaque membre et en prenant la racine, on obtient

Apy1 =Va+a, <Va+€==¢.
La suite (a,),»; est majorée et croissante, donc convergente.

3. Si a est un majorant de la suite (u,),5;, nous avons, pour tout n € N*, v, < a,; comme (a,),>; est majorée, (,),»; est donc
convergente, car croissante et majorée.

Solution 12

1. Soit n € N. Notons E,, = {u,, p > n}. E,; C E, donc supE,,; < supE, etinfE, ; > infE, ie. Upyy < U, et wyyy > wy,. Ainsi
(v,,) est décroissante et (w,,) est croissante.

2. OnaE, C Eydonc supE,, > infEj et infE,, < sup Eq pour tout n € N. Ceci signifie que (v,,) est minorée et que (w,) est majorée.
Ainsi (v,) et (w,) convergent.
3. Comme u,, € E,,onaw, <u, <v, Si lim v, —w, =0,alors lim v, = lim w,. (u,) converge d’aprés le théoréme des

n—+oo n—+oo n—+oo
gendarmes.

Si (u,,) converge, notons [ sa limite. Soit ¢ > 0. Comme (u,,) converge vers [, il existe N € N tel que Eyy C [l — €1 + €]. Donc
0 < vy — wy < 2e. Comme (v, — w,,) est décroissante, on a 0 < v,, — w,, < 2¢ pour tout n > N. Ceci prouve que (v,, — w,,) tend vers
0.

Solution 13

Pour tout n € N*, u,, — u,_; = a1 + a,_1 — 2a, > 0 donc (u,) est croissante a partir du rang 1. Puisque (a,,) est bornée, (u,) ’est
également. Ainsi (u,,) converge vers € € R.

Supposons € > 0. Alors il existe N € N tel que u,, > ¢/2 pour tout entier n > N. Donc pour tout entier n > N, a,, — ay = ZZ:\I Uy >
(n —N)¢/2. On en déduit que (a,,) diverge vers +oo ce qui contredit son caractére bornée.

De méme, si € < 0, il existe N € Ntel que u,, < €/2 pour tout entier n > N. Donc pour tout entiern > N, a,,—ay = ZZ;I{I up < (n—N)¢/2.
On en déduit cette fois-ci que (a,) diverge vers —oo, ce qui contredit & nouveau son caractére borné.

Finalement ¢ = 0.

La suite (u,,) est croissante a partir du rang 1 et converge vers 0. Elle est donc négative a partir du rang 1. On en déduit que la suite (a,,) est
décroissante a partir du rang 1. Comme elle est bornée, elle converge.

Suites divergentes

Solution 14
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1. Puisque Vi > 0, on a as, = 0 et as,,; = —1/5, la suite (a,,) 0’ a pas de limite lorsque n tend +co.

2. Puisque Vi > 2 ,0na

nm
b, — b,,_; =cos <?),

cette suite est donc périodique non constante et ne converge donc pas vers 0; la suite (by,),»; n’est donc pas convegeante.

3. Puisque Vn > 0,0n a

n?—-3n+1 11
—— =n-5 ,
n+2 n+2
ona .
I
¢, = (=11 cos( ),
n=(1 n+2
et donc, par continuité de la fonction cosinus,
hm Czn = -1
n+oo

et
lim Cont1 = 1.
n+oo

La suite (a,) n” a donc pas de limite lorsque 7 tend +oo.

Solution 15

1. Pourtoutn > 1,
1

Hppy —Hy = 77 >

0,

la suite (H,,),»1 est donc croissante. On en déduit, d’apres le théoréme des suites monotones , qu’elle est soit majorée et convergente,

soit non majorée et tend vers +oo avec n.

2. Pourtoutn > 1,

2n 1
Hy, —H, = %
k=n+1
orVn+1<k<2n,
1 > 1
k7 2n’
d’oul o
1 n 1
—_ > —_— = — = =
Hon = Hy > Z 2n~ 2n 2
k=n+1

On montre que H,, tend vers +co par I’absurde : supposons le contraire , d’aprés le résultat de la question 1., (Hy),5; est donc
convergente de limite £ € R. La suite extraite (H,,),»; converge aussi vers ¢, d’ol par passage a la limite dans I’inégalité obtenue a

la question 2. :

02

s

N =

ce qui est absurde. Ainsi,

lim H, = +oco0.
n—->+oo

Solution 16

1. On a bien-siir que la suite (a,;) est nulle donc elle converge vers 0.

2. Etude de (B,)nen:-
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a. Soitn € N*.Ona
n+3n—(+12=n—-120et (n+2) -n’>-3n=n+4>0

ainsi
VneN*, (n+1?<n?+3n<(®n+2)>%

b. Ona
VvneN*, n+1<Vn2+3n<n+2,

etdonc |\Vn2+3n|=n+1puisf, =Vn2+3n—(n+1).

c. Pour tout n € N*, on a

n*+3n—(n+1)7> n—1

Vn2+3n+n+1 Vn2+3n+n+1

Bp=Vn2+3n—(n+1)2=

Ainsi,
n—1 n 1

a1+ 3m+1+1/n) 2 2

et la suite (8,,) est convergente de limite 1/2.

3. La suite (u,),en ne converge pas car admet deux sous-suites (a;,) et (8,,) convergente mais de limites différentes.

Solution 17

1. En utilisant les formules d’addition on a pour tout n :

Upy1  =sin(na+a) = sin(a)cos(no) + cos(a) sin(na) = sin(e)v,, + cos(c)u,
Upy1 = cos(na+a) = cos(a)cos(na) — sin(a) sin(na) = cos(a)v,, — sin(c)u, .

Puisque sin(a) # 0 grice a ’hypothese sur a, on en déduit les relations

1
Up = m(urwl - cos(oc)un) . (H

et 1
Up = m(cos(a)vn - Un+1) . 2

. ) , A ¢(1 — cos(a))
Si (u,),en converge vers un réel ¢, la relation (1) entraine que v, — ———=

n—+co sin(a)
¢'(cos(ar) — 1)

n—+oo sin(ot)

. De méme, si (v,,),en converge vers un réel

€', la relation (2) entraine que u,

2. Si les deux suites sont convergentes de limites respectives € et €', on a alors d’apres la question précédente le systéme suivant :

é’(l—cos(ot))
sin(a)
€’(cos(o€)—1)

¢ =

o =

sin(ar)

(1 —cos 01)2
sin? ot
Par ailleurs, puisque pour tout 7 > 0, on a la relation u2 + v2 = sin?(na) + cos?(na) = 1, en passant a la limite on obtient £2 4 ¢'2 = 1,

ce qui est impossible si £ = ¢’ = 0.
L hypothese de départ que les suites convergent toutes les deux était donc fausse. De plus, on a vu a la question précédente, que si
I’une des deux converge, alors 1’autre converge aussi : on en conclut qu’aucune des deux suites ne peut converger.

Il en découle que ¢ = > 0> —1). Comme ¢ = 0, on a donc aussi £’ = 0.

(l—cos oc)2 . .
—~———=¢, ce qui implique £ = 0, car
sIn” &
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Suites adjacentes

Solution 18

Une récurrence double montre facilement que (u,,) est a termes strictement positifs.

De plus, pour tout n € N,

Upss — Uy = un(un - un+1)
Upt1 Uy

Ainsi Uy, 5 — Uy €t Uy, — Uy, sont de signe opposé pour tout n € N. Par conséquent, les suites (u,,,) et (4,,41) sont monotones et de sens

de variation contraires.

En distinguant les cas u,,; < u, et u,,; > u,, on montre que u,,, est compris entre u,, et u, ;. Une récurrence double montre alors que

U, est compris entre U, et u; pour tout n € N.

Le théoréme de la limite monotone nous apprend donc que les suites (u,) et (U,,,,) convergent vers des limites strictement positives [; et

N . c . 2+
l,. En passant a la limite dans la relation de récurrence, on obtient l; = 12

12 s -
+11 . On en déduit que [; = I,. Ainsi (u,) converge vers [; = L,.
27T

Solution 19

1. Tout d’abord, une récurrence évidente montre que u,, > 0 et v,, > 0 pour tout n € N.
Ensuite, pour toutn € N, vy, 1 — Uy = > (vp — uy,). Puisque vy — ug > 0, on en déduit par une récurrence évidente que v, —u, > 0

i.e. u, < v, pour tout n € N. On en déduit également que la suite de terme général v,, — u,, est géométrique de raison > et donc
limy, o Uy —u, =0.
Pour toutn € N

i~ = (Vi — ) = L2 (i — i) 20
1 Von

Un41 —Un = E(m_vn)= ) (\/u_n_\/v_n)so

Ainsi (u,,) est croissante tandis que (v,,) est décroissante.
Les suites (u,,) et (v,) sont donc adjacentes : elles convergent donc vers une limite commune [.

2. On rappelle I’inégalité classique In(1 + u) < u pour tout u €] — 1, +oo[.
Il s’ensuit que

y y—x\_y-—x
—_ = - = )<
Iny—Inx=In> 1n(1+ x )< .
1nx—1ny:ln£:1n<1+u>§x_y
y y y

On en déduit alors facilement 1’inégalité voulue en tenant compte du faitque y —x > 0etx —y < 0.

3. Ona vu a la question[I]que 0 < u,, < v, pour tout n € N, ce qui justifie que (c,,) est bien définie.
Pour toutn € N,

Un+1 — Up4l

R Up41 — Intipyy
_ Uy — Uy
In (v, + \/Uny) — In (uy, + \/u,0y,)
_ Uy — Uy
i (on (Vi /o)~ n (Vi G + o)
Up —Up
= cl’l

Inv, —Inu,

Ainsi la suite (c,,) est bien constante.

N . . 1 In vy —1 1,
4. D’apres la question [2[et le fait que 0 < u,, < v, pourtoutn € N,ona — < o7 < e, u, <c, < v, pourtoutn € N. Le
Un Upn—Up Un
théoréme des gendarmes assure que (c,) converge vers [. Mais comme (c,,) est constante,
= e = b—a
T %" Inb-1Ina
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Solution 20

1. Posons pour tout n > 0,
Bn = Uy — Uy
On aalors Vn > 0,
Bnt1 = (p = @Bn
ainsi Vn > 0,
Brn=(p— )" (up — vy).
Puisque p+g=1et0<qg< p,ona
O0<p—qgxl1
et donc
lim (u, —v,)=0.
-+

De plus, Vn > 0,

Upt1 —Up = _(vn+1 —Uy)

_QBn

Lorsque uy = vy , les deux suites sont constantes. Dans le cas contraire, les calculs précédents prouvent que les deux suites sont
monotones de sens de variation contraires :elles sont donc adjacentes.

2. On remarque que la suite de terme général
ap = Uy + Uy

est constante. Si on note € la limite commune des deux suites, on a donc par passage a la limite

26 = uy+ vy
d’out . Uy + vy
2
Solution 21

Puisque uy < vgetVn > 0,

(i - V)’

U1 =Uni1 = ———H 20,

U, = U, pour tout n > 0. De plus
Uy — Uy
Upy1 —Up = ) <0,

et ()0 est décroissante minorée par 1, donc converge vers ¢;. De méme,

Upy1 —Up = \/u_n[\/v_n_\/u_n] 20,

et (Uy,)n>0 est croissante majorée par vy donc converge vers £,. Et puisque Vn > 0,

U, +v
Ups1 = %’
par passage a la limite,
1+ €
0, =17 %,
2

et donc ¢ = ¢, : les deux suites sont adjacentes.
Solution 22
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1. Soient a et b strictement positifs , on remarque que

2 <
a+b “2\a b
si et seulement si
2 < a+b
a+b = 2ab

ie
4ab < (a + b)?

soit encore
0 < (a—Db)>

La derniere inégalité étant acquise , le résultat est démontré.

2. Par une récurrence immédiate , on a Vn € N,
a,>0 et b,>0.

Les deux suites sont donc bien définies. On remarque que, pour tout n € N, on a

an+1 < an
si et seulement si
by < by
si et seulement si
b, < a,

11 suffit donc de démontrer les inégalités
vneN, b, <ay,.

* Montrons le cas n = 0 : ¢’est I’hypothese by < ag de I’énoncé.

* Montrons lescasn > 1;onaalorsn—1 > 0, d’ou, en appliquant le résultat de la question a. pour a = a,_; etb = b,_4,

2 1/ 1 + 1
ap—1 +bn—1 S 2 ap—1 bn—l

soit encore
1 < 1
a, = b,
c’est-a-dire
b,<a,

puisque a, > 0.

3. Démontrons 1’inégalité par récurrence sur n. Notons , pour tout n € N, 7, la proposition :

ap — by

0< a,—by < =

* J, est vérifiée puisque 0 < ag — by < ag — by.
* Montrons que la propriété J,, est héréditaire. Supposons J,, vérifiée. On a alors

a, + b, 2a,b,

a,.1—b
n+1 n+1 2 a, + bn

(ay — bn)2
2(ap + by)
a,—-b, a,-—

2 a, + b,

Or, on a démontré a la question c. que
a,—b, =20,
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an_bn an
<1
Sa,+b, a,+b,

puisque a,, > 0 et b, > 0 ainsi
1
0< Any1 — bn+l < z(an - bn)
J,41 est donc vérifiée.
» D’apres le principe de récurrence , I’inégalité J,, est vraie pour tout n € N.
4. D’apres le résultat de la question b. , (a,,),en €st décroissante et (b,,),en €st croissante , de plus , on déduit de 1’inégalité établie a la

question c. et du théoréme d’encadrement que
lim (a, —b,) =0.
n—+oo

Les suites (a,)nen €t (by)nen sont donc adjacentes.
5. Pourtoutn € N,

Gb = a, +b, 2a,b,
n1Pntl = T o

a,b,.
la suite (a,,b,,),en est donc constante. Soit € la limite commune de (a,),en €t (by)nen > puisque
vneN, aub, =ayby,

€2 = agyby, , et par passage 2 la limite dans I’inégalité

a, 20,
onaé > 0etdonc
llm an = hm b}’l = aobo.
n—+oo n—+oo
Suites déginies par des sommes
Solution 23
1. Soit k € N*. Puisque Vt € [k, k + 1],
1 1 1
<<=
k+1 >tk

on obtient aprés intégration sur [k, k + 1],
1 a1
7 S — < —-
k+1 A t T 1+k
2. Etudions le sens de variation de la suite (1) 30, V1 > 0y,

1
Upy1 — Uy = n_+1 — ll’l(n + 1) + ln(n)
En appliquant le résultat de la question 1. 2 k = n, on obtient

Upi1 —Up <0

ainsi (4, ),,»; est-elle croisssante.

Posons

»n

S

I
M~
=1 -

=
1l
—

et
u, =S, — In(n).
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En additionnant les n — 1 inégalités de la question 1. correspondant aux valeurs entiéres k comprises entre 1 et n — 1, on obtient :

1
Sn—1<ln(n)<Sn—ﬁ,
et donc 1
-<uy, <L
n

la suite (u,),50 est croissante majorée par 1, elle est donc convergente.

Solution 24

. . 1 . .
Puisque la fonction t — p est décroissante sur RZ, pour tout entier naturel k non nul, on a

k]

el

1 1

ce qui entralne par positivité de 1’intégrale,

Soit n > 1. En additionnant les inégalités précédentes pour k variant de n a 2n, on obtient en appliquant la relation de Chasles pour les

intégrales,
on 1 2n+1 dt 2n 1
TS TSLE
k=n + n k=n
c’est-a-dire,
2n+1 1
Z I <In(2n+1) —In(n) < u,,
k=n+1
ie
u L + ! <In <2 + ) <u
" n T 2n+l n) ="

et finalement,
ln<2+l)<ungln(2+l>+l_ 1
n n

n 2n+1’

La fonction In étant continue en 2, le théoréme d’encadrement permet de conclure que

lim u, = In(2).

n—->+oo

Solution 25

Les suites (ay,) et (b,,) sont convergentes donc bornées. Soit € > 0. Il existe N € N tel que
n>N=|a,—a|l<cer|b,—b|<c¢
Soit maintenant n > 2N. On va couper la somme suivante en 3 parties :

n N-1 n—-N n
D akbyi = Y akbuic+ D, agbpx+ D, agbuk
k=0 k=0 k=N k=n—N+1

(ceci est valide car on a bien N < n — N). Par conséquent,

1
n+1

n 1 N-1
D abp_ —ab= —— " (ayb,_ — ab)
k=0 n+1=

n—-N

+ (Clkb —k— ab)
n+1 k:Z;(I "
1 n
oo D, (axby_i —ab)

k=n—-N+1
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Par inégalité triangulaire, on a donc :

1 n 1 N-1
P I{Z::O Abn—k —abl < -~ kZJO lagbp_x — abl
n—-N
+ D lakb,_ — abl
n+1 Pt
1 n
+ooT > lagby_x — abl

k=n—N+1
Pour 0 < k < N — 1, on a par une majoration brutale :
|axb,_ — ab| < |agb,_| + |ab| < 2M?

De méme, pourn —N+1<k<N,ona
|akbn_k - ab| S 2M2

Enfin, pour N <k <n—N,onaalafoisk > Netn—k > N.Donc |a, —a| < et |b,_r — b| < €. De maniére classique :

|akbn_k - ab| = |akbn—k - akb + akb - Cl.b|
< lakllby— — bl + |blla — ax| < 2Me

Par conséquent,

1
n+1

n
4ANM? 2M(n —2N
Z akbn_k —ab| < (Vl )E
= n+1 n+1

4NM?
n+1

<

+ 2Me

4ANM?2

= 0 donc il existe N’ tel que

4ANM?
n>N=>——«<¢
n+1
Pour n > max(N,N’), on a donc :
1

n+1

n
Z agby_x —ab| < (1 +2M)e
k=0

. N € ¢
Quitte a changer € en o on a le résultat voulu.
+

Solution 26

1. On sait (ou on redémontre) que pour m, k € N*, k(rl?) = m('l?__ll) Soit n € N*. Il suffit alors de prendre m =n+ p+ letk=n+ 1.

2. On utilise le principe de la sommation d’Abel :

n n n n
Sp= D ue =D, (k+1—kue = Y (k+ Dug — ), kuy
k=1 k=1 k=1 k=1
n n n
(n+Dupy —uy + Z(k + Duy — Z(k + Dy = (M + Dy — g + Z(k + DUy — Ugy1)
k=1 k=1 k=1

Or d’apres la question précédente, (k + 1)(Uyq — Ug) = PUgyq, A0 :

n
Sp =0+ Dupy —uy +p Z U1 = (M4 Dpgy — Uy + p(Sy — Uy + tpyr) = (M + p+ Dpyy — (P + Duy + Sy
k=1

1
Oru, = lﬁ done 8, = —— (1= (n+ p+ Ditpyy).
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3. On majore brutalement :

n!p! p! p! p!
0<(n+pu,= = < =
n+p-—1) n+p-1 n+p-1 np-1
( p ) k=n+1 k k=n+1 h
Comme p > 2, lim =0etdonc lim v, =0.
n—+oco NP1 n—+0co

1 1
4. OnasS, = m(l — Up41)- On en déduit que (S,,) converge vers 51

Solution 27

Montrons que la suite (u,,) est croissante. Soit n € N* et étudions f : x € [1,n] —» (n+ 1)In x—il —nln=. f est clairement dérivable sur
n n

[1, 7] et pour tout x € [1,n], f'(x) = n—:i 2= ZC_:;) < 0. Comme f(n) = 0, on en déduit que f est positive sur [1, n]. En particulier,
X X xX(xX

k k41 D S (k\® _ (ke1\PHL s
pour tout k € [1,n], nln - <(m+1)n oy cequi équivaut a (;) < (n_+1) . On en déduit que
n+1 n+1 n+1 n n+l1 n n
k 1 k+1 k
=\n n —\n+1 =Z\n

La suite (u,,) est donc bien croissante.
. . . . . k k
Montrons que la suite (u,,) est majorée. Soit n € N*. On a classiquement In x < x — 1 pour tout x € R. On a donc notamment In - < = —1
n n

. k k\" e i A Al
puis nln = < k — n et finalement (—) < ek pour tout k € [1,n]. En utilisant la formule de la série géométrique
n n
n

n n n 1-n
u :Z E <Zek_"=e1_"e —1=e—e < €
n “\n) — & e—1 e—1 ~e—-1

La suite (u,,) est donc bien majorée.
Elle converge d’apres le théoreme de la limite monotone.

Solution 28

1. Il suffit d’étudier x —~ In(1 + x) — x sur | — 1, +o0|.

2. Soit p € N*. D’apres la question précédente

1n<1+l)Sl
p p

ln<p+1>
p

In(p + 1) —In(p) <

ce qui équivaut a

IA

1
p
ou encore

bR

Toujours d’apres la question précédente,

1 1
In(1-— < —
n< p+1>_ p+1

ce qui équivaut a

p 1
1 <—-——
n<p+1>_ p+1
ou encore

1
— < -
In(p)—In(p+1) < P+ 1

et finalement a

1
— < _—
In(p+1)—In(p) < P+ 1
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3. Pour tout n € N*,

1
Upyr — Uy = l’l_+1 + ln(n) —ln(n + 1) <0

d’apres la question précédente. Ainsi (u,,) est-elle décroissante.

4. Puisque pour tout k € N*,

1
_- < —
1S In(k + 1) — In(k)

on obtient pour tout n > 2
n—-1 1 nil
> == < > In(k +1) - In(k)
o k17 &

autrement dit

o1
Z——lgln(n)
k:lk

via un changement d’indice et un télescopage. Ceci équivaut encore a u,, < 1.
De méme, puisque pour tout k € N*,

In(k + 1) — In(k) < %
on obtient pour tout n > 2
n-1 n-1 1
Y In(e+1)—In(k) < 37 ¢
k=1 k=1

autrement dit

=

In(n) <y, — —

via un changement d’indice et un télescopage. Ceci équivaut encore a u,, > —. A fortiori, u,, > 0.
n

La suite (u,,) étant décroissante et minorée par 0, elle converge vers un réel y. Mais puisque 0 < u,, < 1 pour tout n > 2,y € [0,1].

REMARQUE. La majoration par 1 pouvait également étre obtenue en utilisant le fait que (u,,) est décroissante et que u; = 1.

Solution 29

Il s’agit de prouver que la suite de terme général

converge vers 0. Or,
n—2

k!
+Zﬁ!'

k=0

S|

a, =

Le plus grand terme de la somme correspondant a I’indice n — 2 on a I’encadrement suivant,

n—2
k! n—2)!
0< ) = <—1x 82
n! n!
k=0
ainsi,
n-2
k! 1
0< Z oS
k=0

et par encadrement

Solution 30

Soit f : [1,+0o[—> R définie par
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La fonction f est donc strictement croissante sur [1, +oo[. Ainsi, Vk > 1, Vx € [k, k + 1],
)< fx) < flk+1)
d’ou, Vk > 1,

k+1
) < f F)dx < fl+ 1),
k

etensommantde k =1ak=n—1,pourn > 2,

n+l1

S f) < f fodx < 3 k).
k=1 1 k=2

c’est-a-dire

Snsfnf(x)dxssn+f(n+1)—1.
1

Or, une primitive de f sur [1, 4+oo[ est donnée par

2
x +— F(x) = §x3/2

d’ouVn > 2,

23/2 1 2’3/2 2
_ — - < < - [
n n+l1+=-<8S,<=n ,

Et par croissances comparées,

2

Sn ~ §n3/2.
Suites définies par des produits
Solution 31

1. Soitu > 0.On a Vt € [0, u],
1
—t<— K<
=ty st

d’ou, apres intégration sur [0, u],
u u dt u
1-ndt< [ 75 < [ dr,
0 o 1Tt 0

w2
u—isln(1+u)<u.

c’est-a-dire

2. Ona
- k
In(u,) = ). In (1 + —2).
k=1 R

Or, d’apres le résultat de la question 1., Vk < n,

k k kK k?
ﬁ<ln(l+ﬁ)<ﬁ+ﬁ’

et en additionnant ces n inégalités membre a membre,

nn+1)
o < In(uy,) < Wt

ol
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Or, par un encadrement grossier,

et puisque
nn+1) 1

2n2 2’

d’apres le théoréme d’encadrement,
1

lim In(u,) = =

n+oo 2’
Par continuité de I’exponentielle en 1/2,
lim u, = +/e.
n+oo

Solution 32

1. Soit x € R. Si x = 1, on a P,(x) = 2", Soit x # 1. Raisonnons par réurrence sur n. Pour tout n dans N, notons HR(#n) I’hypothése

suivante
2n+1

=2 —1

x—1

x2-1

* HR(0) estvraie puisque Py(x) = x+1 = —
—

* Soit n > 0. Supposons HR(n) vraie. On a

Poy1(X) = By(x) X (x¥™ + 1)
2n+1
X - 1 2n+1
T G
x2X2n+1 _ 1 x2n+2_1

x—1 = x-1

d’ott HR(n + 1).
2. Distinguons trois cas.
* Si|x| > 1 oux = 1, la suite (P,(x)),»0 diverge (vers +co si x > 1 et vers —oco si x < —1).
» Si x = —1, la suite est constante égale a 0.

* Si |x| < 1, la suite (P,(x)),»0 converge vers %
—-x

Solution 33

1. Le résultat découle immédiatement de I’inégalité suivante :

QCx+1)? =4x2+4x+1 > 4x(x + 1).

2. D’apres le résultat de la question 1., Vn > 0,

et d’apres le théoreme d’encadrement,

Solution 34

Puisque Vn > 0,
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onal

encadrement suivant :
1< u, < 2n(n+1)/n3‘

Et puisque x — 2% est continue en 0,
lim 2n(n+l)/n3 =1
n—+oo
ainsi
lim u, =1.
n—->+oo

Solution 35

1. On multipli : dénomi 2X4X6 2n) = 2"n! _ o 1

. On multiplie au numérateur et au dénominateur par 2 X 4 X 6 X --- X (2n) = 2"n! et on trouve u,, = W =2\ )
« 2n+1 . s S
2. Pourn e N*, u, ., = 2n—+2u" < u,. La suite (u;,) est donc décroissante et minorée par O : elle converge.

2n+1)2 . n+2(2n+1

2n+2/) " n+1\2n+2

donc vy, 41 < v, pour tout n € N*, Ainsi (v,,) est décroissante minorée par 0 : elle converge. On a u,, = ,/ % pour tout n € N*. On
n

2
Pourn € N*, v,,; = (n+2)u?,; = (n+2)( ) v,. Or (n+2)(2n+1)?>—(n+1)(2n+2)?> = —3n—-2<0

en déduit que (u,,) converge vers 0.

Solution 36

On prouve aisément par récurrence que pour tout n € N.

n
a-2JJa+z=1-2""
k=0

Puisque |z| < 1, z # 1 et donc

2n+1

z k 1-2z
[[a+2)=——
k=0 l-z

pour tout n € N.

Enfin lim,,— | o |Z|2"+1 = 0 car |z| < 1 d’ot le résultat demandé.
Solution 37
1. On utilise I’expression factorielle des coefficients binomiaux :

http:

apy1 . 2n+2) (n)?  (2n+2)(2n+1) _20@n+1)

a, (n+1DH2Q2n) (n+1)2 n+1

Remarquons que les termes de (u,,) sont strictement positifs. De plus, pour tout n € N :

un+1_\/n+1£an+1_1\/n+12(2n+1)_ 2n+1
N A (R

u
Or(2n+1)> = 4n’ +4n+1 > 4n® + 4n = (2y/n(n + 1)). On en déduit que ZH > 1 pour tout n € N. La suite (u,,) est donc

n

(strictement) croissante.

. On procede par récurrence comme indiqué dans 1’énoncé. Notre hypothese de récurrence est donc

n
: <./
HR(n) : u, < i

Initialisation On a uy = 0 donc HR(0) est vraie.
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2n+1

2\/n(n+1)

Hérédité On suppose HR(n) pour un certain n € N. D’apres la question précédente, u, ., =

2n+1 \/2n+

Uptr <
" 24/n(n+ 1) 2""'1

Or on a les équivalence suivantes

donc en utilisant HR(n) :

2n+1 1
v <,/ 2 LI IREN V@n+1)2n +3) <2(n+1) = (2n+1)(2n+3) < 4(n+1)? < 4n2+8n+3 < 4n2+8n+4
2/n+1 n+3
N . . 1 n+1 . .
La derniere égalité est toujours vraie : on en déduit que u,; < T3 i.e. HR(n + 1) est vraie.

Conclusion Par récurrence, HR(n) est vraie pour tout n € N.

R ) (2 [ n 1 . . .y . 1
4. D’apres la question précédente, u,, < Tl < sqrt 5 La suite (u,,) est croissante et majorée, elle converge vers un réel K < —.

a\/n . 2n 4n
De plus, u; = - L et donc U, > pour n > 1. Ainsi K > -. On a donc — Ki.e. ~K—
2 4 i n

Suites récurrentes d’ordre un

Solution 38

N

V2

1. Récurrence évidente.

2. Siu, > 1, alors u,, < u?. De plus, n > 1donc 1 + u,, < n + u?. Par conséquent, u,,; < 1.
2

Siu, <1,alors 1 +u, < 2.0n aaussi n + u2 > n de maniére évidente. Donc u,,; < P

3. Siu, > 1,alorsu; < 1.
. 2
Siu, <1, alors uy < 5= 1.

p 2
Montrons par récurrence que pour 1 > 3, u, < 71

Initialisation : On a vu que u; < 1 donc I’hypothese de récurrence est vraie au rang 3.

Hérédité : Supposons que u, <

vraie aurang n + 1.
Conclusion : L’hypothese de récurrence est vraie pour tout n > 3.

4. Par le théoréme des gendarmes, on conclut que (u,,) converge vers 0.

2
7 pour un certain n > 3. On a donc u,, < 1etdonc u,,; < — et I’hypothese de récurrence est

1+u
5. Pourn>2,0ona:u, = —”1 . Or u,_; = o(1) d’apres la question précédente. Donc 1 + u,,_; ~ 1etn+u ~ n. On en déduit

1 n un 1
que u, ~ —.
n "

6. Apres un calcul laborieux, on trouve :
2n? + n?v, + n+nv, — vz —2v, — 1
nd+ i +2v,+1

Unt1 =

7. On av, = o(1). Par conséquent

2n? + n*v, + n+ nv, — vz —2v, — 1 ~ 2n?
nw+vi+2v,+1~nd

2 2 2
Ainsi v ~—etv ~ =~ =,
n+l1 n n—1 n
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2 1
8. Comme v, = - +o<—), ona:
n n

Solution 39

* Commencons par une figure.

On conjecture que la suite converge vers O.

* La suite est définie : notons f 1’application de R dans R définie par
YT T
Puisque f est définie sur R, la suite (1), est définie Vu, € R.

* Point(s) fixe(s) de f : Un réel x est point fixe de f si et seulement si

=x < x3=0,

1+ x2
iex =0.

o Etude de la convergence : supposons Uy = 0. Posons I = [0, +oo[. Puisque I est stable par f , on prouve par une récurrence sans

difficulté que

Vn>=20, u, €l

On a alors , pour toutn > 0,

ul’l
2— S u
unp +1
La suite ()30 est décroissante minorée par 0 donc convergente. Puisque sa limite est un point fixe de f qui n’en admet qu’un , 0,
ona

Upt1 = n-

lim u, =0.
n—->+oo

Puisque la fonction f est impaire , pour tout u, négatif , la suite (1), croit vers 0.

Solution 40

* Commengons par une figure.

On conjecture la convergence de la suite vers 2 pour tout condition initiale 0 < uy < 4, vers 4 pour pour uy = 4 (plus précisemment :
la suite est constante dans ce cas) et la divergence de la suite pour tout uy > 4.

 Définition et points fixes : otons f 1’application de R dans R définie par

x> +38

Puisque f est définie sur R, la suite (u,,),5¢ est définie Vi, € R. On a, pour tout x € R,

x*—6x+8 _ (x=2)(x—4)

o —x =222 -

Si ug = 2 ou 4, la suite (u,,),»0 est constante. Notons
Il = [0’2[ 5 I2 =]27 4[ , 13 :]4, +00]-
La fonction f est croissante sur R, les réels 2 et 4 sont des points fixes de f et f(0) > 0, donc les trois intervalles I, sont stables par

f
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* Etude de la convergence : puisque Vx € Ij, f(x) > x, pour tout uy € Iy, (1), est croissante majorée par 2 donc converge vers
I'unique point fixe de f appartenant a [0, 2] ie 2. puisque Vx € I, f(x) < x, pour tout uy € I, (Uy,),>0 est décroissante minorée par
2 donc converge vers I’unique point fixe de f appartenant a [2, 4] ie 2. Puisque Vx € I5, f(x) > x, pour tout uy € I3, (U,)30 est
croissante non convergente car
[uo, +oo[

ne contient aucun point fixe de f. La suite diverge donc vers +o00. On en déduit 1’étude de la convergence pour toute condition initiale
négative : si ug = —2 ou —4, on a u; = 2 ou 4 et la suite est constante a partir du rang 1. Di uy €] —4,0], on au; € [0, 4] et la suite
converge vers 2. Si ug € | — 00, —4[, on a u; €14, +o0[ et la suite diverge vers +oo.

Solution 41

» Figure.

On conjecture que, pour Uy > 1, la suite diverge vers +co et, pour Uy < 1, la suite converge vers 1.

 Définition de la suite : comme f est définie sur R, la suite est définie pour toute condition initiale u, € R.

 Monotonie de la suite : soit § la fonction définie sur R par 8(x) = e*~! — x. Cette fonction est dérivable sur R et , pour tout réel x,

8'(x) = e¥~! — 1. La fonction & est donc strictement décroissante sur | — co, 1] et strictement croissante sur [1, +oo[. Puisque 3(0) = 0
, & est positive sur R. La fonction f admet donc un unique point fixe valant O et , Vuy € R, pour toutn € N, 8(uy,) = 0ie U, = uy,.
La suite est donc croissante.

* Convergence de la suite : supposons que 1y < 1. Puisque I =] — o0, 1] est stable par f , on prouve par une récurrence immédiate que
Vn € N, u, € I La suite est croissante majorée par 1 donc convergente. Sa limite est un point fixe de f , elle vaut donc 1. Supposons
ug > 1. Puisque I =]1, +o0] est stable par f , on prouve par une récurrence immédiate que Vn € N, u,, € 1. La suite est croissante
minorée par uy > 1, elle ne peut converger car [y, +oo[ ne contient aucun point fixe de f. La suite diverge donc vers +oo d’apres le
théoréme des suites monotones.

Solution 42

» Figure.

On conjecture que la suite converge toujours vers 0.
* Définition de la suite : puisque que arctan est définie sur R, la suite est définie pour toute condition initiale u, € R.

* Monotonie de la suite : soit 8 la fonction définie sur R par §(x) = arctan(x) — x. Cette fonction est dérivable sur R et , pour tout réel
X,

1 x2

x)=—5———-1=—-—5—.

) x2+1 x2+1

La fonction 8 est donc strictement décroissante sur R. Puisque 8(0) = 0, & est négative sur R et positive sur R_. La fonction f admet
donc un unique point fixe valant 0.

* Convergence de la suite : siuy < 0.Puisque I =]—o0, 0] est stable par f , on prouve par une récurrence immédiate que Vi € N, u, € L.
Ainsi, pour tout n € N, 8(u,) > 0 ie u,,; = u,. La suite est donc croissante. Puisqu’elle est majorée par 0, elle converge. Sa limite
est un point fixe de f , elle vaut donc 0. Si ug < 0. Puisque I = [0, +o0] est stable par f , on prouve par une récurrence immédiate que
vn eN, u, €L Ainsi, pour toutn € N, 8(u,,) < 0ie u,,; < u,. La suite est donc décroissante. Puisqu’elle est minorée par 0 , elle
converge. Sa limite est un point fixe de f , elle vaut donc 0.

Solution 43
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e Figure.

On conjecture que la suite converge vers 0.
o Définition de la suite : comme f(R,) C R, la suite est définie pour toute condition initiale uy € R,.

» Convergence de la suite : soit & la fonction définie sur R, par 8(x) = In(1 + x) — x. Cette fonction est dérivable sur R, et , pour tout
réel x strictement positif ,

1 X
—1=—-——<0.
1+x 1+x

La fonction 8 est donc strictement décroissante sur R, . Puisque 8(0) = 0, 8 est négative sur R.. La fonction f admet donc un unique
point fixe valant 0. Puisque I = [0, +o0[ est stable par f , on prouve par une récurrence immédiate que Vn € N, u,, appartient a L.
Ainsi , pour tout n € N, 8(u,,) < 0ie u,,q < uy. La suite est donc décroissante. Puisqu’elle est minorée par 0 , elle converge. Sa
limite est un point fixe de f, elle vaut donc 0.

§'(x) =

Solution 44

» Figure.

On conjecture que la suite converge vers 0.
* Définition de la suite : comme th est définie sur R, la suite est bien définie pour toute condition initiale uy € R.

* Convergence d ela suite : soit 8 la fonction définie sur R par 8§(x) = th(x) — x. Cette fonction est dérivable sur R et , pour tout réel x

non nul ,
§(x) =1—th’*(x) — 1 = —th*(x) < 0.
La fonction d est donc strictement décroissante sur R. Puisque 8(0) = 0, & est négative sur R et positive sur R_. La fonction f admet

donc un unique point fixe valant 0.

@ Cas1: uy < 0.Puisque I =] — o0, 0] est stable par f , on prouve par une récurrence immédiate que Vn € N, u, € L Ainsi,
pour tout n € N, 8(u,,) > 01ie u,,q > u,. La suite est donc croissante. Puisqu’elle est majorée par 0 , elle converge. Sa limite
est un point fixe de f , elle vaut donc 0.

@ Cas2: uy < 0. Puisque I = [0, +0o] est stable par f , on prouve par une récurrence immédiate que Vn € N, u, € L Ainsi,
pour toutn € N, 8(u,,) < 0ie U, < u,. La suite est donc décroissante. Puisqu’elle est minorée par 0, elle converge. Sa limite
est un point fixe de f , elle vaut donc 0.

Suites pseudo-récurrentes

Solution 45

—_n2
1. Pour tout n €y, on pose v, = a~" 'y,

a. Soit n € N. Comme @~ ("*+D*+n+1 — g=n(n+1) o 5

2 2
a—n(n+1)(a2nun + a" ) —a™n +nun

= a_n

Un+1 — Un
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b. Apres telescopage et puisque vy = 1, on a pour tout entier naturel n non nul,

d’apres la question précédente. Ainsi,

c¢. Iy a deux cas a considérer...

e Sia=1,ona

et donc

* Sia # 1, on peut applqiuer la formule de la série géométrique : pour tout entier naturel n non nul,

et donc, Vn € N*,

2. D’apres ce qui précede,
e Sia=1, lim u, = +oo.
n—+oo

e Sia=-1,0na

et (u,) ey diverge.

* Silal| >1,ona

et la suite diverge vers +oco.

* Silal| <1,0ona

et la suite tend vers 0.

Solution 46

n—-1 n-1
Up — U = Z (Vg1 — Uk) = Z a™k,
k=0 k=0

VvneN, v,=n+1,

vneN*, u,=n+1.

Vn

WV
=

v, =1+

_an—n+an—n

1—-1/a"
1-1/a
2 1—1/a"
1-1/a
Zan2 _ an2—1 _ anz—n
an — al’l—l
gm-n 2-1/a—a™)
1-1/a
1-(=D"
u, =1+ 5
2—n2 —1/a
1-1/a
an2—2n
"1-1/a

1. On prouve par une récurrence forte imméditae que Vn > 0, u, > 0. Ainsi, pour tout n > 0,

et la suite (u,50) est croissante.

Upt1 — Up = 0

2. Prouvons le résultat par récurrence. L’hypothese au rang n étant que la formule est vraie pour tous les entiers k < n.

* Le cas n = 1 est banal. Pour n = 2, le résultat est acquis car u, = u; + aug < 2u;.
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* Supposons I’hypothese au rang n > 2. On a alors,
n-1
Upy1 S U H(l + k)
k=0
n-2
+ o'y, H(l + k)
k=0
n—-2
< a'uy H(l + ak)
k=0
X [a + o1 + 1]
or,
"+ 1 <A+ DA+ ),
donc

n
Uppr <ty [JA+F)
k=0

et ’hypothese au rang n + 1 est vérifiée.

* L’inégalité est acquise pour tout rang n > 1 d’apres le principe de récurrence.

Soit u > 0, puisque

vt € [0, u], 1+t<1

on obtient aprés intégration sur [0, u],
Inl+u)<u

Ainsi,Vn > 1

n-1 n-1
In ( H 1 + ok ) Z uk.
k=0 k=0

Or,Vn>1

-1
= d=1_ 1
Z u* = 1 < 1 .
k=0 o o

D’aprés le résultat de la question 2., 1a suite (1), est donc majorée. Puisqu’ elle est croissante, elle converge.

Solution 47

1. Par une récurrence immédiate , on prouve que Vn > 1, x,, > 0. On a donc, Vn >

X
Xn+1 = —nz < Xp
1+ nx2

La suite (X,,),>; est décroissante et minorée par 0, elle converge donc vers unréel £ > 0. Raisonnons par I’absurde en supposant £ > 0.
Alors,Vn > 1,

X1
0<x )
nHS 1 4 ne?
et d’apres le théoreme d’encadrement,
¢ =0,
ce qui est absurde. Ainsi,
lim x, =0.
n—+oo

2. Prouvons la propriété par récurrence sur n > 2. Puisque Vx € R, x(1 — x) < 1/4,0ona

FNy-

X
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Supposons I’inégalité vérifiée au rang n > 2. Alors 1 — x,, > 0 et donc
nx,(1—x,) < (1 —x,),

ainsi
(n+1x,; <1,

et la propriété est acquise au rang n + 1.

3. On remarque que Vn > 1
(n+1)xn+1_n+1>< 1

=
nx, n 1+ nx2

si et seulement si

n’x; < 1,

ce qui est vrai d’apres la question 2. Puisque Vn > 1, on en déduit que la suite de terme général nx,, est croissante.

4. Onremarque que Vn > 2etVk < n
1 1
> (k-1 = — — .
2 ( )xk—l X Xg_p

D’ot, en additionnant membre a membre ces n — 1 inégalités et apres telescopage,

1 1
———<n-1,
Xn X1
puis,
1
n —<n—1+—,
xn 1
donc
1
—_— A n,
xn
et ainsi
1
xn ~ E
Solution 48

1. La minoration par 0 est évidente. Prouvons la majoration par 2 par récurrence. On a u; = 1 donc I’inégalité est vraie au rang 1.
Supposons que \/_ < 2 pour un certain n > 2. Alors

3L2

VI

L’inégalité est donc établie pour tout n > 1.

2. Comme pour tout entier n > 2, =./1 \/_ , on a en utilisant I’inégalité de la question précédente :
-1

T

N 2 N u
D’apres le théoreme des gendarmes, (—" converge vers 1.

ﬁ>n21

—n=+n+u,,—-\n= —— \/_ Or d’aprés la premiére question u,_; = O (y/n) = o(n) donc \/n + u,_; ~ /n.
V n-1

. . Up— Up— u 1 N 5N . 2 . .
Ainsi —2=L— ~ 2= o 2L Or lim d’apres la deuxieme question. On en déduit que lim u, —/n =
n—+oo

Vntup_+/n 24n 2Vn— n—+co 2\/_ 2

5.
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Suites a valeurs complexes

Solution 49

1. a. Comme |z,| € R,y .1 = y?" On en déduit que (y,,) converge vers 0.

b. Par inégalité triangulaire, pour toutn € N :

< |zl

|Re(z0)] + [2ul
e

puisque pour tout complexe z, | Re(z)| < |z|.
¢. On a pour toutn € N :

> Re(zy,)

Re(z,) + |z
Re(zy41) = +|n|

puisque pour tout complexe z, Re(z) < |z|. Ainsi (x,,) est croissante.
d. Pour tout n € N, Re(z,,) < |z,| < |zo| par décroissance de (|z,]). Ainsi (x,,) est croissante et majorée ; elle converge.
e. Comme (x,) et (y,) convergent, (z,,) converge. Puisque (y,) converge vers 0, la limite de (z,,) est réelle.

f. Siz, € R,, on montre par récurrence que z, = z, pour tout n € N. Donc (z,,) converge vers z.
Si zy € R_, alors z; = 0 et on montre par récurrence que z, = 0 pour tout n > 1. Donc (z,,) converge vers 0.

2. a. En appliquant la méthode de 1’arc-moitié, on a :
— n i

Zny1 = Tp €0S e 2
R On T T On P On
Puisque 6,, €] — 7, ], - € ]_E’ E] et donc r, cos 5 2 0. On en déduit que 1,,,; = 1, cos >

]

Comme 7” €l—mn,7|, 041 = 7"
b. On en déduit immédiatement que (8,,) converge vers 0.

c¢. Comme a €] — 7, 0[U]0, [, ;ik # 0[] pour tout k € [1, n]. On utilise alors I’indication de 1’énoncé :

n . a
_ sin ——
Sn - 2 si [
k=1 <« SIn 2_k
p sin o
Par télescopage, ona S, = —-.
2" sin —
2n
o . a o < . a . sin o
Comme — — 0,sin — ~ —. Par conséquent, 2" sin — — o puis S,, —
n—+co 2" postoo 21 2" poteo n—o+oo O

. . ) . .
d. Par une récurrence facile, 6,, = 2—2 On montre aussi facilement que pour n > 1 :

n—-1 0 n-1 0 n 0
- ke _ 0 _ =0
n=n kHCOS 5 =n kH CoS K+ =N kH CcoS ok
=0 =0 =1

Sify =0, zy € R, eton avu que (z,) est constante égale a z,. Ainsi (z,,) converge vers z.

Si 0y =m, zy € R_ et on a vu que (z,) est nulle a partir du rang 1. Ainsi (z,) converge vers 0.

. . ‘oz in ©
Si 8y €] —m, 0[U]0, t[, la question précédente montre que (,) converge vers snel >
0

. Comme (8,,) converge vers 0, (z,,) converge

P sin 09
également vers r o
0

Solution 50

Supposons que (z,) converge vers une limite £ € C. Pour tout n € N, on a z,,, = exp(iln 2)z, et par passage a la limite, £ = exp(iln 2)¢.

Puisque 1;—2 n’est pas entier (on a 0 < 1;1—2 < 1), exp(iln2) # 1 et donc € = 0. Mais pour tout n € N, |z,| = 1 et donc |[¢| = 1, ce qui est
T TT

absurde. Ainsi (z,,) ne converge pas.

http://lgarcin.github.io 27


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

Suites extraites

Solution 51

Notons €1, €, et €5 les limites respectives des suites :

(u2n)neN’ (u2n+1)neN et (u3n)neN'

La suite de terme générale ug, étant extraite de (u3y,),>¢ mais également de (uy,),>0, elle converge vers €5 et £, d’ott €3 = ¢, par unicité
de la limite. De méme, la suite de terme générale 1,3 étant extraite de (u3y,),»o mais également de (U3,11)n30, elle converge vers £ et £,
d’ol1 £3 = ¢, par unicité de la limite. Ainsi £; = £, et, d’apres le cours, (u,),50 converge.

Solution 52

Posons u, = {y/n}. Alors u,2 = 0 pour tout n € N. De plus, n — 1 < V/n2 —1 < npour n > 1 donc {\/n? — 1} = n. Enfin

Wn2—1}=Vn2-1-(n-1)=1+Vn2 - —n:l—;

n+vn2-1

Les suites (U,2)pen et (Up2_1)p>1 sont des suites extraites de la suite (u,,) de limites respectives O et 1. La suite (u,,) n’admet donc pas de
limite.

Solution 53

Premiére méthode

Supposons qu’une des suites ne soit pas majorée — la suite (a,,) pour fixer les idées. Alors on peut extraire une suite (a(p(n)) qui diverge vers
+00. Puisque €% + ePo(n) 4 o > ¢Bon) e 4 ePon) + %o tend vers +oo, ce qui contredit le fait que e% + P + ¢ tend vers 3.
Supposons maintenant qu’une des suites ne soit pas minorée — la suite (a,) pour fixer les idées. Alors on peut extraire une suite (@g(n)) qui
diverge vers —oo. Les deux autres suites ne peuvent pas étre majorées sinon gy + by(n) + Co(n) tendrait vers —oo. Ainsi une des suites n’est
pas majorée et on est ramené au cas précédent dont on a vu qu’il était impossible.

Par conséquent, les trois suites sont bornées.

La suite (a,) est bornée donc, d’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe donc une suite extraite (@, (,)) convergente. La suite
(bg,(n)) est également bornée donc il existe une suite extraite (by,, oq,(n)) convergente. Enfin, la suite (Cy,op,(n)) €st bornée donc il existe
une suite extraite (Cp, op,004(n)) cONVergente. Pour simplifier les notations, posons ¢ = ¢; o @, o @3. Ainsi les suites (agn))s (By(n))s (Co(n))
convergent. Notons a, b, ¢ leurs limites. On adonca+b+c=0ete® + eP + ¢ = 3. Pour tout x € R, on a e* > 1 + x avec inégalité stricte
lorsque x # 0. Supposons que 1’un des réels a, b, ¢ soit non nul — a pour fixer les idées. Alors e > 1+ a,e? > 1+ bete® > 1+ c donc
e?+eP+e>3+a+b+cie 3> 3cequiestabsurde. Ainsia=b =c=0.

Ce qui préceéde montre que O est la seule valeur d’adhérence des suites (a,,), (b,), (c,). Il est classique de montrer que O est la limite de ces
trois suites.

Seconde méthode

Posons f(x) = e*—1 — x. On montre facilement que f est positive et ne s’annule qu’en 0. D’apres I’énoncé u,, = f(a,)+ f(b,) + f(c,) tend
vers 0 lorsque n tend vers +o0. De plus, 0 < f(a,) < u, donc, par encadrement, (f(a,)) converge vers 0. La représentation graphique de f
montre bien que (a,,) doit converger vers 0. Soit € > 0. Posons m = min(f(g), f(—¢)). Il existe N € N tel que pour tout n > N, |f(a,)| < m.
Les variations de f montrent alors que pour n > N, |a,| < €. Ainsi (a,) converge vers 0. On raisonne de la méme maniére pour (b,,) et (c,,).

Solution 54

Supposons (u,,) non majorée. Alors on peut en extraire une sous-suite (ug(,)) divergeant vers +oo. Puisque v, = (un + v,) — u, pour

tout n € N et que u, + v, —> 0, (Uy(y)) diverge vers —co. Mais alors lim ub
n—+co

—o00. Ainsi
notoo @0

y = too et, q étant impair, hm vcp(n) =

B p _ 4 —
M 14 = Uggny =
Supposons (u,,) non minorée. Alors on peut en extraire une sous-suite (u,(n)) divergeant vers —co. Puisque v, = (un + v,) — U, pour

toutn € N et que u, +v, — 0 (v¢,(n)) diverge vers +o00. Mais alors, p étant impair, hm ub
n—-+

+00, ce qui contredit I’énoncé.

o) = —® et lim vq,(n) = +00. Ainsi
n—)

lim g = Vg =

La suite (u,,) est donc bornée. D’apreés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, elle admet une valeur d’adhérence | € R. Soit (uw(n)) une

—00, Ce qu1 contredit I’énoncé.

sous-suite convergeant vers . Puisque lim u, + v, = 0, (Uy(n)) converge vers —L. Enfin, puisque lim uh —vl=0,1P—(-)2=0.pet
N n—+oo

n
q étant impairs, ceci équivaut a [P + 19 = 0. La fonction x — xP + x4 étant strictement croissante (encore une fois, on utilise le fait que p et
q sont impairs) et s’annulant en 0, on a donc [ = 0. 0 est ’'unique valeur d’adhérence de la suite (u,,) : on démontre alors classiquement que
(uy,) converge vers 0. Puisque v, = (U, + v,,) — Uy, on en déduit que (v,) converge vers 0.
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Solution 55

1. 11 suffit par exemple de remarquer que [0, 7]? est stable par I’application f : (x,y) = (\/7 — y,4/7 + ). Soit en effet (x, y) € [0, 7]%.

Alors \/7__)13\/757 . \/ms\/ﬁs7
2. Supposons que (x,) et (¥,) convergent respectivement vers € et €'. Alors € = V7—¢eté =7+ ¢.En particulier,
2=7-¢ et £?=7+¢
En soustrayant membre a membre ces deux égalités, on obtient
02— =0+4¢

Oou encore
@ +6) (¢ —¢-1)=0

On ne peut avoir € + ¢’ = 0. En effet, (x,,) et (,,) sont clairement positives donc leurs limites € et £ également. Si on avait £ + ¢’ = 0,
on aurait donc € = £’ = 0, ce qui est impossible puisque £2 = 7 — ¢’ par exemple.
Onen déduitque €' — € —1 =01i.e. €' = € + 1. Ainsi
P2=7-¢=6-2¢
Il en résulte que € = 2 ou £ = —3. Puisque € > 0, £ = 2 puis €' = 3.

3. Posons u,, = x,, — 2 et v, =y, — 3 pour n € N. Remarquons que pour tout n € N,

Upp = V4 -V, —2=

Un+1: \[9+un—3

%
Vé—v,+2

_ Un
VI+u, +3

On en déduit que pour tout n € N,

[Unl [Unl
| = ——— < =
Vad—-v,+2

IA

Par conséquent, pour tout n € N,

[Vnt1l _
ol < L < 0]
On en déduit sans peine que pour tout n € N,
1 1
[uzn| < 6_"|u0| et [Uan 41l < @|u1|

Les suites () et (Uy,41) convergent donc vers O : il en est donc de méme de la suite (u,). On en déduit alors que (v,) converge
également vers 0. Finalement, les suites (x,,) et (y,) convergent respectivement vers 2 et 3.

Suites définies implicitement

Solution 56
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1. Etudions les variations de P, sur [0, 1]. La fonction polyndme P, est continue sur [0, 1] or P,(0) = 1 et P,(1) = 2—n < 0, le théoréme
des valeurs intermédiaires permet donc de conclure qu’il existe ¢ € [0, 1] tel que P,(c) = 0. P, est dérivable sur [0,1] et Vx € [0, 1],

P/(x) = n(x""1-1) <0.

La fonction polynéme P, est donc strictement décroissante sur [0, 1] , il existe donc une unique racine u,, de P, sur [0, 1].
2. Pour tout 11 > 2, Py(upyq) = Ul g — Nityiq + 1. Or Pyyq(Upyq) = Oce. ulltl — (n+ Dy +1 = O et done nu,q = Ut —upyq + 1.
On en déduit que
— +1 —
Bu(Uny1) = Upyq — Unia + Upgr = Upyg (1= Upyy) + Upyg

Puisque u, ., € [0,1], P,(t4,,41) = 0. Or P, est strictement décroissante sur [0, 1] et B,(u,,) = 0 donc u,;; < u,.

3. Pour toutn > 2,

d’ou
2
0 < un < -
n
ainsi , d’apres le théoréme d’encadrement,
lim u, =0.
n—->+oo
4. On reprend I’encadrement de la question précédente,
2 n
Ognun—ls(r—l) s

on a donc d’apres le théoréme d’encadrement,

n—+oo
et ainsi
1
un ~ ;l
Solution 57
On a g,(0) = —1 et g,(1) = 1 donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires g, s’annule sur [0, —1]. La fonction g,, étant strictement

croissante sur R en tant que somme de fonctions strictement croissantes sur cet intervalle , elle ne prend qu'une seule fois la valeur 0, d’ou
I’existence et ’unicité de a,. Remarquons que

— Ah+l
gn+1(an) =ap ta,— 1
ajt! - al

= ap(a,—1)<0

Ainsi a,, < ap,4; d’aprés les variations de g,. La suite (a,),»1 étant positive, croissante et majorée par 1, elle converge vers une limite
0 < € < 1. Prouvons que € = 1 par I’absurde en supposant € < 1. Dans ce cas, Vn > 1,

0<a, <"
et donc
lim a}} =0,
n—+oo
et donc, puisque 1 — a,, = all,
lim a,=1+#¢,
n—+oo
ce qui absurde. Ainsi
lim a, =1.
n—->+oo

Solution 58
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1. Posons pour tout x > 0,
f(x) = x — nin(x).
La fonction f est dérivable sur R, et sur cet intervalle,
x —

fl =221

X

La fonction f est donc strictement décroissante sur ]0, n] et strictement croissante sur [1, +oco[. On a de plus
lim f(x) =+
lim f(x)
et d’apres les croissances comparées,
lim f(x) = +oo.
X—+00
Puisque n > 3 > e, on a
f(n)=n—-—nln(n) <O0.
L’équation f(x) = 0 admet donc exactement deux solutions u, < n < v,.

2. Puisque v, > n,on a

lim v, = +oo0.
n—->+oo

Puisque f(2) =2—nIn(2) < 0,0n a

0<u, <2,
d’ou 5
u
0<1 =21 <=
n(un) n n

et d’apres le théoreme d’” encadrement,

lim In(u,) =0,
n—>+oo

et par continuité de I’exponentielle,

lim u, =1.
n—->+oo

Solution 59

1. Notons f,, I’application suivante :
fni Ry — R
x — xX"+x"l44x-1
L’application f, est clairement continue et méme dérivable et
Vx € Ry, fi(x) =nx"1+...+1>0.
Jn est donc strictement croissante. De plus, f,(0) = —1et lim f,(x) = +o0. L’application f,, induit donc une bijection de R, dans
X—+00

[—1; +o0[. Léquation f,,(x) = 0 admet donc une unique solution strictement positive a,,.

2. On constate que pour tout n € N*
1
Ja(@ny1) = _azil <0 = fulay).

La stricte croissance de f,, permet donc que conclure que a,,,; < @, pour tout n € N*.
3. Lasuite (a,) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge. Remarquons que
afl'—1=(a, - D@ +at '+ +a,+1)=2a,—-1)
Comme (a,,) est strictement décroissante et positive,
0<a,<a,<a =1lpourn > 3.

On en déduit donc que 0 < a?*! < a*! pour n > 3. De plus, lim aj*! =0car0 <a, <1.Donc lim a*! = 0. Ainsi

n—->+oo n—+oo
lim 2(a,—1)= lim a'—1=-1
n—->+oo n—>+oo

c . 1
Par conséquent, lim a, = >

n—>+oo
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Solution 60

1. Il suffit d’étudier la fonction x — tan x — x sur I’intervalle ]—g + nm, § + nn[.

2. Ona—§+nn§uns§+nn.0nendéduit
2 u 2
- =<2 <1+=
n- nw n

n

£ N . . u .
Le théoreme des gendarmes nous dit que lim — = 1li.e.u, ~ nm.
n—-+4oco N

P . el 2z T T
3. Par m-périodicité de tan, on a tanv,, = u,. Remarquons que -3 <v, < 7 On a donc

v, = arctan(tan v,) = arctan(u,,)

. . TC
Or lim u, = +o00.Donc lim v, = -
n—+oo n—>+oo 2

b T 1 N . z 2
4. Posons w,, = v, — —. On a donc u,, = w, + — + nn. Et donc ——— = u,,. D’apres la question précédente, w,, — 0 donc
2 2 tan Uy,

n—-+oo

1 £ . N
tanw, ~ w,. De plus, u,, ~ nm. Donc w, ~ - Un développement asymptotiques a 3 termes de (u,,) est donc :

1 1
u, = nn +Z - —+o ( )
2 nm n
Solution 61
1. Soit n € N*. Posons f, : x — cosx — nx. f, est dérivable et f;(x) = —sinx —n < 0 pour tout x € [0, 1]. f, est continue et

strictement décroissante sur [0, 1]. De plus, f,,(0) =1 > O et f,(1) = cos(1) —n < 0. On en déduit que f, s’annule une unique fois sur
[0,1]. D’oli I’existence et 'unicité de x,,.

Ccos X
2. On acosx, = nx, etdonc x,, = z

s 1 .
. On en déduit que |x,| < = pour tout n € N* puis que (x,) converge vers 0.
n
3. Soit n € N*. Remarquons que f,, > fy,4q sur [0, 1]. Donc f,,(x,,41) = fus1(n41) = 0 = f,.(x,,). La stricte décroissance de f,, implique
que X,,1 < X,. Par conséquent la suite (x,,) est décroissante.

COos Xp 1
~Y

4. Comme x,, — 0 et que cos est continue en 0, cos x,, —> cos0 = 1. Donc x,, =

n—+oo n—+oo N n-o+too N
1 1 .. coS Xp
5. Comme x,, — 0,cosx, = 1——+o(xn) Orx, ~ -donccosx, = 1—— +o0(—=) Ainsix, = —/—
n—>+oo n—+00 n-+co N n—+co 2n? n2 n n—+co
1 1 1
———+o< )Onendedultquexn—— ~ -
n 2n3 n notoo 213
Solution 62

1. Soit n > 2. On étudie la fonction f,, définie par f,(x) = x — Inx — n pour x > 0. f;,, est dérivable sur R} et pour tout x > 0,
fax) =1-— l. fn est donc strictement croissante sur 0, 1] et strictement décroissante sur [1, +oo[. De plus, lim fu(x) = +o0,
) =1- n <Ocarn > 2et lim f,(x) = 4+oo par croissances comparées. Comme f,, est continue sur IR+, le théoreme de la
bijection appliqué a f,, sur les mtenrvalles 10,1[ et |1, +oo[ assure qu’il existe une unique solution a I’équation f,(x) = 0 sur chacun
des intervalles ]0, 1] et |1, +00. Comme 1 n’est évidemment pas solution, 1’équation f,(x) = 0 admet exactement deux solutions.

2. a. Comme X, est la plus petite des deux solutions, x,, €]0,1[ pour tout n > 2. Or Inx, = X, — n pour tout n > 2. Donc

lim Inx, = —oco. Par conséquent, lim x, =0.
n—>+oo n—>+oo
b. Puisque pour n > 2, Inx,, = —n + x,,, x, = e "e*n. Or x,, —> 0donc e*» — 1. Ceci prouve que x,, ~ e "

n—-+oo n—-+oo n—+oo
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c. Remarquons déjaque u,, = o(e™).On a pour tout n > 2, x,, = In(e™" + u,) + n = In(1 + e"u,). Ore"u,, = o(1) donc
n—+oo n—+oo
In(1 + e"u,) ~ e"u,. Ainsie™u, ~ x, ~ e ™. Douu, ~ e "
n—+o0o n—+oo n—+oo n—-+oo

d. Posons s, = u,, — e~ 2" pour n > 2 de sorte que s, o(e~2"). On rappelle que

n—+oo
x, =In(1 + e"u,) = In(1 + e " + €"s,,)

D’une part,
X, = et+e M yo(e)
n—-+oo

et d’autre part, en posant o, = e~ " + e"’s,,

2

a
In(1 + o) = _On— 7" +o0(ad)
Ora, ~ e ™donc

n—+oo

—2n
_ e _
In(1+a, = e+e's,— 5 +o(e™2")
n—+oo
s 3 _ _ 3
On en déduit que es, = =e 2" +o(e ?")ouencores, ~ -e "
n-+oo 2 n-+o0 2

3. a. Pourtoutn > 2,y, > 1doncy, =Iny, + n > n. En particulier, lim y, = +o0.
n—>+oo
b. Comme y, — +o0,Iny, = o0(,).Doncn=y,—Iny, ~ y,.
n—+oo n—+oo n—+oo
c. Remarquons tout d’abord que v, = o(n). On a pour tout n > 2,
n [e5]

-+

Up =yn—n:1nyn:ln(n+vn):1nn+1n(1+%)

Comme 2% = o(1), ln(1+ﬁ) ~ 2 A fortiori, ln(1+ﬁ> = o(vy,). Ceci prouve que v, ~ Inn.
n n/ ns+o0

n n-+oo n—+oco N -+ n-+o0o

d. Posons t,, = v, — Inn pour n > 2. On rappelle que pour n > 2, v, =Inn +1n (1 + v—"). Ainsi
n

vn) Up Inn
ny o o 0

tn:1n<1+ -

no+o N n-o+c0 N
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