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ANNEAUX, ARITHMETIQUE

Anneaux et corps

Solution 1

1. Toutd’abord1 =1 + 0\/5 1S Z[\/g]
Soient z; = a; + by\/3 avec (ay, by) € Z2 et z, = a, + by\[3 avec (ay, b,) € Z2. Alors

et

z1 =2z =(ay —ay) + (b — bz)\/g € Z[\/E]

212, = (a1a; + 3b1by) + (a1b; + 612131)\/E e 7[\3]

Z[\/g] est donc un sous-anneau de R.

2. a. On reprend les notations de 1’énoncé. On a donc p? = 3q?. Ainsi 3 divise p?>. Comme 3 est premier, 3 divise p. Il existe donc
k € Z tel que p = 3k. On a alors 9k? = 3¢? i.e. 3k*> = g*. On prouve comme précédement que 3 divise g. Ainsi p et q ont un
facteur premier commun, ce qui contredit p A q = 1. En conclusion, \/E & Q.
. On vérifie aisément que pour tout (a, b,c,d) € 7%, f((a,b) + (c,d)) = f((a,b)) + f((c,d)), ce qui prouve que f est bien un
morphisme de groupes.
Soit (a,b) € Ker f. On a donc a + b\/_ = 0. Si on avait b # 0, \/5 serait rationnel, ce qui n’est pas. Ainsi b = 0 puis @ = 0. On
a donc montré que Ker f = {(0,0)}. Ainsi f est injective. f est surjective par définition de Z[\/g]
3. a Puisquel =1+0V3,g1)=1=1-0V3=1.
Soient z; = a; + bl\/g avec (a;,by) € Z%etz, = a, + bz\/g avec (ay, b,) € Z2. Alors z; + z, = (a; + a,) + (by + bz)\/g et
donc
8z1+2) = 5 ¥ 2 = (a1 +a2) = (by + b)V3 = (a1 = byV3) + (4, — 1,V3) = 21 + 2, = g(21) + 8(22)
De pluS, Z1Zy = (a1a2 + 3b1b2) + (a1b2 + azbl)\/g donc
8(z12,) = 5Z; = (010, + 3byby) — (@b, + azb)V3 = (@, — bV3)(a, — b,V/3) = 2,2, = g(21)8(2,)
Ainsi f est un endomorphisme d’anneau.
De plus, fo f = Idz[ NG donc f est bijectif : ¢’est un automorphisme d’anneau.
. On a N(xy) = xyxy = xXyy = N(x)N(p).
. Si x est inversible, il existe y € Z[\/E] tel que xy = 1. On a donc N(x)N(y) = N(1) = 1. Or N(x) et N(y) sont des entiers donc
N(x) = +1.
Si N(x) = 1, alors xX = 1, ce qui prouve que X est inversible d’inverse %. Si N(x) = —1, alors x(—X) = 1, ce qui prouve que x
est inversible d’inverse —X.
Solution 2
1. a. Sionpose x =2, il n’existe pas u € Z tel que xux = x i.e. 2u = 1. L'anneau (Z, +X) n’est donc pas régulier.

b. Supposons que A soit un corps. Soit x € A. Si x = 0,, alors pour tout u € A, xux = x = 04. Sinon, x est inversible et, en

-1

posant u = x~°, xux = X. Le cors A est donc un anneau régulier.

c. Il est a peu pres évident que si deux anneaux A et B sont isomorphes, A est régulier si et seulement si B est régulier. Comme

I’anneau L£(E) est isomorphe & ’anneau M ,(K) ot n = dimE, il suffit donc de montrer que M, () est régulier. Soit donc
I. |10
X € M,(K). En notant r = rgXetJ, = (OL‘T)), on sait qu’il existe P et Q dans GL,(IK) telles que X = QJ,P~1. En posant

U = PQ7!, on a bien XUX = X puisque J2 = J,.
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REMARQUE. On peut raisonner de maniére purement géométrique (notamment si E est de dimension infinie). Soit f €
L(E). En notant S un supplémentaire de Ker f dans E, on sait que f induit un isomorphisme de S sur Im f. Notons T un
supplémentaire de Im f dans E. On définit g € £(E) en posant g(x) = h~(x) pour x € Im f et g(x) = Og pour x € T. On
vérifie aisément que (f 0 go f)ikerf = 0= fikers €t (f 0 g0 s = fis- Ainsi fogo f = fcarE=Kerf&S.

2. En s’inspirant de la question précédente, on s’apercoit que U = AT convient.
‘ REMARQUE. On pourra consulter I’article suivant| sur la pseudo-inverse de Penrose-Moore pour plus de précision.

r r
3. Notons n = H p?i. D’apres le théoréme des restes chinois, 1’anneau Z/nZ est isomorphe a I’anneau produit H z/ p?iZ. D’apres une
i=1 i=1
r

remarque précédente, la régularité de Z/nZ est équivalente a celle de I’anneau H Z/ pf‘iZ. Mais on montre aisément qu’un produit
i=1
d’anneau est régulier si et seulement si chaque facteur est régulier.

On est donc amené a étudier la régularité de Z/p*Z avec p premier et o € N*. On va montrer que Z/p®Z est régulier si et seulement
sia =1.Sia =1, Z/pZ est un corps donc un anneau régulier d’apres une question précédente. Supposons que Z/p*Z soit régulier.
Notamment, il existe u € Z/p*Z tel que pup = p. Notamment, p* divise up?> — p = p(up — 1). Comme p est clairement premier
avec up — 1, p* I’est également. Ainsi, p* divise p d’apres le lemme de Gauss de sorte que a = 1.

Si on retourne au cas général, Z/nZ est un anneau régulier si toutes ses valuations p-adiques valent 0 ou 1. On dit également que n est
sans facteur carré.

Solution 3

1. Soit x € A. On a donc x*> = x. Mais on a également (x + 1,)> = x + 1, ou encore x>+ 3x%2 4+ 3x+ 1, = x + 1. Sachant que x> = x,
on obtient donc 3(x? + x) = 0,4.

2. Soit A nouveau x € A. D’apres la question précédente, 3(x? +x) = 0,. Mais on a également 3 [(x +1,)°2 4+ (x+1 A)] = 04 Ou encore
3(x% 4+ x) + 3(1% + 1) + 6x = 0 — A. Sachant que 3(x? + x) = 0, de méme que 3(14 + 14) = 0, on obtient donc 6x = 0,.

3. Soit (x,y) € A2. Alors 3(x + y)? + 3(x + ) = 0,. En développant et en tenant compte du fait que 3x% + 3x = 3y? + 3y = 0,4, on
obtient bien 3(xy + yx) = 0,. Mais on sait également que 6yx = 04. En soustrayant, on obtient bien 3(xy — yx) = 04.

4. Soit (x,y) € A%. D’une part,
(x4 =3+ 4+ X2y 4 xyx + yx? + y*x + yxy + xy?

et d’autre part,
(x =y =x3—y3—x%y — xyx — yx? + y’x + yxy + xy?

Ainsi
(x+ ¥ + (x — )3 = 2x3 + 2y%x + 2yxy + 2xy? = 2x + 2y°x + 2yxy + 2x)?

Mais on sait également que (x + ¥)* + (x — y)* = (x + y) + (x — y) = 2x. On en déduit que
2(0%x + yxy + xy*) = 04

En multipliant & gauche par y, on obtient sachant que y* = y,
2(yx + y2xy + yxy?) = 0a

et en multipliant & droite par y, on obtient
2(y%xy + yxy? + xy) = 0a

En soustrayant membre 2 membre, on obtient comme convenu 2(xy — yx) = 0,4.

5. Soit (x,y) € A. On sait que 3(xy — yx) = 04 et 2(xy — yx) = 0,. En soustrayant membre & membre, on obtient xy — yx = 0,. A est
donc bien commutatif.

Solution 4
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1. On vérifie que Z[i] est un sous anneau de C.
e 1=1+0i € Z]i]
e Vz,z €Z,z-z € Z]i],
e Vz,z' € Z,zz' € 7Z][i].
2. Posons N(z) = zz. Pour z = a + ib € Z[i], N(z) = a? + b?> € N. Pour z,z’ € Z[i], N(zz") = N(z)N(z’). Soit z € (Z[i])*. Il existe
donc z’ € Z[i] tel que zz' = 1. On a alors N(z)N(z') = 1 et N(z), N(z") € N. Ceci implique que N(z) = 1. Si z = a + ib, on a donc

a® + b? = 1. Les seuls couples d’entiers (a, b) possibles sont (1,0), (—1,0), (0,1) et (0, —1), ce qui correspond 2 z = +1 ou z = =*i.
Réciproquement on vérifie que ces éléments sont bien inversibles dans Z[i].

Solution 5

1. Supposons x X y nilpotent. Il existe donc n € N tel que (x X y)" = 0. Alors
XX =yX(x X)X x=YX04Xx=04
de sorte que y X x est nilpotent.

2. Supposons que x et y commutent et que 1’'un d’entre eux est nilpotent. Puisque x et y commutent, on peut supposer x nilpotent. Il existe
donc n € N tels que x" = 0. Comme x et y commutent,

XY =x"XYT' =0, XY" =0,
de sorte que x X y est nilpotent.
3. Supposons x et y nilpotents. Il existe donc (n, p) € N? tel que x"* = 0 et yP = 04. Posons q = n + p. Alors
(x+y)i= Zq: <q)xk x ya=k
k=0 k

Soit alors k € [[0,q].

e Sik > n, alors x¥ = 0, puis (Z)xk X yq_k = 0,4.

. Sik<n,alorsq—k>q—n:pdoncyk:OApuis<Z)xk><yq_k:OA.

Ainsi (x + y)? = 04 de sorte que x + y est bien nilpotent.

4. Supposons x nilpotent. Il existe donc n € N tel que x" = 04. On écrit :

n-1 n-1
1A:1’1‘\—x":(1A—x)x<2xk)=(Zxk)><(1A—x)

k=0 k=0

n-1
Ainsi 14 — x est inversible d’inverse Z xk.
k=0

Solution 6

1. Soit x € A. D’une part,
(x+1)2=x>+2x+1=3x+1

D’autre part,
(x+1)P2=x+1

D’ou 2x = 0.
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2. Soient x,y € A. D’une part,
x+y)?=x*+xy+yx+y’=x+xy+yx+y

D’autre part,
(x+y)P?=x+y

D’ou xy + yx = 0. Donc 2xy + yx = xy. Or 2xy = 0 d’apres la question précédente donc yx = xy. Ceci étant valable pour tous
X,y € A, I’anneau est commutatif.

Solution 7

1. Comme f est un morphisme de corps, on a f(1) = 1. De plus, pour n € Z,
f(n)=f(nl) =nf(1)=nl=n

Soitr = s € Q. Alors f(p) = f(qr) = qf(r). Or p € Z donc f(p) = p. Par conséquent, f(r) == =r.

Q|

2. Soit x > 0. Il existe a € R tel que x = a?. Alors f(x) = f(a?) = f(a)* > 0.
Soit x < y. Alors f(y) — f(x) = f(y —x) > 0cary — x > 0. Donc f(x) < f(y). Ainsi f est croissant.

3. Soit x € R. Par densité de Q dans R, il existe deux suites de rationnels (%,) et r,;) convergeant respectivement vers x par valeurs
inférieures et par valeurs supérieures. Ainsi, Vn € N,
h<x<#H

Par croissance de f et en utilisant la premiére question,
w=[f) S f)<fln)=mn
Par passage a la limite, on obtient f(x) = x. Ceci étant valable pour tout x € R, f = Idp.

Solution 8

1. On peut par exemple utiliser les fonctions indicatrices pour montrer 1’associativité de A. Soit (A, B, C) € P(E)3. On montre que :

Taap)ac = 14 +1g +1¢c — 2(TpTg + Talc + Tglc) + 414 T51c

La derniere expression est invariante par permutation de A, B et C. Par conséquent,

TeaaB)ac = Iac)aa

Finalement, (AAB)AC = (BAC)AA = AA(BAC). La loi A posséde un élément neutre en la personne de I’ensemble vide @. Tout
élément A € P(E) possede un inverse pour A a savoir A. La loi A est clairement commutative. En conclusion, (?(E), A) est un groupe
commutatif.

Lintersection N est clairement associative. Elle posséde un élément neutre, a savoir E. On peut a nouveau montrer la distributivité de
N sur A en utilisant les fonctions indicatrices. Enfin, N est commutative donc (P(E), A, N) est un anneau commutatif.

2. Soit A € P(E). A est inversible pour N si et seulement si il existe B € P(E) tel que A N B = E. On a donc nécessairement A = E. Or
E possede un inverse pour N, a savoir E lui-méme. On en déduit que le seul élément inversible pour N est E.

3. Pour tout A € P(E), AN A = @. Comme E est non vide, P(E) possede des éléments A non nuls (i.e. des parties non vides de E).
Donc I’anneau (P(E), A, N) n’est pas intégre.

Solution 9

On montre que @[\/g] est un sous-corps de R.

. 1=1+0\/§€Q[\/§].

» Soient x = a + b\/g etx' =a + b/\/g des éléments de Q[\/g]. Alorsx —x'=(a—ad' )+ (b - b’)\/g € @[\/E]_
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e On aégalement xx’ = (aa’ + 3bb’) + (ab’ + a’b)\/g € Q[\/g].

* Supposons x # 0. On a alors

1_a-bV3i___a b__\zeals

x a2-3b2 a:—3b2 qa2-—23b2

.
Mais il aurait fallu montrer auparavant que a* — 3b? # 0. Supposons a? — 3b?* = 0. En notant a = s eth = S avee p,qr,s entiers, on

a donc p?s? — 3r2q* = 0. Il existe donc des entiers m et n tels que m? = 3n2. Quitte a les diviser par leur pged, on peut les supposer
premiers entre eux. On a alors toujours la relation m? = 3n2. En particulier, 3 divise m2. Mais 3 étant premier 3 divise m. Il existe
donc k € Z tel que m = 3k. On en déduit 9k? = 3n? i.e. 3k? = n? donc 3 divise n? et donc n. Ceci contredit le fait que m et n sont
premiers entre eux. Finalement a® — 3b% # 0.

Solution 10

1. Soit (x,y) € A? tel que @(x) = @(y). Alors ax = ayi.e. a(x —y) = 0. Puisque A est intégre etque a # 0, x —y = O i.e. x = y. Ainsi
@ est injective. Puisque A est de cardinal fini et que ¢ est une application de A dans A, ¢ est également bijective.

2. Soit a un élément non nul de A. Puisque I’application ¢ définie a la question précédente est bijective, elle est a fortiori surjective. Il
existe donc b € A tel que @(b) = 11i.e. ab = 1. Ceci prouve que a est inversible.
Ainsi tout élément non nul de A est inversible : A est un corps.

Idéaux

Solution 11

1. Pour tout x € I, x! = x € I donc I C R(I). Montrons maintenant que R(I) est un idéal.

* 0p eI CR(D.
* Soit (a, x) € A X I. Puisque x € 1, il existe n € N tel que X" € 1. Mais alors (ax)" = a"x" € I car I est un idéal. Ainsi ax € L.

* Soit (x,y) € R(I)?. Alors il existe (m, n) € N? tel que x™ € I et y" € 1. Alors

m+n
(x +y)ymtn = Z <m + n>xkym+n—k
k=0 k
m m+n
— Z m+ n>xkym+n—k + (m + n)xkym+n—k
k k=m+1 k

3

I
M=

by

I

=]
——

3
|
=~

+n " (m+n
k. ,n+k m+k,,n—k
X + E X
) Y k=1 (’” + k) Y

m+n " (m+n
k+,k n k+,n—k m
(e (Z )

Ainsi (x + y)™*" € 1 de sorte que x + y € R(D).

1]
o

Il
~
M s

R(I) est donc bien un idéal.

2. Soit x € R(IN1J). Il existe donc n € N tel que x™ € TN J. On en déduit que x € R(I) N R(J).
Soit x € R(I) N R(J). Il existe donc (m, n) € N? tel que x™ € I et x" € J. Alors x™*" € InJ de sorte que x € R(INJ).
Par double inclusion, R(INJ) = R(I) n RQ).

REMARQUE. Le radical de I’idéal nul s’appelle le nilradical de I’anneau A. C’est I’'idéal des éléments nilpotents de A.
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Solution 12

Sia € Z, aQ est clairement un idéal de Q.

Soit T un idéal de Q. On vérifie aisément que I N Z est un sous-groupe de (Z, +). Il existe donc a € Z tel que INZ = aZ.

En particulier, a € I et donc aQ C I car I est un idéal de Q.

Réciproquement, soit x € I. Comme x € Q, il existe ¢ € N* tel que gx € Z. Mais comme x € I, gx € I car I est un idéal de Q. Ainsi

gx €INZ =aZ. Nl existe donc p € Ztel que gx = apie. x = as € aQ. Ainsi I C aQ.
Par double inclusion, I = aQ.
Solution 13

On vérifie déja que D est un sous-anneau de (Q, +, X) (facile).

Sia € Z, aD est clairement un idéal de D.

Soit I un idéal de D. On vérifie aisément que I N Z est un sous-groupe de (Z, +). Il existe donc a € Z telque INZ = aZ.

En particulier, a € I et donc aD C I car I est un idéal de D.

Réciproquement, soit x € I. Comme x € D, il existe n € N tel que 10"x € Z. Mais comme x € I, 10"x € I car I est un idéal de D. Ainsi
10"x € INZ = aZ. 1l existe donc p € Z tel que 10"x = apie. x = a% € aD. AinsiI C aD.

Par double inclusion, I = aD.

Solution 14

1. Cf. cours.
2. On aclairement I C A. Supposons que 15 € I. Par définition d’un idéal, pour tout a € A, 15 X a € li.e. A C L. Ainsi I = A.

3. * 0p =a0, €1,.
* Soit (x,y) € A% Alors ax + ay = a(x +y) € I,.
* Soit x € A. Alors pour tout y € A, (ax)y = a(xy) € 1,.
On en déduit que I, est bien un idéal de A.
4. Supposons que A est un corps. Soit I un idéal non nul de A. Alors il existe a € I tel que a # 0,. Mais comme A est un corps, a est
inversible. Par conséquent, 1, = aa™! € I car I est un idéal de A. D’aprés une question précédente, I = A.
Réciproquement supposons que les seuls idéaux de A soient {04} et A. Soit a un élément non nul de A. On sait que I est un idéal de

A. On ne peut avoir I, = {0,} sinon on aurait a = 04. Ainsi [, = A. Notamment 1, € I,. Il existe donc x € A tel que ax = 14.
Ainsin a est inversible et A est un corps.

Solution 15

Soit (x,y) € A? tel que xy = 0. Comme {0} est un idéal premier par hypothése, x = 0 ou y = 0, ce qui prouve que A est intégre.
Pour x € A, on notera (x) I'idéal engendré par x. Soit x € A. L’idéal (x?) est premier et x> € (x?) donc x € (x?). Il existe donc y € A tel
que x = x2y ou encore x(1 — xy) = 0. Notamment, si x # 0, on a xy = 1 par intégrité de A et donc x est inversible.

Arithmétique de Z

Solution 16

a
1. Notons g ce quotient. Alors a — bq est le reste de cette méme division euclidienne donc 0 < a — bq < b puis q < 3 < q+ 1. Puisque

q est entier, q = l%J

Z/bZ7 — Z/bZ

2. Puisque a A b = 1, aestinversible dans Z/bZ. L’ application de 1’énoncé est donc clairement bijective d’inverse { Fo— @%
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3. Notons #, le reste de la division euclidienne de n par b. D’apres la premiére question, r,, = n —b [%J On en déduit que
b-1 b-1 b-1
kaJ _ Z ka Z Hea
k=1 I‘ b k=1 b k=1 b
b-1 5 b-1 k
Mais d’apres la question précédente, Z % = 3 ('image de 0 par I’application de la question précédente étant 0). Finalement
k=1 k=1
b_ll@J_b_lk_a_billf_ a_lbfk— (@=1b-1
k=1 b k=1 b k=1 b b k=1 2

Solution 17

Si a = 1, la suite (u,,) est constante égale a 1 de sorte que le résultat est clair. Dans la suite, on suppose a > 2. On peut alors prouver sans
peine que la suite (u,,) est croissante et tend vers +co.

On raisonne alors par récurrence forte sur N.
Tout d’abord, la suite (#,, mod 1) est constamment nulle donc stationnaire.

Soit N un entier supérieur a 2. Supposons que pour tout M € [[1,N — 1], la suite (&,, mod M) soit stationnaire.
* Silasuite (a” mod N) s’annule, elle est constamment nulle a partir d’un certain rang.

* Sinon, elle ne prend que des valeurs dans [1, N — 1]. D’aprés le principe de Dirichlet, les entiers a® mod N, ...,aN"! mod N ne
peuvent étre tous distincts. Il existe donc des entiers pet qtelsque 0 < p < g < N—1eta”? mod N = a? mod N. En posant
M = q — p, la suite (" mod N) est alors M-périodique a partir du rang p.

Dans les deux cas, la suite (a” mod N) est M-périodique a partir d’un certain rang pavec 1 <M < N —1.

D’aprés I’hypothése de récurrence, la suite (u,, mod M) est stationnaire. Il existe donc q € N tel que pour tout entier n > q, u,,,; mod M =
u, mod M. La suite (u,,) tend vers +oco donc il existe un rang r tel que u,, > p pour tout entier n > r. Soit un entier n > max(q, r). Il existe
k € Z tel que uy,; = u, + kM car u,,,; mod M = u,, mod M. En fait, k € N car la suite (u,,) est croissante. Alors

an+1 mod N = g¥ntfM  mod N = g% mod N

car la suite (@ mod N) est M-périodique a partir du rang p. Ainsi t,,;, mod N = u,,; mod N. La suite (u,, mod N) est donc constante
a partir du rang max(q,r) + 1.
Par récurrence forte, la suite (1, mod N) est stationnaire pour tout N € N*,

Solution 18

1. Comme Z/pZ est un corps
X=x < x(x—1)=0 < (x=00ux=1)

2. Comme 34 =2 X 17 et 2A 17 = 1, on peut considérer 1’isomorphisme d’anneaux naturel ¢ de Z/34Z sur Z/2Z x Z/17Z. Alors

2=x = o(x) =p(x) <= o(x)* = @(x)

x
En posant ¢(x) = (y, z), ceci équivaut & y* = y et z2 = z. D’apres la question précédente, on a donc
x*=x < (y,2) €{(0,0),(0,1),(1,0),(1, 1)}

Il s’agit donc maintenant de trouver les antécédents de (0, 0), (0,1), (1,0) et (1, 1) par ¢. Les solutions de x> = x sont par conséquent
0,18,17 et 1.

REMARQUE. On confond ici les entiers avec leurs classes modulo 34, ce qui est tres mal.
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REMARQUE. Sion n’est pas a I’aise avec les anneaux Z/nZ, on peut raisonner en termes de congruence. Il s’agit en fait de résoudre
k? = k[34] dans Z. Cette équation équivaut 2 34 | k* — k ou encore 2 X 17 | k(k — 1). Comme 2 A 17 = 1, ceci équivaut au systéme
{ 2| k(k—1)

. Mais comme 2 et 17 sont premiers, ceci équivaut a
17 | k(k —1) P d

2lkou2|k—-1
17 | koul7 | k-1

ou encore a
21k 2| k-1 21k 2| k—1
171k "7k N7 k=1 17 k-1

k =0[2] k =1[2] k=0[2] k=1[2]
{k =on17] " {k =on17] %" {k =1017] %" {k = 1[17]

et finalement a

Des solutions particulieres de chacun de ces systeémes sont respectivement 0, 17, 18 et 1 donc, comme 2 A 17 = 1, on prouve classique-
ment que I’ensemble des solutions recherchées est {0, 1,17, 18} + 34Z.

Solution 19

1. a. Ilexiste donc b € N* tel que n = ab. Or 2¢ = 1[2¢ — 1] donc 2% = 1[2% — 1]. Ainsi 2¢ — 1 divise M,,.

b. On suppose M,, premier. Soit a un diviseur positif de n. La question précédente montre que 2¢ — 1 divise M,,. M,, étant premier,
onadonc2? —1=1ie.a=10u2%—1=2"—1i.e.a=n.Les seuls diviseurs positifs de n sont donc 1 et n, ce qui prouve
que 7 est premier.

2. a. Comme p > 1, M, est impair. Donc q est impair. Ainsi 2Aq = 1. En appliquant le petit théoréme de Fermat, on a donc
2471 = 1q].
b. Notons m ’ordre de 2 dans le groupe multiplicatif (Z/qZ)*. Comme q divise M,, 2” =1 donc m divise p. Or p est premier donc
m=1etm = p. Mais 2 # 1 (sinon g = 1) donc m = p.
—_g-1 _
c. On a vu que 27 =Tdonem = p divise ¢ — 1 i.e. ¢ = 1[p]. Mais comme q est impair, 2 divise ¢ — 1. Or p est impair donc
2A p = 1. On peut alors affirmer que 2p divise g — 1 i.e. ¢ = 1[p].

r
3. Sin = 1, on a évidemment n = 1[2p]. Sinon n peut s’écrire sous la forme n = H q; ou les g; sont des nombres premiers. Soit

i=1
i € [1,r]. q; divise n et donc M. La question précédente montre que g; = 1[2p]. En multipliant membre & membre ces congruences,
on obtient n = 1[2p].

Solution 20

1. On sait que ([Fp, +, X) est un corps et que (5, X) est un groupe. Ainsi (€, X) est également un groupe puisque c’est I'image de [, par

1’endomorphisme de groupe x — x2.

3. D’apres un résultat sur les polyndmes interpolateurs de Lagrange :

X—-a

d .
P=Y P[] 5
J

i=1 j#

Il existe donc des entiers my, ... , my tels que

( IT «- ai) P=Y mPa) [[X-a)
i=1

1<i<j<n j#i
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Soitn € Z. Alors
n
( H a; — ai) P(n) = Z m;P(a;) H(”l - q)

1<i<j<n i=1 J#i
Puisque p divise les P(q;), p divise le membre de droite. Les g; étant distincts modulo p, aucun des facteurs a; — a; n’est divisible par
p. Comme p est premier, le lemme d’Euclide permet d’affirmer que p divise P(n).

p-1 _
4. Soit y € €. Il existe donc x € [y tel ilue y=x%Alorsy 2 = xP~! =1 car F} est un groupe multiplicatif d’ordre p — 1.

Montrons ensuite que card C = p% Soit (x,y) € ([F;’;)Z. Alors x2 =y? <& (x—y)(x+y)=0 < x=+y.Deplus, yet—y

sont distincts car p # 2. Ainsi tout élément de C admet exactement deux antécédents par I’application x € F, ~ x2. Comme cette
-1
application est d’image C par définition, le lemme des bergers permet de conclure que card [, = 2 card € i.e. card € = pT
p-1 p1 -1
Soit P = X" 2° — 1. Supposons qu’il existe a € F, \ Ctel que a 2 = 1. Comme degP = card C = b , la question précédente

montrerait que P(n) est divisible par p pour tout n € Z, ce qui est évidemment absurde (prendre n = 0 par exemple).

REMARQUE. L'énoncé essaie de rester dans le cadre du programme et évite de parler de I’anneau des polyndmes [, [X]. Sil’on s’autorise

ce petit écart du programme, les choses sont plus simples. On peut encore affirmer qu’un polynéme non nul de F,[X] posséde au plus
p-1

p-1 -1
autant de racines que son degré. Le polyndme X 2 — 1 possede donc au plus p racines dans [p. Tous les éléments de € sont des

p-1 -1 p-1
racinesde X 2 —1letcardC = P donc C est exactement 1’ensemble des racines de X 2 .

Solution 21

Comme 65 = 5 X 13 et 5A 13 = 1, on va résoudre cette équation dans Z/5Z et Z/13Z puis utiliser ’isomophisme d’anneaux naturel entre
Z/65Z et Z/5Z x Z/13Z. Pour simplifier, on confondra les entiers avec leurs classes d’équivalence dans un anneau Z/nZ.
Résolution dans Z/5Z. On s’inspire de la résolution d’une équation du degré 2. Le «discriminant» est —4. Mais dans Z/5Z, —4 = 1 = 12. On

pressent donc que les solutions sont

. Mais on ne peut pas «diviser» par 2 donc on multiplie par I’inverse de 2 dans Z/57, ¢’est-a-dire

3. Les solutions «raisonnables» sont donc 3(2 + 1), c’est-a-dire 3 et 9 = 4. On peut raisonner maintenant plus rigoureusement :
(x=3)(x—4)=x>-Tx+12=x2—-2x+2

Comme 5 est premier, Z/5Z est intégre de sorte que x> — 2x + 2 = 0 équivaut a x = 3 ou x = 4.

2+3
Résolution dans Z/137Z. Le «discriminant» est toujours —4. Mais dans Z/13Z, —4 = 9 = 32. On pressent donc que les solutions sont .

Comme I’inverse de 2 dans Z/13Z est 7, les solutions 7(2 + 3), ¢’est-a-dire —7 = 6 et 35 = 9. On vérifie a4 nouveau :
(x—6)(x—9)=x*—15x+54=x>—2x+2

A nouveau, par intégrité de Z/13Z, x* — 2x + 2 = 0 équivaut 3 x = 6 ou x = 9.

Pour résoudre dans Z/65Z, on recherche donc les antécédents dans Z/65Z des couples (3,6), (3,9), (4,6), (4,9) de Z/5Z x Z/13Z par
I’isomorphisme d’anneaux mentionné au début. On trouve 58, 48, 19, 9.

On peut vérifier avec Python.

>>> [x for x in range(65) if (x**2-2%x+2)%65==0]
[9, 19, 48, 58]

Solution 22

1. Soit (x,y) € ([F;)Z. Alors, par intégrité de [,
=y = x+)y)(x—-y)=0 < (x=youx=-y)
Comme p #,y # —y. Ainsi tout €lément de C admet exactement deux antécédents par I’application x € F, — x%. Comme cette
p—1

application est d’image C par définition, le lemme des bergers permet de conclure que card F,, = 2 card C i.e. card € = —
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REMARQUE. En fait, ¢ : x — x? est un endomorphisme du groupe (F}, X) de noyau {—1, 1}. De maniére générale, si f est un
morphisme d’un groupe G dans un groupe H, alors card G = card Ker f X card Im f.

p__l
2. Posons b = a 2 . Comme [}, est un groupe multiplicatif d’ordre p — 1, b?> =aP~! =1lie.(b—1)(b+ 1) = 0. Par intégrité du corps
Fp. b= %1,
b1 b1
3. Sia € C,ilexiste x € Fj tel que a = x2. Toujours en vertu du petit théoréme de Fermat,a 2 = xP~! = 1. Comme X 2 —1 posséde
-1 -1 b1
au plus P racines dans [Fp et que card C = pT’ C est exactement 1’ensemble des racines de X 2 — 1. Notamment, si a & C,
p—1 p-1
a2z #1letdonca 2z = —1d apres la question précédente.
Solution 23
1. Soit k € Z et notons p 'ordre de k dans Z/nZ.
- _ k
Alors pk = 0 donc n divise kp. 1l existe donc q € Z tel que pk = nq puis pm = ﬁq. Comme Ak et " 7\ X sont des entiers

. n ..
premiers entre eux, Tk divise p.

Ak

nk .
= nV k est un multiple de n donc

Ak n n

Finalement, p =

n
Nk

k = 0 de sorte que p divise

Inversement

n
nAak
AR
Soit k € [[0,n — 1]). Alors k est d’ordre d si et seulement si n A k = n/d. Supposons que n Ak = n/d. Alors n/d divise k. Il existe
donc q € [[0,d — 1] tel que k = nq/d. Mais comme n Ak = n/d, on ad A q = 1. Réciproquement, si k = nq/d avec q € [0,d — 1]
telquedAq=1,onabienn Ak = n/d.
Finalement, les k € [0,n — 1] tels que k est d’ordre d sont les nq/d avec q € [0,d — 1] tels que gAd = 1. Il y a exactement ¢(d)
tels éléments.

2. Remarquons que I’ordre d’un élément de Z/nZ divise 1’ordre de Z/nZ, a savoir n. En notant A, I’ensemble des éléments d’ordre d de
Z/nZ, on a donc

z/nz =| |Aq
din
puis en passant aux cardinaux
n=2 o)
din

3. >>> def indicatrice(n):
if n==1:
return 1
s=0
for d in range(i,n):
if n%d==0:
s+=indicatrice(d)
return n-s

>>> [indicatrice(n) for n in range(1,11)]
[1, 1, 2, 2, 4, 2, 6, 4, 6, 4]

Solution 24

1. Le produit sur R étant commutatif, on peut supposer que 2 < n; < n, < -+ < ng. Les n; étant entiers, nj,; — n; > 1 pour tout
j €1,k —1]. Ainsi pour tout i € [[1, k],

i—-1
ni—n1=an+1—njz 1=i-1
Jj=1

(-
1}
—
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Ainsin; > i—1+n; > i+ 1 puis

Par télescopage,

2. Soit n € N*. Notons py, ... , px les diviseurs premiers de n (k = 0 si n = 1). D’apres ce qui précede,

Donc

=

1 In(2
De plus, tous les p; étant supérieurs ou égaux a 2, n > 111 p; > 2%, puis 2n > 2K*1 et enfin, 1 > lnrz(zz)' Finalement,
n nlin(2) nlin(2)
> > =
°0) 2 5T 2 150 T () + ()

Solution 25

Premiére methode

Notons n = H p; X 1a décomposition en facteurs premiers de n (r = 0 si n = 1). Les diviseurs de d sont les entiers de la forme H p;’
i=1 i=1

0 < B; < a;. Ainsi
Yohuw=n % T1u(I1e)

din (Br--BPET], 10,04 =1 pft \ica

,
Mais dés qu’il existe i € [[1,r] tel que 8; > 2, M(H D; i) = 0 donc
i=1

Souw=n % TTu(IT#)

din (B1,----Br)El0, 1} i=1 pl i=1

-n 3 [3u(ITn)

Icfo,r] iel iel

- ¥ T[4

1cfo,r] ier Pi
nH(l——) o(n)

Deuxieme méthode.
D’aprés le théoréme des restes chinois, on sait que pour m et n deux entiers naturels non nuls premiers entre eux, @(mn) = @(m)e(n). On
sait également que pour p premier et o € N*, o(p%) = p* — p*~L.
n . R g . PP
On va montrer que P : n € N* Z au(d) vérifie les mémes propriétés. Soit donc (m,n) € (N*)2 tel que m An = 1. On vérifie aisément
din
D, XD, — D,

dpdy) — did, est bijective (on note D,, I’ensemble des diviseurs positifs de n). Ainsi

que I’application {

UCOEDIPIFCSICIES

dilmdy|n
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Mais si d; et d, sont des diviseurs respectifs de m et n, ils sont également premiers entre eux de sorte que w(d,d,) = u(d;)u(d,) puisque d;
et d, n’ont pas de facteur premier commun. On en déduit que

p(mn) = (2 dﬂuwl)) ( > diu(da) = Y(myp(n)

d1|m 1 d2|n 2

Soit alors p un nombre premier et a € N*. Les diviseurs de p* sont les pf avec 0 < f < a. Ainsi
¢4
v(p®) = Y, p* Pu(ph)
=0

Mais dés que B > 2, u(p®) = 0 donc
P(p%) = p*u(p°) + p*'u(p") = p* — p*!
p

o 2 e . Aj . . N
Notons alors n = | | p; ' la décomposition en facteurs premiers de n € N*. Les p; ' étant premiers entre eux deux a deux,
i=1

b = [T =1 (" - p*™") = [T epi") = o)
i=1 i=1 i=1

Solution 26

1. La matrice A est clairement triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale donc det A = 1.

2. Remarquons que

n

dij=>1= ) axax

i k=1
klj

Ainsi D = AAT. Par conséquent, det D = (detA)? = 1.

3. Remarquons que k | iAj < (k|ierk| j). D’aprés la formule admise

inj= 2 ok) =3 ek
kliAj ll:||;

Posons p; j = @(j) si j divise i et p; ; = 0 sinon ainsi que P = (p; j)1<j j<n- Alors
n
inj= Z Di k% k
k=1
AinsiS = PAT puisdetS = det Pdet A = det P. A nouveau, P est triangulaire inférieure et ses coefficients diagonaux sont @(1), ... , @(n).
n

Ainsi detS = (k).
k=1

Arithmétique de K[X]

Solution 27

Les racines de Q sont j et j2. Ce sont des racines simples et conjuguées. Pour prouver que Q divise P,,, il est nécessaire et suffisant de prouver
que j et j2 sont des racines d’ordre au moins 1 de P,,. Comme P, est un polyndme & coefficients réels, ses racines sont conjuguées donc si j
est une racine de P,,, j en est aussi une. Donc Q divise P,, si et seulement si j est une racine de P,,.

On a P,(j) = (j + 1)™ — j™ — 1 mais on sait que j? + j + 1 = 0 donc Py,(j) = (—j?)™ — j™ — 1. En utilisant le fait que

PHj+1=0 et jF=1,
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un rapide calcul nous donne :

By(j) = -3 P(j)=0 () =2j
P(j)=-3 R(j) =2/ P(j)=0

Si on poursuit le calcul pour des plus grandes valeurs de m, on constate que I’on retombe sur les mémes valeurs. Prouvons que la suite
(Pr())men est périodique de période 6. En effet,

Prye(j) = (—j2)"*0 — jm+e -1
= (="t = jmi° -1
= (=" = j" = 1=Pu())
Les seuls entiers m tels que P,,,(j) = 0 sont les entiers de la forme 1 + 6k ou 5 + 6k, ot k € N. D’apres ce qui précede, ce sont les seuls
entiers tels que Q divise Py,.
Solution 28

1. On sait que j est une racine de X?> + X + 1. On en déduit que j + 1 = —j2. De plus, 2009 = 2[3] (2007 est divisible par 3 car la somme
de ses chiffres vaut 9). Or on sait également que j* = 1. Donc

j2009 = 2 et (j+1)2009 = (—1)2009j4 = _j.
Posons P = (X + 1)20%9 4 X200 1 1 Ona

P(l=j2—j+1==2j+#0.
Par conséquent, j n’est pas une racine de P et X2 + X + 1 ne divise pas P.

2. D’apres la question précédente, la valeur j* dépend de la congruence de n modulo 3 et (j + 1)" dépend des congruences de n modulo
2 et modulo 3. Si on pose P, = (X + 1)" + X" + 1, P,(j) devrait dépendre de la congruence de n modulo 6. On a :

Pa(j) = (=121 + j" + 1
» Sin=0[6],alors P,(j) = 3 # 0.
« Sin=1[6],alors P,(j) = —j?+j+1=-2j2#0.
* Sin=2[6],alors P,(j) = j+ j2+1=0.
* Sin = 3[6],alors P,(j) =1 #0.
* Sin=4[6],alors P,(j) = j?+j+1=0.
* Sin = 5[6],alors P,(j) = —j + j2 + 1 = =2j.

Comme P, est a coefficients réels, j? est une racine de P, si et seulement si j est une racine de P,. Donc j et j? sont des racines de P,
si et seulement si n = 2[6] ou n = 4[6]. Par conséquent, X? 4+ X + 1 divise P, pour ces valeurs de 7.

Solution 29

1. On vérifie que P(1) = P(2) = Q(1) = Q(2) = 0. On peut donc factoriser P et Q par (X — 1)(X — 2). On trouve

P=X-1)X-2)(3X>+1)
Q=X-DX-2)(X*+1)

Ce sont bien des décompositions en facteurs irréductibles de P et Q sur R[X] puisque 3X? + 1 et X? + 1 sont des polyndmes de degré
2 de discriminant strictement négatif. On en déduit

P=X-1DX-2)3X+)BX—-1i)
Q=X-DX-2)X+D)X-1)

qui sont des décompositions de P et Q en facteurs irréductibles dans C[X].
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2. On a clairement
PAQ=(X-1X-2)
1
PVQ=m—1WGQXW+1mW+§)
Attention, le PPCM doit étre unitaire.

Solution 30

S’il existe m € Z tel que 6 = %, alors P = X?" —2(—=1)"X" + 1.

* Si m est pair,
n—1

P=(X”—1)2=H(X—e$>2

k=0
qui est la décomposition en facteurs irréductibles de P dans C[X]. Il faut alors distinguer suivant la parité de n.
Si n est pair, alors

2

2 2
P=X-12X+1?]] <X2 —2cos2k77T + 1)
k=1

qui est la décomposition en facteurs irréductibles de P dans R[X].
Si n est impair, alors

-1
2 2%k 2
P= (X—I)ZH(XZ—ZCOS—TE +1>
k=1 h
qui est la décomposition en facteurs irréductibles de P dans R[X].
* Si m est impair,

n—-1

(2k+1)in
P= 1 =[] (x-e » )

k=0

2

qui est la décomposition en facteurs irréductibles de P dans C[X]. Il faut alors distinguer suivant la parité de n.
Si n est pair, alors

LN

2 2k +1 2
P=H(X2—ZCOSM+1>

k=0 h

qui est la décomposition en facteurs irréductibles de P dans R[X].

Si n est impair, alors
n-1

=l

2 2
P=(X+1)? H <X2—Zcos@+l>
k=0

qui est la décomposition en facteurs irréductibles de P dans R[X].

Dans toutes les expressions précédentes, on convient qu’un produit indexé sur le vide vaut 1 et les facteurs sont bien irréductibles car les
cosinus ne valent ni 1 ni —1.

. T o mrm
On suppose maintenant qu’il n’existe pas d’entier m € Z tel que 0 = - Remarquons que

P= (Xn _ enie) (Xn _ e—nie)

Ona

et par conjugaison
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La décomposition de P en facteurs irréductibles dans C[X] est donc

pP= ﬁ (X - ei<e+2k7n>) nH_l (X - e“'<e+2k7")>

k=0 k=0

On en déduit que la décomposition de P en facteurs irréductibles dans R[X] est

<X2 — 2X cos (6 + 21{%) + 1)

L . L. T .
Les facteurs sont bien irréductibles car la condition © & EZ assure qu’aucun des cosinus ne vaut 1 ou —1.

n-1
P=
k=0

Solution 31

Les nombres 0 et —1 sont des racines évidentes de P (donc de multiplicté au moins 1). De plus,

P(H=Q+j)-j-1=(-j3"-j-1
=—j4—-j-1=-1+j+jH=0

De méme,

P'(j) =7+ )j)°=7j°=7(=j*)° =7
=7j2-7=7-7=0

Donc j est racine de multiplicité au moins égale 2 2. Comme P est a coefficients réels, j est également racine de multiplicité au moins 2.
On remarque que deg P = 6. On en déduit que 0 et —1 sont des racines simples, que j et j sont des racines doubles et que ce sont les seules

7
racines de P. Enfin, le coefficient domiant de P est (1) = 7 donc

P=7XX+1DX—-j)PX-j)?=7XX+1DX>+X+1)?

Solution 32

1 5 3
1. Ontrouve B, =1,P, =X, P, = %XZ -5t P, = 5X3 _ EX'

2. OnadegQ,, = ndeg(X? — 1) = 2n. Ainsi degP, = degQ, — n = n.

3. Comme Q,, est pair, sa dérivée n®™ P, est paire si n est pair et impaire si n est impair.
Si n est impair, P,, est impair : on a donc P,(0) = 0.
Si n est pair, P, est pair donc Py, est impair : on a donc P,,(0) = 0.

4. Via la formule du bindme "
n
La formule de Taylor en 0 donne également

Supposons 7 pair. Il existe donc p € N tel que n = 2p. En identifiant les coefficients de X" dans ces deux expressions, on obtient

Q(")(O) 2p
2. e
puis

“DP(3)  (—1pep)!

Pn(o) = 22p - 22p(p!)2
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5.

Supposons n impair. 11 existe donc p € N tel que n = 2p + 1. En identifiant les coefficients de X"*! dans les deux expressions
précédentes, on obtient

puis

a.

b.

Q(n+1)(0) 3 2p+1
n+1)! ( p+1 >(_1)p

@p+DCDPE) _ (—npep + 1!

F,(0) = 2p+1 220(pl)?

Pour n > 1, on a Q}, = 2nX(X? — 1)"! et donc (X? — 1)Q), = 2nX(X? — 1)"* = 2nXQ,,. On vérifie que cette égalité est encore
valable pour n = 0 puisque Qg = 1.

On utilise 1a formule de Leibniz. Comme les dérivées de X? — 1 sont nulles 2 partir de I’ordre 3 et que celles de X sont nulles &
partir de 1’ordre 2, on a

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
( o )(X2 ~ QT + 2( ) )XQS{‘*” + 2( ; )Q&”) = Zn( . )XQE{"“) + Zn( ) )Q;")

Autrement dit
X2 — DQY? 4 2(n + DXQMY + n(n + DQY = 2nxQY™*Y + 2n(n + 1)QW

Oou encore
X2 = 1)QY*? + 2xQT*Y = n(n + 1)QY

Par définition de P,,, on a donc
(X2 — 1P} + 2XP, = n(n + 1)P,

. Qp = (X —1"X + 1)" ce qui prouve que 1 et —1 sont des racines de Q,, de multiplicité n. On a donc Qslk)(il) = 0 pour

k € [o,n - 1].

. On fait I’hypothése de récurrence HR(k) suivante :

slk) posséde au moins k racines distinctes dans I’intervalle | — 1,1]

HR(0) est vraie puisque les seules racines de Q,, sont —1 et 1 (pas de racine du tout si n = 0).

Supposons que HR(k) soit vraie pour un certain k € [[0,n — 1]). Posons ag = —1, a4 = leto; pour 1 < i < k k racines
distinctes de lek) dans I’intervalle ] — 1, 1] rangées dans ’ordre croissant. D’apres la question précédente, lek) s’annule en o et
C41- De plus, lek) s’annule en les o; pour 1 < i < k. Comme Q,, est dérivable et continue sur R, on peut appliquer le théoréme
de Rolle entre a; et or;; pour 0 < i < k. Ceci prouve que la dérivée de lek), a savoir lekﬂ) s’annule k + 1 fois.

Par récurrence finie, Q;”) et donc P, posséde au moins n racines dans 'intervalle | — 1, 1[. Comme deg P, = n, P, posséde au
plus n racines réelles. On en déduit que P, posséde exactement n racines réelles toutes situées dans I’intervalle | — 1, 1].

Solution 33

Premiere méthode :
Notons D = (X" —1)A(XP —1).On a

et

Donc

X"-1= [] X-w)
wely,

XP-1= [[X-w)
weup

D= J] X-w
wel,nUp

Montrons que U, N U, = Up pp-

* Soit z € U, NUp. Notons d = n A p. D’apres le théoreme de Bézout, il existe (u, v) € 72 tel que un + vp = d. Par conséquent

z4 = (ZM4(ZP)Y = 1

Donc z € U,.

On peut aussi remarquer que z est d’ordre fini dans (C*, X). Notons k son ordre. Puisque z" = zP = 1, k divise n et p donc k divise d
io d

puis z% = 1.
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* Soit z € Ug. On a donc z¢ = 1. Comme d|n, on a également z"* = 1 donc z € U,,. De méme, z € Up- Ainsi z € U, NU,,.

On a donc par double inclusion U, N Up = Uy, 5 p- Ainsi
D= [[X-w)=XxI-1
weﬂJd

Seconde méthode :
Posons 1y = netr, = p et notons (1 )o<k<N 12 suite des restes dans 1’algorithme d’Euclide appliqué a n et p. En particulier, iy_; = n A p et
N = 0.
Soit k € [0, N — 2]). Alors il existe g € N tel que 1, = qlie1 + Fieqa-
X'e—Tk+2 — ] = X9k+1 — 1 = (er+1 — 1)Q

q-1
en posant Q = Z XJTke+1, 11 5’ ensuit que

Jj=0

X'k — X'k+2 = (XTh+1 — 1)er+2Q

ou encore
X'k —1 =Xz — 14 (Xk+1 —1)Q

en posant Q = X"+2Q. On en déduit classiquement que (X'* — 1) A(X"*+1 — 1) = (X"k+1 — 1) A(X"k+2 — 1).
REMARQUE. On peut simplifier les choses en utilisant des congruences de polyndmes.

X'k+1 =1 [X"k+1 — 1]

donc
Xark+1 = 1 [er+1 — 1]
puis
XA k+1H k42 = Xk+2 [XTkt1 — 1]
et enfin

X'k —1 = Xk — 1 [Xk+1 — 1]

ce qui permet d’aboutir également a (X"k — 1) A(X"k+1 — 1) = (X"*k+1 — 1) A(X"k+2 — 1).

Finalement, (X" — 1) AXP —1) = (X'N-1 = DAX'N —1) = (X""P —1)A0 = (X"AP —1).
Solution 34

Puisque P et Q sont a coefficients dans Z et, a fortiori, a coefficients dans le corps Q, le théoréme de Bézout assure I’existence de deux
polynémes U et V de Q[X] tels que UP + VQ = 1. En notant d le ppcm des dénominateurs des coefficients de U et V écrits sous forme
fractionnaire et en posant A = dU et B = dV, on a AP + BQ = d avec A et B dans Z[X]. Pour tout n € N, A(n)P(n) + B(n)Q(n) = d de
sorte que u,, divise d.

Montrons alors que (u,,) est d-périodique. Soit n € N. Pour tout k € N

k
k -
(n+d¥=nk+ Z (j)nk_ldf =nk+cd
j=1

avec ¢ € N. On en déduit que P(n +d) = P(n) + ad et Q(n + d) = Q(n) + bd avec (a, b) € Z2. Puisque u,, divise P(n), Q(n) et d, u,, divise
P(n+ d) et Q(n + d) donc u,, divise u, 4. De méme, u,,_ 4 divise P(n + d), Q(n + d) et d de sorte que u,,_ 4 divise P(n) et Q(n) et donc u,,.
On en déduit que u, 4 = Uy, ce qui prouve que la suite (u,,) est d-périodique.

Solution 35

Il n’y a aucune restriction a supposer P unitaire. Puisque P est scindé, il existe (cxl, v y) € K et (Mg, .05 ) € (N¥) tels que P =
H(X a;)Hi. Puisque P A P’ divise P, il existe (vq, ...,v,) € N? tel que PAP’ = H(X — o).

i=1
Soit i € [[1, n]). Puisque a; est une racine de P de multiplicité y;, la caractérisation de la multiplicité a 1’aide des dérivées successives montre
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n
que o; est une racine de P’ de multiplicité u; — 1. Puisque P A P’ divise P’, v; < u; — 1. Finalement, P A P’ divise H(X — oML,
n n i=1
Réciproquement, H(X — ay)Hi~! divise bien P et P’ donc divise également P A P’. On en déduit que PAP’' = H(X — oM=L,
i=1 i=1
Solution 36

1. Le nombre i n’étant pas racine de P,. Soit donc z € C \ {i}. Alors

z+)"=(c-) = <§t§>n:1

Ainsi,

i 2ikm
P(z2) =0 < Jke[0o,n—1], E—J_r;=e7

2ikn 2ikn
= EIke[[O,n—l]],z(e n —1>=i<e n +1>

2ikm
en +1 S o , .
<= Jdke[l,n-1], z= % car I’équation précédente n’admet pas de solution lorsque k = 0
en —1
krn . ( ) g
< Jdke€[1,n—1], z = cotan s en utilisant la méthode de 1’arc-moitié

Remarquons que cotan étant strictement décroissante sur ]0, 7t[, on trouve bien n — 1 racines distinctes.
2. En utilisant la formule du bindme, on voit que

* P,estdedegrén—1;
* son coefficient dominant est 2in ;
* son coeflicient constant est i" — (—i)";

* son coefficient du mondme de degré n — 2 est nul.

D’apres les liens coefficients/racines, la somme des racines de P, vaut

— 0
—ZJ otan< )— >in =0

et le produit des racines de P, vaut

= ﬁCOtan<@) = (_1)n_1(in _ (_i)n) - (_1)1’1—1 . el; — 6_% = (_l)n_l Sin(?)
n n

2in n 2i n

REMARQUE. Le calcul de A, peut se faire dirrectement. En effet, par le changement d’indice k —» n — k,

= :Zicotan <@> Z cotan (TE - —) = Z cotan( ) A

de sorte que A, = 0.
n
On peut également remarquer directement que B,, = 0 si n est pair. En effet, le facteur d’indice k = 5 est nul dans ce cas puisque

cotan (g) =0.
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Algebres

Solution 37

1. f est clairement un endomorphisme. Comme K est intégre et a # 0, le noyau de f est nul. Comme K est de dimension finie, f est un
automorphisme. Notamment, f est surjectif et 1 admet un antécédent i.e. a est inversible. Autrement dit K est un corps.

2. Si (1, a) était liée, il existerait L € Rtel quea = A -1 = A, ce qui est exclu car a & R.
Comme K est de dimension finie, on peut considérer le polynéme minimal P € R[X] de I’endomorphisme f: x — ax. Clairement
P(f) = P(a) Idg donc P(a) = 0. Par intégrité de K, P est nécessairement irréductible (dans R[X]). Ainsi degP =1 oudegP = 2 (et P
est de discriminant strictement négatif). Le premier cas est exclu car (1, a) est libre. Ainsi deg P = 2 et donc (1, a, a?) est liée.

REMARQUE. On aurait aussi pu prouver que ’ensemble des polyndmes de R[X] annulant a était un idéal de R[X] et noter P son

générateur unitaire.

3. Comme n > 1, R C K. On peut donc considérer a € K \ R. D’apres la question précédente, il existe un polyndme P € R[X] de degré
2 irréductible annulant a. Posons P = X? + aX + f. On a donc a? + aa + = 0 avec a® — 48 < 0. Ceci peut se réécrire

(043 - =5

On peut donc poser

2a+a

48—«
pour avoir i = —1.
On va maintenant montrer que K = vect(1,i).0On a clairement R C vect(1,i). Soit alors a € K \ R. En reprenant les notations
précédentes

2
a2 a?—4f [iW4p—«a
(a+3) ==——="

Par intégrité de K,

—a+ir48 —a
a= fﬁ € vect(1,1)

Ainsi K = vect(1,1i) et (1,1) est une base du R-espace vectoriel K.

Rappelons que (1, 1) est une base du R-espace vectoriel C. Notons alors ¢ 1’unique application R-linéaire de K dans C telle que (1) = 1
et @(i) = 1. C’est clairement un isomorphisme linéaire car (1, 1) et (1,1) sont des bases respectives de K et C. Enfin, pour (a, b) € K2,
il existe (a, B,7,8) € R* tel que a = o + Bi et b = y + 8i. Alors

p(ab) = @ ((a + Bi)(y + 8i))

= p(ay — B8 + (ad + By)i)
ay — B8 + (ad + By
(a+ By + )
= p(a)p(b)

On en déduit que ¢ est un isomorphisme de R-algebres de K sur C.

REMARQUE. On a tenté de différencieri € Ket1 € C.

Solution 38

Il est claire que M est linéaire car Re et Im sont des formes linéaires sur le R-espace vectoriel C. On a également M(1) = I,. Enfin, on vérifie
aisément que M(z,2,) = M(z;)M(z,) pour tout (z;,2,) € C. Ainsi M est bien un morphisme de R-alggbres.
Enfin z € KerM < Re(z) =Im(z) =0 < z = 0donc KerM = {0} de sorte que M est injectif.
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Solution 39

Soit © un morphisme d’algebres de K[X] dans K. Posons a = 6(X). Alors pour tout P € K[X], 8(P) = P(6(X)) = P(a).
Réciproquement, pour tout a € K, P — P(a) est bien un morphisme d’algebres de K[X] dans K.
Les morphismes d’algebres de K[X] dans K sont donc les morphismes d’évaluation P € K[X] — P(a) avec a € K.

Solution 40

L’ énoncé considére implicite C comme une R-alebre puisque M,(R) en est une. On vérifie sans peine que
e @ est linéaire ;
* O(1) =1L
* Y(z1,2,) € C%, ®(212;,) = (21)P(2,).

Ainsi @ est un morphisme d’algébres. De plus, il est clair que Ker @ = {0} donc ® est injectif.

k
Remarquons que Ag = ®(i6). En posant P, Z ii' , on a par propriété de morphisme P,(Ag) = ®(P,(i6)). D une part, (B,(Ag))nen

k=
converge vers exp(Ag). D’autre part, (P,(i9)) converge vers exp(if) et ® est continue comme application linéaire sur un espace de dimension
finie de sorte que (®(P,(i0))),en converge vers ®(el®). Par unicité de la limite,

exp(Ag) = @(el®) = < cos® —sin6 )

sin® cos©
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