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CALCUL DIFFERENTIEL

Dérivées partielles

Solution 1

1. Comme les applications (x, y) — x> —y3 et (x,y) = x? + y? sont polynomiales, elles sont continue sur R2. De plus, (x,y) — x? + y?
ne s’annule qu’en (0,0) donc f est continue sur R? \ {(0,0)}. De plus,

V(x,y) € R%, |x* — 3| < X3 + [y3] < (Ix] + [yD(x* + y?)

donc
V(x,y) € R*\ {(0,0)}, |fCx, I < [1Ge, Iy

Ainsi f est bien continue en (0, 0). Finalement, f est bien continue sur R

2. De la méme maniére, les applications polynomiales (x, y) = x3 — y3 et (x,y) = x2 + y? sont de classe C! donc f est de classe C! sur
R2 \ {(0,0)} et pour tout (x,y) € R?\ {(0,0)},

3 x4+ 3x2y? + 2xy? 9 4+ 3x%y? +2x3
Py = B2V D)o LIV AN
ox (x2+y2) dy (x2 +y?)
Par ailleurs,
Vx € R*, f(x,O)—f(0,0) =1
x—0
of
donc a(o, 0)=1, ) o
vy ere, JON =100
y—=20
0
donc %(0, 0) =—1.
Enfin,
of of
* o = = —
vy € R¥, ax(O,y) 0#1 ax(O,O)
of . R
donc R est pas continue en (0, 0). De méme,
of of
* o = -] = —
Vx € R¥, ay(x,O) 0+#-1 ay(O,O)
of .
donc @ n’est pas non plus continue en (0, 0).
. of of 5 , . e .
3. Attention, 3% et @ peuvent ne pas étre continues en (0, 0) mais pourtant y admettre des dérivées partielles.
Txo-Zoo
Vx € R*, = Y ==
x-=0 x

don _62f (0, 0) n’est pas défini
onc axay est pas définie.
De méme,
L(0,y) - 2 (0,0)
dx Y dx " — 1

Vy € R*, —=
Y y—0 y
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62
donc —f(O, 0) n’est pas non plus définie.

dydx
Par contre,
% (x,0)~ 2L (0,0)
Vx € R*, & Ox =0
x—0
62
donc @(0’ 0)=0et . .
vy € R*, 2 Y =0

y—0
d 62—f(OO)—O
oncay2 ,0)=0.

Solution 2

1. En utilisant éventuellement une composition par 1’application (x, y) = (y, x), on trouve :

dg _9of og _of
a(xay)_@(yax) @_ ax(y’x)
2. En utilisant une composition par 1’application x — (x, x), on trouve :
iy = O of
g(x) = 3-(xx)+ 5(& x)
3. En utilisant une composition par (x,y) — (y, f(x, x)), on trouve :
dg _of 3f of ) dg _9of
ey = 300 (Ew 0+ e ) = 500 /()

4. En utilisant une composition par x — (x, f(x, x)), on trouve :

g0 = 00 + 0 S 0) (S 0) + o)

Solution 3

|x] si |x] = [yol
[Yol si |x] < |yol
Yl si|y] = [xo]
%ol si [y| < |xol
On en déduit que f n’admet des dérivées partielles en (x,, V) si et seulement si |Xq| # [Yol-

1. Ay, fixé, f(x,y) = { . Ainsi f(.,y,) est dérivable sur R \ {pmy,} et n’est pas dérivable en %Y.

De méme, a x, fixé, f(xg,y) = { . Ainsi f(xg,.) est dérivable sur R \ {£x,} et n’est pas dérivable en *x,.

2. La valeur absolue étant dérivable en tout point différent de 0, f admet une dérivée partielle en x en tout point (X, Vo) tel que x, # 0 et
f n’admet pas de dérivée partielle en x en un point (0, y,). De méme f admet une dérivée partielle en y en tout point (xq, yo) tel que
Yo # 0 et f n’admet pas de dérivée partielle en y en un point (x, 0).

. 2 i 2
S1|I;)|C ety = f(0,y) = SIE}; ne sont pas dérivables

en 0 (considérer le taux d’acroissement a gauche et a droite) donc f n’admet pas de dérivée partielle en (0, 0).

3. festévidemment dérivable en tout point de R?\ {(0, 0)}. De plus, x - f(x,0) =

Solution 4

f est clairement continue sur R? \ {(0,0)}. De plus,

1069) < byl < 502457 = 2Ce P
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On a donc ( 1)111% f(x,y) =0, ce qui prouve que f est continue en (0, 0).
x,y)—
Si (x,y) # (0,0), on a clairement :

af _ y(x* + 4x2y? — y*) af _ —x(y* + 4x%y? — x*)
T (2ry ST @y
of of .y . .
De plus, f(x,0) pour x # 0 et f(0,y) = 0 pour y # 0. Donc a(o, 0) =0et @(O, 0) = 0. Les dérivées partielles de f sont clairement

continues en tout point distinct de (0, 0). De plus,

IC* +4x2y? + 3 _ [yl@x* + 4x?y? + 2y%)

af
—_ < =
| T s 2
af lx|(x* + 4x2y? + y*)  |x|(2x* + 4x2y? + 2y*)
ay( y)‘ < (x2 + y2)2 = (x2 + y2)2 = 2|x|
On a donc
of of

lim
ax ) = ()Mo 3y Y =

ce qui prouve que les dérivées partielles de f sont continues en (0, 0). Ainsi f est de classe €!. Ona:

lim
(x,9)~(0,0) 90X

of af of of
—(x,0) — =(0,0 2L A
ay( ) ay( ) -1 ax(O,y) ax(0,0) -1
x—0 y—20
32
On adonc f (O 0)=1 t f (0 0) = —1. Donc f n’est pas de classe C2.
SolutionS

On a classiquement :

of dg sin©og
ax ar r 36
of 0g cosBag
3y e T T %

On en déduit donc que :

?f 3 0g sinB0d
@ —cosea (CO 65—7%>
_smei( a_g_sinea_g>

a6 or r 06

?f .9 og coseag
W = Sin ea (Slnea ’ %)
cosB o dg | cosBog
3 ( sinbg, + = %)

Apres simplification, on trouve :
2g 13g 19d°g

V=mtratne
Solution 6

Les applications ¢ + ef cos t et t - In(1+¢2) étant de classe C! sur R, I’application ¢ — (e cos t, In(1+t?)) I’est également. Par composition,
g est de classe C!. De plus,

2t of

2
T+ 23y =—(e! cos t,In(1 + £2))

g'(t) = e'(cost — sin t)—f(e cost,In(1 + 2)) + ——

Solution 7
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1. Une fonction constante égale i ¢ vérifie () si et seulement si 2¢c = 2c?. Les fonctions constantes vérifiant (%) sont donc la fonction
nulle et la fonction constante égale a 1.

2. a. En choisissant x = 0 et y = 0 dans (), on obtient 2f(0) = 2f(0)? donc f(0) = 0 ou f(0) = 1. Puisque pour tout x € R,
2f(x) = f(x +0) + f(x — 0) = 2f(x)f(0)

on ne peut avoir f(0) = 0 sinon f serait constante égale a 0. Ainsi f(0) = 1.
En dérivant () par rapport & y, on obtient

X,y €R, f'(x+y) = f'(x —y) = 2f(x)f'¥)

En choisissant x = 0 et y = 0 dans cette nouvelle équation, on en déduit f(0)f’(0) = 0 et donc f'(0) = 0 puisque f(0) = 1 # 0.
b. En choisissant x = 0 dans (), on obtient f(y) + f(—y) = 2f(0)f(y) pour tout y € R. Puisque f(0) = 1, f(—=y) = f(y) pour
tout y € R i.e. f est paire.

3. a. Les applications (x,y) = x + y et (x,y) = x — y sont de classe C? sur R? a valeurs dans R. Comme f est de classe G2,
(x,y) > f(x+y)et(x,y) = f(x—y) sont de classe €2 sur R? en tant que composée de fonctions de classe C2. Par suite, F est
de classe C? sur R? en tant que somme de telles fonctions.

b. On calcule les dérivées partielles premieres :

aF ! ! aF ’ !
=) =flx+y)+ flx-y) —=fx+y)-f(x-y)
ox ay
puis les dérivées partielles secondes :
aZF " 4 aZF " "
32 =1+ + fx-y) a—yz(x,y)=f(x+y)+f(x—y)
3°F 3°F ) )
W(X,J’) = W(x,y) =f"(x+y) - f"(x-y)
, ?F  9°F ) . o 2
c. On voit que Pl a_y2 Or f étant solution de(x), on sait également que F(x,y) = 2f(x)f(y) pour tout (x,y) € R On en

2 2
déduit que 271;(x,y) =2f"(0)f(y) et STS(x’ ) = 2f(x)f"(y) pour tout (x,y) € R%. On adonc f"(x)f(y) = f(x)f"(y) pour

tout (x,y) € R2. En choisissant y = 0, on en déduit que f”(x) — f”(0)f(x) = 0 pour tout x € R puisque f(0) = 1. Quitte a
poser a = f”(0), f est solution de 1’équation différentielle z” — az = 0.

d. C’est du cours.
(I) Sia =0, les solutions de cette équation différentielle sont x — Ax + B avec (A,B) € R2.
(II) Sia > 0, les solutions de cette équation différentielle sont x — A ch(wx) + B sh(wx) avec (A,B) € R? et w = \/&.
(IIT) Si o < 0, les solutions de cette équation différentielle sont x +— A cos(wx) + Bsin(wx) avec (A,B) € R%? et w = \/—_oc.

4. Soit f une solution non constamment nulle

* Si f estdu type (1), alors les conditions de la question[2|entraine A = 0 et B = 1, ce qui est exclu car on a supposé f non constante.
Si t du type (I), alors 1 ditions de la question|2|entraine A = 0 et B = 1, ce qui est excl pposé tant

* Si f estdutype (II), alors les conditions de la questionentraineA = 1 et B = 0. Réciproquement toute fonction g,, : x — ch(wx)
avec w € R est bien solution de ().

* Si f est du type (III), alors les conditions de la question 2] entraine A = 1 et B = 0. Réciproquement toute fonction h,, : x
cos(wx) avec w € R est bien solution de ().

Les solutions de () sont donc la fonction nulle, les fonctions g, et h,, pour w € R.

Solution 8
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1.

1
(x,y) = x? + y? est continue sur R? \ {(0,0)} et ne s’y annule pas donc (x,y) ~ \/% y est également continue. Comme sin
x“+Yy
1
est continue sur R, (x,y) + sin ———— est continue R? \ {(0,0)}. Finalement, f est continue sur R? \ {(0,0)} comme produit de

x2 + y?
fonctions continues.
De plus, pour (x,y) # (0,0), |f(x,y)| < |x* + y?| = [I(x, p)|*. Ainsi

continue en (0, 0).
Finalement, f est continue sur R2.

lim  f(x,y) = 0 = f(0,0), ce qui prouve que f est aussi
(x,3)-(0,0)

2. a. Lesthéorémes classiques de dérivabilité d’une fonction d’une variable réelle nous donne la dérivabilité des applications partielles
et donc I’existence de dérivées partielles en tout point de R? \ {(0,0)}. De plus, pour x # 0 :
f(xao)_f(oao) — xsini 50
x—-0 |x| x-0
donc f admet une dérivée partielle par rapport a x en (0, 0).
De méme, poury # 0 :
0,y)— f(0,0 .
JOP-JO.0 _ 1
y=0 Y[ -0
donc f admet une dérivée partielle par rapport a y en (0, 0).
Finalement, f admet des dérivées partielles premiéres en tout point de R2.
b. Les théorémes de dérivation nous donnent pour (x,y) # (0,0) :
af 1 x 1
=—(x,y) = 2xsin - cos
dx VXZHyr 212 X242
d 1
—f(x, y) = 2ysin - 4 cos
dy Vx2+y2  A/x2+y2 4fx2+)2
On montre comme 2 la premiére question que les dérivées partielles sont continues sur R? \ {(0, 0)}.
3 0
Mais a—i et % n’admettent pas de limite en (0, 0). En effet, pour n € N*,
d 1 d 1 2
a—f(—,o)=—1 a—f 0] = — 0
*\V2nn X 1/2n7r+§ 1/21’z7t+§'H+°°
1 1 : of o
et pourtant ,0)et| ————=,0 ] tendent vers (0, 0) lorsque n tend vers +oo0. Ceci prouve que == n’admet pas de limite
V2nn Jonm+ 2 ox
2
s OF . . of of ,
en (0, 0). De méme, 3y n’est pas continue en (0, 0). A fortiori, 3 et 3y ne sont pas continues en (0, 0).
c. f nest donc pas de classe C! sur R2. Elle 1’est néanmoins sur R? \ {(0,0)}.
Solution 9
1. Les applications 7t; : (x,y) = xetm,: (x,y) = x sont C® sur R? et sin est @® sur R donc sin ort; — sin o7, et 7T; — 7, sont C* sur
R2. De plus, ; — 7, ne s’annule pas sur R? \ A donc f est C® sur R? \ A.
2. Remarquons que pour (x,y) € R?\ A,

2 sin (?) cos (%})

fG,y) = g

sin ¢
Donc en posant ¢ : t € R* -5

feey =9 (5 5%)cos(352)
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. . xX—y . . X—y : . <x + y)
Soit(a, a) € A. Al | —— =0etl =1d | —— ) = 1. Deplus, 1 t 1
oit (a, a) ors (x,y)gréa’a) 3 etlimg onc (x,y)gréa’a)cp< 3 ) : e plus, on a clairemen - )j_r)r}a’a) cos (—
cos a donc (lim) f = cos(a). Lapplication f est donc prolongeable en une application f. De plus, pour (a,a) € A, f(a,a) = cosa.
a,a

3. Comme f est de classe € sur R? \ A, f admet des dérivées partielles sur R? \ A. On peut également préciser que

of cos(x)(x — y) — (sin(x) — sin(y)) of

_ _ cos()(y — x) — (sin(y) — sin(x))
a(x’)")— (x_y)2 a(an)—

(y—x)?

Soit alors (a,a) € A. Pour h € R*,

fla+h,a) - f(a,a) _ sin(a + h) —sin(a) — hcos(a)

h h?
Or d’apres la formule de Taylor,
sin(a + h) = sin(a) + hcos(a) — szﬁhz + o(h?)
-0
donc N .
. fla+ha)-fla,a) 1 .
i LRGSR < - nte)
Ainsi f admet une dérivée partielle selon sa premiére variable en (a, a) et
of 1.
a(a, a) = —5sina

On prouve de la méme maniere f admet une dérivée partielle selon sa seconde variable en (a, a) et

of

. -
@(a,a) = —5sina

REMARQUE. Pour simplifier, on aurait pu remarquer que f(x,y) = f(y,x) donc si f admet une dérivée partielle suivant sa
seconde variable en (x, y) elle en admet une selon sa seconde variable en (y, x) et

of of
S =T

. sin t . . L . .
4. Lafonctiong: t — - est prolongeable en une fonction continue sur R puisqu’elle est continue sur R* et lim ¢ = 1. Notons encore
0

¢ ce prolongement. On a alors

V(x.y) €R?, fx,y) = ‘P(x;y)cos(x;y)

@ est clairement de classe C! sur R* et
tcost—sint

t
Orcost = 1+o0(1)etsint = t+o(t)donc ¢’'(t) = o(1)i.e. li(I)n @' = 0. On en déduit que ¢ est de classe C! sur R (et que ¢’(0) = 0).
t t—0

t—0 -0
X — X —

Vt € R*, ¢'(t) =

Puisque (x,y) — Y est clairement de classe C! sur R2, x,y) > cp( y) est de classe C! sur R? par composition. De la méme

N X+ F . . .
maniére, (x,y) — cos( y) est de classe C! sur R? donc f I’est également en tant que produit de fonctions de classe C! sur R2.

REMARQUE. La question précédente était donc inutile. Remarquons qu’on peut également calculer les dérivées partielles de f en
(a, a) al’aide de son expression en fonction de ¢ :

g_f(a, a) = %Cp'(o) cos(a) — %cp(O) sin(a) = —% sina
%(a, a) = —%cp’(o) cos(a) — %cp(o) sin(a) = —% sina
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\
5. En utilisant le développement en série entiere de sin,

( l)ntn

VteR, ot) = Z G+ 1)

Ainsi ¢ est développable en une série entiere de rayon de convergence infini. Par conséquent, ¢ est de classe C* sur R. L’expression

V(x.y) €R? f(x,y) = ‘P(x;y)cos(x;y)

sont clairement de

permet alors de montrer que f est de classe € sur R?. En effet, les applications (x,y) - Y et(x,y) —~ d ; Y

classe € sur R? tandis que ¢ et cos sont de classe C* sur R.

REMARQUE. On pouvait également utiliser I'indication de I’énoncé. Remarquons que pour (x, y) € R? (y compris lorsque x = y)

1
fx,y) = / cos(tx + (1 —t)y) dt
0

Pour tout t € [0,1], (x,y) — cos(tx+ (1 —1t)y) admet des dérivées partielles a tout ordre. Ces dérivées partielles sont de la forme
(x,) ~ (=1)%B@1 — )Y cos(tx + (1 — t)y) ou (x,y) = (=1)*tP(1 — )? sin(tx + (1 — t)y). De plus,

V(x,y,t) € R?x [0,1], [(=1)%F(1 — £)Y cos(tx + (1 — £)y)| < 1

et
V(x,y,t) € R? x [0,1],

<1

et t — 1 est intégrable sur le segment [0, 1]. Donc, en appliquant le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres successi-
vement par rapport aux variables x et y, on en déduit que f admet des dérivées partielles a tout ordre.

6. Puisque |sin’ | = |cos| < 1, sin est 1-lipschitzienne sur R donc
V(x,y) € R?, |sin(x) = sin(y)| < |x —y|

donc ;
V(x,y) € R*\ A, |f(x,y)| <1

De plus, pour (a,a) € A, |f(a,a)| = |cos(a)| < 1 donc
V(x,y) €R% |f(x, ) <1
Par ailleurs, £(0,0) = cos(0) = 1 et f(mr, ) = cos() = —1. Ainsi f admet 1 pour maximum et —1 pour minimum sur R2.

Solution 10

1. On applique la regle de la chaine,
oF _ of . o Of .
g(r, 0) = cos(0) 3x (rcos 8, rsinB) + sin(6) 3 (rcos®,rsind)

oF AN | , of .
%(r, 0)=-r sm(e)a(r cos6,rsind) +r cos(e)a(}’ cos 0, 7sin )
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On en déduit que

(r ) = cosz(e) f(r cos B, 7 sin ©)

+ cos(0) sm(e) (r cos 6, rsin 0)

+ sin(6) cos(e) f

(r cos 6, 7sin 0)

+ s1n2(6) (r cos 6,7 sin 0)

32
= cosz(e) (r cos B, rsin ©) + 2sin(P) cos(e)

f (r cos B, rsin®) + s1n2(e) (r cos 8,7 sin 0)
2
ZTS(V’ 8) = —r cos(e)—f(r cos 6, r sin ©)

+r st(G) f(r cos 8,7 sin0)

—r?cos(8) sm(@) f (r co0s 6,7 sin 0)

-r sin(e)%(r cos 6, rsin )

f
2 . .
r“ cos(0) sin(B) 3%y (rcos©,rsinH)

+r? cosz(e)ﬁ(r cos B, rsin0)
32y ’

= —ra—F(r 8) +r? inz(e)az—f(r 8,rsin0) + r? 2(9)62—f(r 8, rsin 8) — 2r2 cos(8) sin(P) Sl (rcos8,rsin®)
=-r30, s 52 (rcosdrs cos 2y cos 0, rsi cos(0) s 3x0y cos 0, rsi

On en déduit que

62F 5
( 0)+r (r,6)+ (r 0) =r*Af(rcos0,rsinf) =0

de2

2

2. 1l s’agit dans un premier temps d’appliquer le théoreme de dérivation des intégrales a paramétre. Comme 2 est continue sur tout
compact [a, b] X [0,27] avec [a, b] C] — R, R[, cela ne pose pas de probleme (je ne détaille pas toutes les hypothése). On en déduit
que @, est de classe 2 sur | — R, R[ et que :

27 oF
vr €] -R,R[, ¢,,(r) = f —(r, 0)e~in® dp
0

21
Vr €] - R,R[, oli(r )_f 62F(r 0)e-in® dg
0

Supposons dans un premier temps n = 0. Alors

2 2T
el R, Pgg) + e = [ ko)=L, o] =0
0

Ainsi @, est solution de 1’équation différentielle x2y” + xy’ = 0. Les solutions de 1’équation différentielles x?z’ + xz = 0 sur R sont

. A . . A .
les fonctions x X donc les solutions de x2y” + xy' = 0 sont les fonctions x — Alnx + B. On montre de méme que les solutions

sur R sont les fonctions x — Aln(—x) + B. Mais ¢ est continue en 0 donc en étudiant le recollement en 0, on trouve que @, est
constante.
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Supposons maintenant n # 0. Par intégration par parties,

1 27 1 m oF
Vr €] =R, R[, ¢n(r) = —— [F(r,8)e~®] " + = / 3 0)e~i"® 4o
0

- oF —mern_ azF —in®
= ( B)e . = X aez(r B)e de

0°F _
= _Wf aez( r,0)e"i"% 4o
0
Ainsi
Vr €] =R, R[, r@p(r) + rep(r) — n’e,(r) = 0
et donc ¢, est solution sur | — R, R[ de 1’équation différentielle
E&): x*y"+xy' —n*y=0

On va d’abord résoudre cette équation différentielle sur R’ . Une récurrence facile montre alors que toute solution est de classe €% sur
[R* Notons D I’endomorphisme de E = €®(R*) définie par D(y) : x = xy'(x). L’équation différentielle () s écrit alors D?(y) —
n?y = 0. D’apres le lemme des noyaux, 1’ensemble des solutions de (€) est alors

Ker (D? — n?1dg) = Ker (D — nldg) @ Ker (D + nldg) = vect(x — x",x = x™")

De la méme maniére, on montre que 1’ensemble des solutions de (E) sur R* est vect (x = x",x — x~"). On en déduit qu’il existe
(A,B,C,D) € R* tel que

Vr €]0,R[, @,(x) = Ax" +Bx™" et Vr €] —R,0[, ¢,(x) =Cx"+D™"
Comme ¢, est de classe €2 sur | — R, R][, le recollement en O montre que

* si|n| < 2,ilexiste A € R tel que Vr €] — R, R[, @,(r) = Arl"l;

Arltl si —R<r<0
e si|n| > 3, il existe (A, B) € R? tel que ¢,(r) =40 sir=0
Bri”l si0o<r<R

Solution 11

3f? P af \*
Soient f et f2 harmoniques sur U. Alors pour tout i € [[1,n], af =2 6% puis f = f —f +2 (a?f> . Ainsi
Xi i

2 £2 n 2
Af?) = Zaxf Z—{ Z(ﬂ) = 2f Af + 2| VP

i=1 i i= llaxi

Comme f et f2 sont harmoniques sur U, A f) = Af?) = 0. Par suite, V f est nul sur I'ouvert connexe par arcs U donc [ est constante sur U.
Solution 12

1. Par composition, u et v sont de classe € sur R et on obtient leurs dérivées par la régle de la chaine :

of af

Vx € R, u'(x) = a(x, x)+ a(x, X)

iy = o of
Vx € R, v'(x) = a(x, —X) — a(x, —X)
w,, n’est autre qu’une application partielle de f : elle est donc de classe C! et

of

Vy € R, wi(y) = a(x,y)
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2. Si x = 0, il suffit de prendre y, = 0 puisque f(0,0) = 0.
Soit x € R} . Par hypothése,

ey Of of
vt € [0,x], u'(t) = a(t, 6+ 50’ >0
Ainsi u est strictement croissante sur [0, x] de sorte que wy(x) = f(x,x) = u(x) > u(0) = 0. De méme
ey Of of
vVt € [0,x], v'(t) = a(r, —t) — 50’ —-1)<0

Ainsi v est strictement décroissante sur [0, x| de sorte que w,(—x) = f(x,—x) = v(x) < v(0) = 0. Comme w, est continue sur
[—x, x], il existe ¥, € [—x, x] tel que w,(yy) = 0.
Soit x € R’ . Par hypothése,

oy Of of
vVt € [x,0], u'(t) = a(t, £+ @(t, £)>0
Ainsi u est strictement croissante sur [x, 0] de sorte que w,(x) = f(x,x) = u(x) < u(0) = 0. De méme
oy Of of
vVt € [x,0], v'(t) = a(t, t)— @(t’ ) <0

Ainsi v est strictement décroissante sur [x,0] de sorte que w,(—x) = f(x,—x) = v(x) > v(0) = 0. Comme w, est continue sur
[—x, x], il existe Y, € [—x, x] tel que wy(yy) = 0.
Dans tous les cas, on a bien montré qu’il existe y, € [—x, x] tel que w,(y,) = 0.

d
Enfin, wy(t) = %(x, t) > 0 pour tout t € R donc w, est strictement croissante sur R et y, est unique.

3. Par définition,
Vx € R, f(x,@(x)) = wy(p(x)) =0
D’apres la régle de la chaine, x — f(x, ¢(x)) est dérivable sur R et

Vx € R, %(x, o(x) + CP'(X)%(X, (x)) =0

d
Comme —f est strictement positive sur R,

dy

)
2 (x00x)

VxeR, ¢'(x) = ——F———
2, ()
oy ’

p of 9f . R . , .
Comme f est C°, 3x et 5 sont continues, de méme que ¢ qui est méme dérivable d’apres I’énoncé. On en déduit que ¢’ est continue

sur R i.e. @ est de classe C! sur R.

Différentiation

Solution 13

1. On montre sans difficulté que D est un sous-espace vectoriel de E*. On vérifie également sans peine que les formes linéaires ¢; : f +—

3
%(0) pour i € [1, n] appartiennent toutes a D. Elles sont calirement non nulles puisque @;(ej) = 1 pour tout i € [[1, n].
i

2. Notons ¥ I’application de 1’énoncé. Soit (a, b) € ([R”)2 et (A, w) € R2.
Vf € E, (da + ub)(f) = df(0) - (Aa + ub) = A df(0) - a + u df(0) - b = Ap(a)(f) + up(b)(f)

car df(0) est linéaire par définition. Ainsi P(Aa + ub) = AP(a) + up(b) de sorte que P est linéaire.
Soit a € Ker. Pour tout f € E, P(a)(f) = 0. Notons (ey, ..., €,) la base canonique et (e], ..., €};) sa base duale. Pour tout i € [1, n],
e; € Eet dej(0) = ¢ car e} est linéaire. Ainsi

vie [Ln], ¥(a)e) = 0 = ¢f(a)
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n
Par conséquent, a = Z e;(a)e; = 0. L'application ¥ est donc bien injective.
i=1

3. Soit f € E. Fixons x € R". Par composition, I’application §: t € R — f(tx) est dérivable et, d’apres la régle de la chaine,

VteR, E(t) = Z (tx)e*(x)

D’apres le théoreme fondamental de 1’analyse

1 n 1
0
£ - 1O =550 = [ EO =Y et [ e a
0 i=1 o i
. JERTRN o af . o
Notons 1 la fonction constante égale a 1 sur R" ainsi que f; : x € R" — a(tx) dt pour i € [[1,n]. Ainsi
0 i

f=fOu+3 fief

i=1

On peut prouver a 1’aide du théoréme de dérivation des intégrales a parameétre que les f; sont de classe C* et sont donc des éléments
de E. Soit alors ¢ € D.

o(f) = f(0)p(1) + Z o(fief)
im1
Tout d’abord,
@(1) = (1%) = 21(0)¢(1) = 2¢(1)

donc ¢(1) = 0. De plus, pour tout i € [[1,n],
o(fiei) = £i(0)p(e) + € (0)p(f) = p(e) f;
Ainsi

#() = X oA = 3 ple” / Lora- Z o)L et
i=1 i=1 i

i=1

On a vu a la premiere question que les ¢; appartiennaient a D. Comme les cp(e;") sont des scalaires, on peut affirmer que la famille
(¢4, ... , @) engendre D. De plus, (@5, ..., ®,) est 'image de la base (ey, ... , e,,) par I’application linéaire injective ¢ donc cette famille
est libre : c’est une base de D.

Solution 14

1. Comme le produit scalaire est bilinéaire, g est différentiable sur R" et
V(x,h) € R"Y, dg(x)-h=2(f(x)—a| df(x)-h)
2. Posons M = g(0). Puisque | |}im f(x) = 400, il existe A € R, tel que
X||—+o00

Vx e RY x| > A = [gx)| > M

Comme la boule de centre 0 et de rayon A est compact, la fonction continue g admet un minimum m sur cette boule. De plus, comme
0 appartient a cette boule, m < g(0) = M. Comme f(x) > M lorsque x n’appartient pas a cette boule, m est bien le minimum de g sur
R".

3. Notons X, le point ot est atteient le minimum de g. Par conséquent, dg(x,) = 0. D’apres la premiére question,
Vh e R", (f(xo) —a| df(xo) - h) =0
Mais df(x,) est un endomorphisme de R"” injectif et donc également surjectif. Il s’ensuit que
Vk e R", (f(xg)—al|k)=0

puis f(xg) —a = 0. Ainsi f(x,) = a de sorte que f est surjective.
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Solution 15

1. SoitM € M, (R). Alors

+00

+co Mk Mk
exp(M) = Z o exp(0) + M + z T
n=0 n=2

Munissons M, (R) d’une norme d’algebre | - ||. Alors
+o0 +o00
Mn MVl
Z T < Z ”n_'” par inégalité triangulaire
n=2 n=2
+o00
™M™
< 3 B = exp(IMI) — M) 1
n=2
Puisque pour x réel, e = 1+ x + o(x),
x—0
+0o0
Mn
2 o = o(M)
= n! m-o

Finalement,
exp(M) = exp(0) + M + o(M)
M-0

Par conséquent, M € M,(R) — exp(M) est différentiable en 0 et dexp(0) = Idy¢, (r)-

2. Fixons ty € R. Remarquons que
Vi € R, ¢(t) = exp(A(t) — A(to)) exp(A(to))

car A(t) — A(ty) et A(ty) commutent. L’application y: t — A(t) — A(ty) est nulle en ¢, et est dérivable en t,. Comme exp est
différentiable en 0, exp oy est dérivable en £ et

(expoy)'(fp) = dexp(0) - v'(to) = v'(to) = A'(to)
Enfin, I’application M € M, (R) — M exp(A(ty)) est linéaire donc ¢ est dérivable en ¢, et
@' (to) = A'(tp) exp(A(ty))
En écrivant @(t) = exp(A(ty)) exp(A(t) — ty), on obtient de la méme maniére
@' (to) = exp(A(to))A (to)

Finalement, on a bien
vVt € R, ¢'(t) = A'(t) exp(A(t)) = exp(A(t))A'(¢t)

Solution 16

Soit M € M, (R). Alors pour tout H € M, (R),
f(M + H) = f(M) + MH + HM + H?
En choissant une norme d’algébre sur M, (R), |[H?|| < ||H||> donc
fM+H) =, f(M) + MH + HM + o(H)

De plus, H —» MH + HM est linéaire. Ainsi f est différentiable en M et df(M) est ’application H » MH + HM.
Solution 17

Remarquons que Q est également borné (utiliser la caractérisation séquentielle de 1’adhérence par exemple). Comme Q est fermé par défini-
tion, Q est un compact de E (car E est de dimension finie). Ainsi f admet un maximum et un minimum sur Q.

Si ce minimum et ce maximum sont atteints sur Fr(Q), alors ils sont égaux puisque f est constante sur Fr(Q). Ainsi f est constante sur Qet
a fortiori sur Q. On en déduit que df est nulle sur Q.

Sinon le minimum ou le maximum est atteint sur Q. Ainsi f admet un extremum local sur I’ouvert Q. On en déduit que df s’annule sur Q.
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Solution 18

1. Tout d’abord, par sous-multiplicativité de la norme, |H||" < ||H||" pour tout n € N*. Comme ||H|| < 1, la série géométrique Z IH||™

converge. On en déduit que Z H" converge absolument puis que Z H" converge puisque M, (R) est de dimension finie.
Par ailleurs, par continuité de la multiplication matricielle a gauche,

+00 +00 +00 +00 +00
I,-H) Y H'=> H*-H ) H"'= ) H'- ZH"“ ZH" D H"=H =1,
n=0 n=0 n=0 n=1

n=0
o0
Ainsi I, — H est inversible, d’inverse Z H".
n=0

2. On remarque que GL,(R) est I’image réciproque de 1’ouvert R* par I’application continue M € M, (R) — det(M). Ainsi GL,,(R) est
un ouvert de M, (R).

3. a. Soit H € M,(R) telle que |H|| < 1. D’apres ce qui précede

fA+H) =@, +H)™" = Y (-)"H" =1, -H+ ) (-1)"H" = f(I,) -H+ ), (-1)"H"
n=0 n=2

n=2
+00

Posons (H) = Z (—1)"H". Par continuité de la multiplication matricielle a gauche,
n=2

Cp(H) Z( 1)an+2 H2 Z( 1)an

Puis, par inégalité triangulaire et sous-multiplicativité de la norme,

S5 o] < g S g = VEE
le(ED| < [[HJ? | > (—=D"H"|| < [H|* ) [H|"* = T[]
n=0 n=0
H

Comme “ |||I|{|| (H) = o(H) puis

fd@,+H) = I, -—H+o(H)

H-0

Comme I’application H — —H est clairement linéaire, f est différentiable en I, et df(I,) = — Idyy, (w).-

b. Fixons M € GL,(R). Soit H € M,,(R) telle que |H|| < 1/[M || de sorte que [M~*H|| < [M~!||||[H|| < 1. On peut alors écrire :
fM+H)=M+H!'=MJI,+MH) =0, +MH) M= fM)-MHM ! + (M H)M™!
Mais, d’apres la question précédente,

IM—tH|?

1 < M)
1 |M-H]

MTTHM | < oM™ H)|[|M~ e Ve
lgp < llg Il I < =g

M~
On en déduit alors que (M~ 1H)M‘ = O(H) et donc que
fM+H) = f(M)—MHM™! + o(H)
H-0

Comme I’application H = —M~'HM ! est clairement linéaire, f est différentiable en M et df(M)(H) = —M~'HM~! pour
tout H € M ,(R).
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Gradient

Solution 19

1. Premiere méthode. Soit a € E. Pour tout h € E,
ola+h) = 3(fa+h),a+h)+wa+h
= 2@, 0) + 3 (@), ) + 3, @) + SR ) + w,a) + G )
= (@) + 5(f(@), ) + S(FR), @)+ 3 (F() ) + G, )
— (@) + (f(a), h) + %< F(h),RY + (u,h)  car f est auto-adjoint
= 9(@) + (f(@) + 1 h) + (), h)

L application h — (f(a) + u, h) est clairement linéaire. De plus, via 1’inégalité de Cauchy-Schwarz,

[(f (R, | < IlF (IR

Or f estun endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie donc f est continue. Notamment, Pllin}) f(h) = Og puis Pllin(l) If(R)| =

0. On en déduit que
ela+h) = o(a)f(a)+uh)+o(h)

Ainsi f est différentiable en a et df(a) est la forme linéaire h — (f(a) + u, h). Deuxiéme méthode L application §: x — (u,x)
est linéaire donc est différentiable sur E et d§ = &. f et Idg sont différentiables sur E en tant qu’applications linéaires, donc P : x —
(f(x), x) est également différentiable sur E car le produit scalaire est bilinéaire. De plus, df = f et dIdg = Idg de sorte que

V(x, h) € E?, db(x) - h = (f(h),x) + (f(x), h) = 2(f(x), h)
Finalement, ¢ = %lb + & est également différentiable et
V(x,h) € B2, do(x)-h = (f(x) +u,h)

2. On déduit directement de la question précédente que Vo(a) = (f(a) + u pour tout a € E.

Solution 20

1. Posons P(x) = ||x? et &(x) = (f(x), x) pour x € E.
Soit x € E. D’une part,
Vh € E, ¥(x + h) = P(x) + 2(x, h) + | h|?

Ainsi

YO +h) = =9(x) +20x, h) + o(h)
-0
donc ¥ est différentiable en x et V{(x) = 2x.
D’autre part, en utilisant le fait que f est auto-adjoint,
Vh € E, &x + h) = §(x) + 2(f(x), h) + (f(h), h)
D’apres I’inégalité de Cauchy-Schwarz,
[(f(h), ] < I f (W)l

De plus, %irr(l) f(h) = 0 car f est continue (linéaire et dim E < +o00) puis }llirr(l) lf(R)|| = 0 (la norme est lipschitzienne donc continue).

On en déduit que
§x+h) = 800 +2f(x), h) + o(h)
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donc & est différentiable en x et VE(x) = 2f(x).

Comme ¥ ne s’annule pas sur E \ {Og}, ¢ = = est également différentiable sur E \ {Og} et, par opérations

)

P(x) VEX) — §00) Vp(x) _ 2([1xI12 (o) = (f (), x)x)
$(x)? - I1*

Vx € E\ {0}, Vo(x) =

2. Supposons que x soit un vecteur propre de f associé a la valeur propre A. Alors
1[I £ () = (f (), x)x = Allx|[x — Allx[*x = Og

donc Vo(x) = 0g.
Réciproquement supposons que x € E \ {0g} vérifie Vo(x) = Og. Alors

1)1 £ () = (f (%), x)x = O
puis, comme x # Og,
s = T

donc x est bien un vecteur propre de f.

3. Remarquons que pour tout X € E \ {0g}, (x/|x|) = ¢(x). Ainsi, en notant S la sphére unité de E, ¢(E \ {0g}) = ¢(S). Puisque ¢ est
différentiable sur E \ {Og}, elle est a fortori continue sur E \ {Og}. Comme S est compact, ¢(S) est un segment. Notamment, ¢ admet
un maximum sur S et donc sur E \ {Og}.

4. Puisque ¢ admet un maximum global sur ’ouvert E \ {Og}, elle y admet un point critique. D’aprés une question précédente, ce point
critique est un vecteur propre de f.

REMARQUE. On peut alors en déduire une preuve du théoréme spectral. Si x est un vecteur propre de f, vect(x) est stable par f. Comme
f € 8(E), vect(x)* est également stable par f. On peut alors conclure par récurrence en considérant I’endomorphisme de vect(x)* induit

par f.

Jacobienne

Solution 21

On notera Jac g(x, y) la matrice jacobienne de g au point (x, ).

d 1
1. Remarquons que g admet des dérivées partielles en tout point de R? et que ces dérivées partielles, a savoir % D (xy) e (1, 3 cos x)

3
et 25 . (x,y) € R? = (2cosy, 1) sont continues sur R?. Ainsi g est de classe €! sur R? donc différentiable en tout point de R%. De

dy
plus,
1 2cosy
Jacg(x,y) = 1
3 cos X 1

2
Le déterminant de cette matrice jacobienne est 1 — 3 cos(x) cos(y) > 0 donc dg(x, y) est inversible.

2. Soit (X,Y) € R2. Alors

A(x,y) € R?, g(x,y) = (X, Y)
x+2siny =X
< 3(x,y) € R?, 1
y+ 3 sinx =Y
x+2siny =X

s 3l(x,y) € R?,
Y {y+%sin(X—Zsiny):Y
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1
Considérons I’application @ : y € R > y + 3 sin(X — 2sin y). Alors lim ¢ = 400 et lim¢ = —o0. De plus, ¢ est dérivable sur R et
+oo —00

VWeER, o' (y)=1-— %cos(y) cos(X—2y)>0

donc ¢ est strictement croissante sur R. Enfin ¢ est continue sur R donc c’est une bijection de R sur R. On peut alors conclure a la
bijectivité de g.

3. Onsait que gog~! = Idg2 donc dg(g=1(0,0)) = dIdg2(0,0) = Idg2 donc Jac g(g~1(0,0)) Jac g~1(0,0) = L,. Or g(0, 0) = (0,0) donc
g71(0,0) = (0,0) puis
-1
- L2 3 -6
Jacg™1(0,0) = (Jacg(0,0)) ' = 1 =
3 1 -1 3

Solution 22

1. f et g admettent des dérivées partielles continues en tout point de R? donc elles sont de classe C! et a fortiori différentiables. De plus,

Jac f(x,y) = (2xcos(x? —y?) —2ycos(x*—))) et Jacg(x.y) = (1 _11>

2. a. Remarquons que
V(x,y) € R?, fog(x,y) = sin(4xy)
On en déduit que
V(x,y) € R?, Jac(f o g)(x,y) = (4y cos(4xy) 4xcos(4xy) )
puis que
d(f o &)(x,y) - (u,v) = 4(uy + vx) cos(4xy)

b. Remarquons que

Jac(fog)(x,y) = Jac f(g(x, y))Jacg(x,y) = ( 2(x + y) cos(4xy) —2(x —y)cos(4xy) ) ( 1 _11 ) = ( 4x cos(4xy) 4y cos(4xy) )

On aboutit au méme résultat que précédemment.

Espace tangent

Solution 23

1. Soient A € A,(R) et t € R. La transposition est un endomorphisme de M, (R) qui est de dimension finie : elle est donc continue. On

en déduit aisément que
(™7 = otAT — o—tA _ (etA)1

Ainsi e'® € 0,(R).

2. Soit A € A,(R). Lapplication y, : t — e‘A est est de classe C! sur R a valeurs dans O,(R) et pour tout t € R, y,(t) = Aexp(tA).
Notamment, y5(0) = I,, et Y4 (0) = A. Ainsi A est un vecteur tangent 2 O,(R) en L,,.
Réciproquement soit A un vecteur tangent & O,(R) en I,,. Il existe donc y : | —¢€,e[— O, (R) dérivable tel que y(0) = I, et y'(0) = A.
Pour tout t €] — ¢, €[, y(t) Ty(t) = L,,. Par bilinéarité du produit matriciel et linéarité de la transposition, on obtient en dérivant,

Vi €]l —gel, YOTY@) +y®) Y1) =0

Notamment,
7' (0)77(0) +v(0)Ty'(0) =0
Ce qui donne AT + A = 0 et donc A € A,(R). On en déduit que I’ensemble des vecteurs tangents & O,(R) en I,, est A,(R).
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Solution 24

Soit M = (X, o> Zo) € S. Un vecteur normal au plan tangent en M a S est n = (3x2 + 3Y,, 3X¢, 1). Le vecteur u est tangent 2 S en M si et

1
X = —g
seulement si u L ni.e. —3xy = 1. Ainsi I’ensemble recherché est la droite d’équation cartésienne .
——=-y+z=0
2777

Solution 25

Remarquons que D = A + vect(u) avec A = (—2,1,0) et U = (4,0, —1). Soit M = (x¢, Yo, Z9) € S. Ainsi X, = 8yyZo. Le plan P tangent
a S en M est le plan passant par M et de vecteur normal n = (1,—8zy, —8Yy). Le plan P contient la droite D si et seulement si @ L 7 et
MA 1 7, ce qui équivaut 2

44+8y,=0
{Syozo +2—-8z0(yp+1) —8ypzp =0
ou encore X
Yo = )
N
76

On rappelle qu’alors xy = 8yyzg = % Le seul point de S en lequel le plan tangent contient la droite D est le point (—2, —%, %)
Solution 26

1. Soit (x,y) € g% Il existe donc € > 0, X et Y deux applications de | — ¢, €[ a valeurs dans G dérivables en 0 et telles que X(0) = 1,
Y(0) =1,X'(0) = x et Y/(0) = y. Comme G est un groupe, XY est également & valeurs dans G et XY(0) = X(0)Y(0) =1x 1 =1.De
plus, I’application (u, v) € A? — uv est bilinéaire et A et de dimension finie donc XY est dérivable en 0 et

(XY)'(0) = X'(0)Y(0) + X(0)Y'(0) = x X 1 +1 X y = x +y

Ainsix +y € g.

Soit A € R*. Alors Z: t €] — ¢/|A|, €/|A|[~> X(At) est a valeurs dans G, dérivable en 0 et Z'(0) = AX'(0) = Ax € g.
Enfin, ’application C: t € R 1 est a valeurs dans G, vérifie C(0) = 1, est dérivable en 0 et C'(0) = 0 € g.

On en conclut que g est bien un sous-espace vectoriel de A.

2. a. G estun groupe donc X(t) est inversible pour tout t €] — ¢, €.

b. On peut munir A d’une norme d’algebre | - ||. En effet, si N est une norme sur E, on peut poser ||a]| = sup N(ax) ou S désigne la
xeS
sphere unité de E pour la norme N.

+o00 +o00
Si x € E vérifie | x|| < 1, la série Z x™ converge alors absolument et on vérifie que (1 — x) (Z x") = (Z x") = 1. Ainsi

n=0 n=0

+o0o0

1 — x est inversible d’inverse Z x". Posons f,, : x = x" pour n € N. Pour tout n € N, f;, est continue sur A (comme composée

n=0
de I’application linéaire x € A — (x,...,x) € A" et de I'application multilinéaire (x,...,x,) € A" — X; ... Xx,). De plus,
fn converge normalement sur toute boule fermée incluse dans la boule ouverte unité B (pour la norme | - ||). En effet, si R < 1
est le rayon de cette boule fermée, alors || fn||oo,§(0,R) < R"™. On en déduit que I’application ¢ : x ~ (1 — x)~! est continue sur
B. Cette application est donc notamment continue en 0. Comme X est continue en 0 et X(0) = 1, il existe 0 < & < ¢ tel que
Z(t) = 1 — X(t) € B pour tout t €] — 8, 3[. Pour tout t €] — 8, 8[, X(t) = ¢ o Z(t) donc X est continue en 0 par composition.
¢. X(0) = 1 donc X(0) = X(0)~! = 1. Soit t €] — ¢, [\{0}.

X()-X0) X(O)1'-1 _ aX()-1 _1 X(t) — X(0)
t—0 t =X t X(®) t—0
P . X(t) _X(O) _ ’ < . . -1 _ -1 _ . .
Comme X est dérivable en 0, }m& —5—0 - X'(0). Comme X est continue en 0, }111(1) X))~ =X(0)"! =1. Ainsi
X=X _
im——p - X©

donc X est dérivable en 0 et X'(0) = —X'(0).
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d. D’apreés la question précédente, X est dérivable en 0. L application (u, v) € A? — uYv est bilinéaire et A est de dimension finie
donc C est dérivable en O et
C’(0) = X'(0)YX(0) + X(0)YX'(0) = X'(0)Y — YX'(0)

3. Comme x € g, il existe € > 0 et une application X : | — ¢, e[— G dérivable en O et telle que X(0) = 1 et X'(0) = x. Lapplication C de
la question précédente est a valeurs dans G car G est un groupe. De plus, C(0) = 1 donc C'(0) = xY — Yx € g.

4. Soit (x,y) € g*. Comme Y € g, il existe ¢ > 0 et une application Y : | — ¢, ¢[— G dérivable en 0 et telle que Y(0) = 1 et Y'(0) = y.
D’apres la question précédente, D : t €] — g, e[~ xY(t) — Y(¢)x est & valeurs dans g. Comme g est un sous-espace vectoriel de A,

D(®H-DEO)

vt €] —¢,¢[\{0}, 0

A

Or

D(t) — D(0 Y(t)-Y(0) Y()-Y(
()=DO) _ YO -YO) _YO-YO) o0 viior - xy— yx
t—-0 t—0 t—0 t=0
car les multiplications a gauche et a droite par x sont continues (endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie). Enfin,
comme g est un sous-espace vectoriel de A, qui est de dimension finie, g est fermé. Ainsi

_ . D() — D(0)
=y =i 20250 <.t

Solution 27

1. Lapplication f: t € R — det(A + tM) est polynomiale donc continue. Comme f(0) = det(A) # 0, il existe € > 0 tel que f(t) # 0
pour tout t €] — ¢, ¢[.

2. Posons ¢ : t €]—¢, e[~ A+tM. Cette application est dérivable (car affine) et est & valeurs dans GL,(R) d’aprés la question précédente.
De plus, ¢(0) = A. On en déduit que M = ¢’(0) est un vecteur tangent 2 GL,,(R) en A. L’inclusion réciproque étant évidente, I’ensemble
des vecteurs tangents a2 GL,(R) en A.

Solution 28

Soient x € U ety € E. Comme U est ouvert, il existe € > 0 tel que la boule ouverte de centre x et de rayon ¢ soit incluse dans U. Posons
@: t €] —¢¢g[~> x+ty. Alors @ est a valeurs dans U. De plus, ¢(0) = x, ¢ est dérivable (car affine) et ¢’(0) = y. On en déduit que y est un
vecteur tangent a U en x. Ainsi I’ensemble des vecteurs tangents a U en x € U est E.

Optimisation

Solution 29

1. * Recherche des points critiques :

of

a(x,Y)ZO {x=0
d =
%(x,y>=o y=0

Le seul point critique de f est (0, 0).
* Etude au voisinage de (0,0) :
6x

0

Néanmoins f(x,0) > 0 pour x > 0 et f(x,0) < 0 pour x < 0. Donc f n’admet pas d’extremum local en (0, 0) et donc aucun
extremum local sur R2.

0 00
On trouve Hy(x,y) = ( 6 ) de sorte que H¢(0,0) = ( 00 ) On ne peut pas conclure avec la hessienne.
y
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2. » Recherche des points critiques :
of
3P =0 {2x+y—3=0 ixzo
—
%(x’y)zo x+2y-6=0 y=3

Le seul point critique de f est (0, 3).
* Etude au voisinage de (0, 3) :

21
On trouve Hf(x,y) = ( 1 2 ) Ainsi tr(Hf(0,3)) = 4 > 0 etdet(H (0, 3)) = 3 > 0. f admet donc un minimum local en (0, 3).

REMARQUE. Posons u = xetv =y — 3. Alors

fx,») = £(0,3) = f(u,3+v) +9 = u® +uv +v?

=%((u+v)2+u2+v2)20

Ainsi f méme un minimum global en (0, 3).

3. » Recherche des points critiques :
of
XY =0 2x—-32=0 x=0
of 8y3 —6xy =0 y=0
a(x,}’) =0

Le seul point critique de f est (0, 0).
* Etude au voisinage de (0,0) :

-6 20
On trouve Hy(x,y) = Y de sorte que H7(0,0) = . On ne peut pas conclure avec la hessienne.
—6y 24y? — 6x 00
3 4
Néanmoins, f(0,y) = y* > O et f(zyz,y> = —)jT < 0 pour y # 0. Ainsi f n’admet pas d’extremum local en (0, 0) et donc
aucun extremum local sur R2.
4. » Recherche des points critiques :
of 1
a(x,y):o 3x2-1=0 Xx=t—
of = o V3
@(X,Y) =0 Y y=0

1
* Etude au voisinage de (iT, 0) :
3

6x
On trouve Hy(x,y) = o

1
local en (——)
V3,0

Solution 30

1
5 ) Ainsi f n’admet pas d’extremum local en (—, 0) (point-selle) mais admet un maximum

1. fest polynomiale en x et y : elle admet donc des dérivées partielles premiéres polynomiales en tout point de R?. Ces dérivées partielles
sont a fortiori continues sur R2.

2. Le calcul des dérivées partielles donnent :

g — 3 ﬂ_ 2 2 3
ax(x,y) =2x(1+y) 3y 3x%(1 + y)* + 4y
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3
Les points critiques sont les points (x, y) tels que a—i(x, y)=0et

of

a(x, y) = 0. La premiére condition équivaut 2 x = 0ouy = —1.

La deuxiéme condition montre que y ne peut étre égal & —1. On a donc x = 0 puis y = 0. Le seul point critique est (0,0).

3. Ona f(0,0) = 0 etpour y > —1, f(x,y) > 0. Ceci montre que f admet bien un minimum local en (0,0). Mais f(y,y) ~ y°donc

——

lim f(y,y) = —oo. f prend donc des valeurs strictement négatives et f n’admet pas de minimum global en (0, 0) (f n’admet pas de
y——o0

minimum global du tout).

Solution 31

1. En vertu du théoréme spectral, il existe une base orthornormée (e, ...,e,) de vecteurs propres de f. Notons Ay, ..., A, les valeurs
propres associées a ces vecteurs propres. Soit alors h € E \ {Og}. Alors

2.

puis

n
VI
i=1

f(h) =Y | f(e) = D (e | ke
i=1 i=1

Mais comme (ey, ... , €,) est une base orthornormée

(f(R) | h) = 3 Aile; | h)?

i=1

Les A; sont strictement positifs et les (e; | k) ne peuvent étre tous nuls car h # Og. Ainsi (f(h) | h) > 0.

a.

Premiére méthode. Soit (x, h) € E2. Remarquons que

g0+ ) = 3P 1)+ 307 [ 1)+ 5 [0+ 3(FC) [ ) = | %) = (| )

gx+h)=gx)+(fx)—u|h)+ %(f(h) | h) car (f(h) | x) = (f(x) | h) en vertu de la symétrie de f

Comme f est linéaire et que E est de dimension finie, il existe C € R, tel que | f(z)| < C|z| pour tout z € E. D’apres
Cauchy-Schwarzn

I(f(h) I ) < If RN < CliA|?
En particulier,

(Fw) | B) = o(h)

On en déduit que g est différentiable en x et que dg(x) est I’application h — (f(x) — u | k). On peut également affirmer que
Vglx) = f(x) —u.

Deuxiéme méthode L’ application ¢ : x — (u | x) est linéaire donc est différentiable sur E et dep = . f et Idg sont différentiables
sur E en tant qu’applications linéaires, donc P : x — (f(x) | x) est également différentiable sur E car le produit scalaire est
bilinéaire. De plus, df = f et dIdg = Idg de sorte que

V(x, h) € B, db(x)-h=(f(h) | x)+ (fC) | b) = 2(f(x) | b)
Finalement, g = %1]) — ¢ est également différentiable et

V(x,h) € E?, dg(x)-h=(f(x)—u|h)

. D’apres la question précédente, les points critiques de g sont les vecteurs z € E tels que f(z) = u. Mais comme Sp(f) € R}, f

est inversible. L unique point critique de g est donc zy = f~!(u).

http://lgarcin.github.io 20


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

c¢. En reprenant la question

Vh € E, g(zo + ) = 8(z0) + (f(20) = u | W) + 3(F(h) | B) = gz) + 5(FR) | )
D’apres la premiere question
Vh € E, g(zo + h) > g(zo)

donc g admet bien un minimum global en z,. Mais on a méme prouvé que (f(h) | h) > 0 pour tout h € E non nul donc
g(zg + h) = g(zy) si et seulement si h = Og. On peut donc préciser que z, est 1’unique point en lequel g admet son minimum
global.

Solution 32

1. Comme T est ouvert, si F admet un extremum local sur T, il s’agira d’un point critique. Or pour (x,y) € T, F(x,y) = x(1 —y) de sorte
que pour (x,y) € T,
g—li(x,y) =1-y %(x,y) =-X
Puisque 0 < x <y < 1 pour (x,y) € T, ces dérivées partielles ne s’annulent pas sur T : F n’admet pas d’extremum local sur T.
2. Remarquons que F est continue sur K. Si on n’est pas convaincu, on peut par exemple remarquer que
V(x,y) € K, F(x,y) = min(x, y)(1 — max(x, y))
De plus, les fonctions (x, y) — min(x, y) et (x,y) — max(x, y) sont continues puisque

X+y—|x—yl
2

X+y+|x—y|

max(x,y) = 2

min(x, y) =

Comme K = [0, 1]? est compact comme produit de compacts, la fonction continue F admet un maximum et un minimum sur K. D’ aprés
la question précédente, ces extrema ne peuvent €tre atteints sur T, et par symétrie des rdles de x et y, ils ne peuvent pas non plus étre
atteints sur T' = {(x,y) € R?, 0 < y < x < 1}. Par conséquent, ils sont atteints sur

(10,1} x [0,1]) U ([0, 1] X {0,1}) U A

Vy € [0,1], F(0,y) =0
vx € [0,1], F(x,0) =0
vt €[0,1], F(t,£) = t(1 — £)

1 1
Une rapide étude montre que le minimum de ¢ — t(1 — t) sur [0, 1] est 0 et que son maximum est 1 On en déduit que méix F= i et

minF = 0.
K
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1 1
REMARQUE. On peut aussi pressentir que mI?X F= 1 Dans ce cas, il suffit de constater que F (5, 5) =7 et que

x(1-y)<x(1-x)< = si0<x<y<1

V(x,y) € R?, F(x,y) =
y1-x)<yQ-y) <

si0<y<x<1

BN T N S

1
Ceci prouve bien que mélx F= 1

Solution 33

Tout d’abord, F est clairement positive sur K et f(0,0) = 0 donc n%(in f=o.
Comme f est clairement continue sur le compact K, elle y admet également un maximum. Ce maximum est soit atteint sur la frontiere de K,

soit sur I’intérieur de K. Dans ce dernier cas, il est atteint en un point critique.
Etudions d’abord f sur la frontiere de K :

Vx € [0, g] f(x,0) =0
Vy € [o,g], £(0,y) =0

Vx € [0, g] , f(x, g) = sin(x) cos(x) = %Sin(zx) <

S Rl ST

vy e [0.3], £(5.3) = sin)cos(y) = 3 sin(2y) <

1
Ainsi f est majorée par 5 sur la frontiere de K.
Etudions maintenant les points critiques de f sur I’intérieur de K.

g—li(x, y) = sin(y) (cos(x) sin(x + y) + sin(x) cos(x + y)) = sin(y) sin(2x + y)

<-;—1;(x, y) = sin(x) (cos(y) sin(x + y) + sin(y) cos(x + y)) = sin(x) sin(y + 2x)

A 2
Ainsi pour (x,y) €K = ]O, g[ ,

oF oF

a(x,}’) = E(X’Y) =0
< sin(2x + y) =sin(y +2x) =0
S 2X+y=y+2x=m

(:»x—y—n
Y73

T T 3\/§ 1 s _ 3V3
Orf(g, E) =5 > 5 On en déduit que méle =3
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1
150

Solution 34

1. On prouve classiquement que ¢ : x — ||x||? est différentiable sur E et que pour tout x € E, de(x) est I’application h — 2(x, h).
L application P : x — f(x) — a est également différentiable et pour tout x € E, d(x) = df(x). Par composition, g = ¢ o P est
différentiable sur E et

V(x, h) € B, dg(x) - h = de((x)) o dp(x) - h = 2(f(x) — a, df(x) - h)

2. Pour tout x € E, g(x) > (| f()|| = la|)®>. Comme lim | f(x)|| = +co, on a également
X[|—+oco

lim g(x) = +oo. Ainsi il existe A € R,
llfl—>+ X||=+00

o]
tel que

Vx €E, [Ix| 2A = g(x) = g(0)

Par ailleurs, la boule B fermée de centre 0 et de rayon A est compact car E est de dimension finie. g est continue sur E car elle y est
différentiable donc g admet un minimum m sur le compact B. Par définition de A, m est le minimum de g sur E.

3. Notons X, un point ot g admet son minimum. On a alors dg(x) = 0 et donc
Vh € B, (f(xo) —a, df(x¢)-h) =0

ou encore
Vh € Im df(xg), (f(xg) —a,h)=0

Comme df(x,) est un endomorphisme injectif de I’espace vectoriel de dimension finie E, elle est également surjective i.e. Im df(xy) =
E. Ainsi
Vh €E, (f(xg)—a,h)=0

On en déduit que f(xg) —a € E* = {0g}i.e. a = f(x,). Lapplication f est donc surjective.

Solution 35
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3
—i(x’J’) =0
1. Les points critiques de f sont les solutions du systeme f ,
a—(x,)’) =0
y
af
a(x’J’) =0
of
@(xﬂy) =0
3x2 =3y =0
—
3y2=3x=0
— 5
xX=y
= y=x"
x = x*
{y =0 {y =1
— ou
x=0 x=1

Les points critiques de f sont donc (0,0) et (1, 1).

2. Soit € > 0. Alors f(g,0) = €3 > 0 et f(—¢,0) = — < 0. Comme (g, 0) et (—¢, 0) sont arbitrairement proches de (0, 0), f prend des
valeus strictement positives et strictement négatives dans tout voisinage de (0, 0). Ainsi f n’admet pas d’extremum local en (0, 0).

3. Dans un premier temps,
Y(u,v) € R?, g(u,v) = 3u? + 3v? — 3uv + u3 + V3

puis
1
Y(r,0) € Ry X R, g(rcos8,rsin®) = 3r2 — 3r% cos O sin 6 + r3(cos® 8 + sin® §) = 312 (1 -5 sin(20) + 2(0053 0 + sin® 9))
4. Soit (r,0) € R, x R. Comme sin et cos sont a valeurs dans [—1, 1], on a d’une part

1- % sin(28) >

N =

et d’autre part

\S)

%(cos3 O+sin’0) > —=> -2

w

Comme r > 0, on obtient
1- % sin(26) + g(cos3 0 +sin®6) > % —2r
puis
g(rcos 6,rsin0) > 3r? (% - 2r)
Notamment pour 7 < %, g(rcos B, 7sin©) > 0. On en déduit que pour tout (x, y) dans le disque de centre (1, 1) et de rayon % (pour la
norme euclidienne), f(x,y) > f(1,1). Autrement dit, f admet un minimum local en (1, 1).

5. Remarquons que f(x,x) = 2x> — 3x2. Notamment, lim f(x,x) = —co et lim f(x,x) = +oo. La fonction f ne posséde pas de
X—>—00 X—>+00

minimum global puisqu’elle n’est méme pas minorée et elle ne posséde pas non plus de maximum global puisqu’elle n’est pas majorée.

Solution 36
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1. On peut prolonger f en une fonction continue f sur (R,)"™ en posant f = 0 sur la frontiére de (R3)™. Alors
—_ n
C= {(xl, e Xp) € (R, DX = 1}
i=1

est fermé et borné donc compact car R” est de dimension finie. Ainsi f admet un maximum sur C. Or f est nulle sur FrC et

1 1 ~ ~
f (—, s ﬁ) = In(n) > 0 donc le maximum de f est atteint sur C. Puisque f = f sur C, f admet donc bien un maximum sur

2. Posons g: (xq,...,Xx,) € (RY)" — le — 1 de sorte que C = g~1({0}). f et g sont de classe C! sur I'ouvert n(R%)". D apres le
théoreme des extrema liés, V f(a) est colineaire aVg(a)ie. (-1 —In(ay),...,—1 —1In(a,)) est colinéaire a (1,...,1). On en déduit
n
1
que les —1 — In(q;) sont tous égaux puis que les a; sont tous égaux. Puisque a € C, Z a; = 1 donc les a; sont tous égaux a n Ainsi
i=1
1 1
le maximum de f sur C est atteint en (ﬁ’ et ﬁ) et vaut In(n).

REMARQUE. On peut aboutir au méme résultat de maniere plus élégante en utilisant la convexité de la fonction x € R} — —xIn(x).

Solution 37

f est clairement continue sur R? donc elle admet un maximum et un minimum sur le compact S. Posons g : (x,y) € R? » x? + y* — 1 de
sorte que S = g~1({0}). Alors f et g sont clairement de classe €' sur R2.
Notons (a, b) € S le point ol f atteint son minimum/maximum. Comme V(a, b) = (2a, 2b) # (0,0) puisque (a, b) € S, on peut appliquer le

b=2Aa
N iy . . |Vf(a,b) =21Vg(a, b) . 1 1 .
théoreme des extrema liés : on résout le systeme a = 2MAb ce qui donne a = +— et b = £+—. Puisque
gla,b)=0 PIT 2 V2

f(i, L) = (—L,—i) = l etf(i,—i> = (—L,i) = —1, on en déduit que max f = l et min f = —l.
R A R W) AR A

Solution 38
af _
a(-x’ J’) =0
)
Ty =0

Déterminons d’abord les points critiques

xy(x —2y>42x)=0
=
EV(=x?+2y?—4y) =0
x2—=2y*+2x=0
=
—x>+2y?—4y=0
x2—=2y*+2x=0
=
2x—4y=0
2y’ +4y=0
=
x=2y

— ou
y=0 y=-2

Les deux points critiques sont (0, 0) et (—4, —2). On calcule la hessienne de f

X2 =2y +4x+2 —x*42y2-2x—14
Hy(x,y) = ¥ ( Y Y Y

—x?+2y?—2x—4y x?-2y*+8y—4
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2 0 -6 8
D’une part, Hy(0,0) = ( 0 4) donc f n’admet pas d’extremum local en (0,0). D’autre part, H¢(—4,-2) = e‘z( s 1 ) Alors

det(Hy(—4,—2)) = 8¢~* > 0 et tr(H(—4,—2)) = —18e™2 < 0 donc f admet un minimum local en (—4, —2).

REMARQUE. Puisque f(0,—y) = —2y%¥ — —o0, ce minimum local n’est pas un minimum global (f n’admet pas de minimum
y—=>+o0
global).
Solution 39

Remarquons que & = {(x,y) € R2, g(x,y) = 0} est compact. Tout d’abord, & est fermé comme image réciproque du fermé {0} par

I’application continue g. On montre aisément que xy > —E(x2 + ¥?) pour tout (x, y) € R2. On en déduit que pour (x,y) € &,
1
§(x2+y2)3x2+y2—xy=1

Ainsi € est inclus dans le disque de centre I’origine et de rayon \/5 Notamment, & est bornée. Comme R? est de dimension finie, & est

compacte.
Soit (a, b) un extremum global de f sur €. C’est a fortiori un extremum local. Comme V f(a, b) = (2,—1) # (0,0), Vg(a, b) = (2a+b, a+2b)
2a+b 2
est colinéaire a V f(a, b). Ainsi b 1 = —2a—b—2(a+ 2b) = —4a — 5b = 0. Comme g(a, b) = 0, on obtient b = ii. Ainsi
+ - 21

(a,b) = J_r\/%(—s,@. or

f(_s 4)__14<14_f(5 _4)
V21 21 V21 421 V21 a1

4 14 5 4
Donc f admet pour minimum ——— attelnt en | ———, — | et comme maximum —— attelnt en| —,—

21 /2 V21 421

w
—

Solution 40

Remarquons tout d’abord que f est de classe € sur R? par opérations.

1. Soitgp: x € R — e — x. Alors ¢ est strictement décroissante sur R comme somme de deux fonctions strictement décroissantes.
De plus, lim ¢(x) = —oo par opérations et lim ¢(x) = +oo par croissances comparées. Enfin, ¢ est continue sur R. D’apres le
X—>+00 X—>+00

—X

corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, ¢ s’annule une unique fois sur R. Autrement dit, I’équation e™ = x admet une

unique solution sur R.

Y ey =

2. Les points critiques de f sont les solutions du systéme f , C’est-a-dire
~(x,9)=0
3y (x,¥)
2x —2y—e* =0
—2x+4y=0

Ce systeme équivaut a

x=e*
2y=x

On a vu que la premiere équation de ce systéme admettait une unique solution x, € R. On en déduit que f admet un unique point
critique (xg, yo) = (Xg, Xo/2).

3. Pour tout (x,y) € R?,

aZ
(e axé{y( D) (24e 2
o=l gp ep o =Ly
(x, ) 62(xy) -

dydx
Notamment, tr(H¢(xo, yp)) = 6 + e > 0 et det(H¢(x¢,yp)) = 4 + 4e™* > 0. Les deux valeurs propres de H¢(xo, y,) sont donc
strictement positives. Par conséquent, f admet un minimum local en (xg, yy).
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Solution 41

1. Les applications u et Idg sont linéaires donc continues sur E car E est de dimension finie. De plus, le produit scalaire est bilinéaire et
E est a nouveau de dimension finie donc f est également continue sur E. S est fermée et bornée donc compacte car E est de dimension
finie. On en déduit que f admet un maximum sur S.

2. Tout d’abord, comme u est auto-adjoint
V(x,h) € E%, f(x+ h) = f(x) + (u(x), h) + (u(h), x) + (u(h), h) = f(x) + 2(u(x), h) + (u(h), h)

Mais d’apres I’inégalité de Cauchy-Schwarz, |(u(h), h)| < ||u(h)|- ||kl et u(h) — 0 par continuité de h de sorte que (u(h), h) = o(h).
h-0 h—0

On en déduit que f est différentiable sur E et que pour tout x € E, Vf(x) = 2u(x). Comme u est continue, f est de classe C! sur E.
On montre de la méme maniére que g est de classe ! sur E et que Vg(x) = 2x pour tout x € E.

D’apres le théoreme d’optimisation sous contrainte, V f(a) est colinéaire a Vg(a) i.e. f(a) est colinéaire a a i.e. a est un vecteur propre
de a.

REMARQUE. On peut alors en déduire une preuve du théoréme spectral. Puisque vect(a) est stable par u et que u € S(E), vect(a)* est
également stable par u. On peut alors conclure par récurrence en considérant I’endomorphisme de vect(a)* induit par u.

Solution 42

1. Soit (x,y) € [0,1]%. Alors
A=) -1 =)A=y =x+y—2xy=x—)? >0

2. D’apres la question précédente, pour (x,y) € [0,1]*\ {(1, 1)},

A-VP _A-yoP G-y 1=
I-xy 7 1-xy (- +yxy)  1+xy

Or X l)im(1 b 1 —4/xy = 0 de sorte que f est continue en (1, 1) par encadrement.
x’y - bl

Vxy

0< f(x,y) <xy

3. Remarquons que f est continue sur [0, 1]\ {(1, 1)} par opérations donc f est finalement continue sur le compact [0, 1]2. Pra conséquent,
f admet un maximum sur [0, 1]2. De plus, f est nulle sur la frontiere de [0, 1]? et f(1/2,1/2) > 0 par exemple de sorte que ce maximum
est atteint en un point intérieur a [0, 1]. Il s’agit donc d’un point critique de f. Pour (x,y) € [0,1]?\ {(1,1)},

of _ A= +x%y —2x)
x>y = (1—xy)?
of _x(1=x)(1 + y*x —2y)
=T e

Les points critiques de f sur ]0, 1[2 sont donc les solutions du systéme
1+x?y—2x=0
1+y*x—2y=0

Soit (x, y) une éventuelle solution. En soustrayant les deux lignes, on obtient (xy — 2)(x —y) = 0. Or (x, y) €]0, 1[? donc xy # 2 puis
X = y. On obtient alors 1 4+ x> — 2x = 0 ou encore (x — 1)(x?> + x — 1) = 0. Or x # 1 donc x?> + x — 1 = 0. L’'unique solution dans

V5-1
2

précede, f admet un maximum en ce point.

10, 1] de cette derniére équation est x, = . On en déduit que (x, Xo) est I’unique point critique de f sur ]0, 1[2. D’apres ce qui
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Equations aux dérivées partielles

Solution 43

Soit f une fonction solution de I’EDP. On effectue le changement de variable u = x + y, v = x — y i.e. on pose g(u,v) = f(x,y) de telle
sorte que g est de classe C1. On a alors :

o _gu g _%
dx  duodx ' duvdx du  ov
of _dgdu L% dg v 6_g ag
6y du ay dv ay du  dv
d u
g vérifie donc ’EDP Za—i = g. Ainsi g(.,v) est solution de I’équation différentielle 2y’ = y. g est donc de la forme g(u,v) = A(v)ez avec
xX+y
A = g(0,.) de classe CL. Ainsi f(x,y) = Mx —y)e 2 .
Réciproquement, toute fonction de cette forme vérifie I’EDP initiale.

Solution 44

Soit f une solution de ’EDP. On pose g(r,0) = f(rcos6,rsind) pourr > 0et 6 € ]—g, g[ g est également de classe C' et

og _ of . .of
Frie cosea + sme@
og . A0f of
3 —rsmea + rcos 6@
On en déduit
of _ dg sin69dg
ox or r 90
of _ i og | cosBog
ay - e T T %8
On en déduit g—‘g = 0. Ainsi g(r, 0) = ¢(r) ot @ est de classe CL. Ainsi f(x,y) = o(y/x2 + y2).
Réciproquement, toute fonction de cette forme est solution de I'EDP initiale.
Solution 45

2
Remarquons que v = y — x? et posons g(u, v) = f(x,y).

af 6g6u+6gav_6_g 9g
dx duodx  odvdx du av
df _ 9gdu  9gdv a_g

dy  dudy  dvdy dv

u? L . 0g  u? L
Enfin, x +y = > + u + v. Donc (E) équivaut a =3 + u + v. Ainsi
3 2
w ou
g(u,v) = 3 7+uv+cp(v)

oll @ : R = Restde classe C!. On a alors
x? x> x? x? x? x> x? x?
f(x’)’)=g<X,y—7>=?+7+X<y—7>+cp<y—7>=—?+?+xy+cp<y—7>

La condition f(0,y) = 0 donne ¢(y) = y pour tout y € R.
La solution recherchée est donc

X3 x? x? x3
f:(x,y)H—?+?+xy+ y-F|=-g txyty
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Solution 46

Supposons f homogeéne de degré a. En dériavnt la relation f(tx, ty) = t*f(x,y) par rapport a t, on obtient

) )
V(x,y) € R?, Vt > 0, x%(tx, ty) + y%(tx, ty) = at* 1 f(x,y)
11 suffit alors de spécialiser cette relation a ¢ = 1 pour obtenir
d d
VCey) € R x5 (x09) 4y ) = af )

Réciproquement soit f de classe C! vérifiant cette derniére relation. Fixons x et y et posons ¢@(t) = f(tx,ty) — t*f(x,y) pour t > 0. Par
composition, ¢ est bien de classe ! sur R* et pour t > 0:

Q'(t) = x:—ir(tx, ty) + y%(tx, ty) —at* ' f(x,y)
= % <txg(tx, ty) + tyg—;c(tx, ty)) —at* L (x,y)

% flex,ty) —at* f(x,y) = %CP(f)

. 52 . s . a s TS . , . . s . P
¢ est donc solution de I’équation différentielle y’ = 4 et vérifie la condition initiale ¢(1) = 0. On sait qu'une équation différentielle linéaire

du premier degré possede une unique solution vérifiant une condition initiale donnée. Comme la fonction nulle vérifie la méme équation
différentielle et la méme condition initiale que ¢, c’est que ¢ = 0 et f est bien homogene de degré a.

Solution 47

1. Supposons f homogene de degré . En dérivant la relation f(tx,ty) = t*f(x,y) par rapport a t, on obtient

Y(x,y) € R?, Vt > 0, x%(tx, ty) + y%(tx, ty) = at* 1 f(x,y)

11 suffit alors de spécialiser cette relation a t = 1 pour obtenir

V() € R x5 (1) + 3 ) = af )

2. a. Par composition, ¢ est bien de classe ! sur R et pour t > 0:

3 3
@'(t) = x%(tx, ty) + y%(tx, ty) — a1 f(x, )
- % (tx%(tx, ty) + ty%(tx, ty)) —at* 1 f(x, y)

2 Hex,ty) - a7 f(xy) = Ze()

a
¢ est donc solution de 1’équation différentielle y' = 7 y.

b. ¢ vérifie la condition initiale @(1) = 0. On sait qu'une équation différentielle linéaire du premier degré posséde une unique
solution vérifiant une condition initiale donnée. Comme la fonction nulle vérifie la méme équation différentielle et la méme
condition initiale que ¢, c’est que ¢ = 0 et f est bien homogene de degré .

d d 3 d
3. En dérivant la relation f(tx,ty) = t*f(x,y) par rapport 2 x, on obtient t%(tx, ty) = t“%(x, y) ie. %(tx, ty) = t“‘lé(x, ¥).
3
Ainsi % est homogene de degré a— 1. On raisonne de la méme maniére pour montrer que @ est également homogene de degré o — 1.
Solution 48
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1. U est fermé et borné donc compact car R" est de dimension finie. Comme f est continue sur U, elle y admet un maximum.

62
2. Supposons que X & dU. Alors X € U. Notamment, 4 f(X) > 0. Il existe donc i € 1, n] tel que a—];(fc) > 0. Puisque U est ouvert, il
X5

existe r > 0 tel que le disque ouvert de centre X et de rayon r soit inclus dans U (on munit par exemple R" de la norme euclidienne).
Notons (ey, ..., €,,) la base canonique de R" et posons

vt €]l —r,r[, o(t) = f(x+te;)

Pour tout t €] —r, ¥[, X + te; appartient au disque précédemment défini de sorte que ¢ est bien définie sur | — r, r[. Elle est également
de classe C? sur cet intervalle par composition. Puisque f admet un maximum en X, ¢ admet un maximum en 0. En particulier,

aZ - ”
5ém=¢@so

ce qui est contradictoire. Ainsi X € oU.

3. La fonction g : x +— |x|? est clairement continue sur U et de classe @2 sur U car elle est polynomiale. De plus, Ag = 2n. Ainsi
fi = f + g est continue sur U et de classe €2 sur U. De plus, Af, = Af + eAg = 2ne > 0.

4. Soit p € N*. D’apres la question fi/p admet un maximum sur U atteint en X, € 0U. Notamment,

Jup(X) < fip(xp)
ou encore

- 1, _ 1
fx)+ 5||x||2 < fxp) + Ellxpll2

On définit ainsi une suite (xp)pen+ & valeurs dans dU. Comme 0U est fermé et borné, il est compact car R" est de dimension finie. La
suite (xp) étant a valeurs dans ce compact, on peut en extraire une suite (xcp(p)) convergeant vers X, € 0U. De plus,

1
%(p)

1

Vp € N*, f(x)+ o)

IX1* < fCepp)) + Ixgpl>

En passant a la limite lorsque p tend vers +co dans cette derniére inégalité, on obtient alors

f®) < fxe)

par continuité de f en x,. Mais on également f(X) > f(x) car f atteint son maximum en X. Finalement, f(X) = f(x) et le
maximum de f sur U est donc atteint en x,, € 0U.

5. On peut appliquer la question précédente a f; — f,. Ainsi le maximum de f; — f, sur U est atteint sur dU. Puisque f; = f, sur dU, ce
maximum est nul. De la méme maniére, la maximum de f, — f; sur U i.e. le minimum de f; — f; est également nul. Finalement, f, — f,
est nulle sur U. En particulier, f; = f, sur U.

Solution 49

3
1. ¢ est clairement linéaire. Soit f € E. Comme % et f appartiennent 2 F, ¢(f) € F.

2. Un calcul sans difficulté montre que ¢(f) = 0.

3. Il est évident que $(f) = 0 pour f € G. Ainsi G C Ker ¢. Comme G n’est pas le sous-espace nul, ¢ n’est pas injective.

X
4. Soity € R.D’apres le théoreme fondamental de I’analyse x — f A(t,y) exp(—at) dt estdérivable de dérivée x — A(x,y) exp(—ax).
0

Ainsi x — f(x,y) est dérivable et

Ve = afe ) + A

0
Ainsi % € F puis f € E. On a également bien ¢(f) = A.
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5. Soit f € Ker ®@. Alors pour tout y € R, x — f(x,y) est solution de 1’équation différentielle z' — az = 0. Il existe donc a(y) € R tel
que f(x,y) = a(y) exp(ax). Alors pour tout (x,y) € R?, a(y) = f(x,y) exp(ax). Notamment, a(y) = f(0,y) pour tout y € R donc
o est de classe C! sur R car f est de classe C! sur R2. On a donc bien f € G. Par double inclusion, Ker¢ = G.

6. Posons pour (x,y) € R?, A(x,y) = 2x — 3yet
b
g(x,y) =/ A(t,y)exp(—at) dt
0

D’apres une question précédente, $(g) = A. De plus,

x 2 —3ay — (2ax — 3ay + 2)e”**
glx,y) = / (2t —3y)e™@ dt = %)
0

x? —3yx sia=0

sia#0

Les fonctions f recherchées sont les fonctions f vérifiant (f) = A. Comme ¢ est linéaire, I’ensemble des fonctions f recherchées est
le sous-espace affine g + Ker¢ = g+ G.
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