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ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE EUCLIDIEN

Produits scalaires

Solution 1
Supposons que | - || soit une norme euclidienne associée a un produit scalaire (;-). Alors

V(x,y) € B [Ix + YIP + x = yI? = I1x[1? + 2¢x, ) + Y17 + %112 = 26, ) + IyI? = 2)x]1> + 2[y|)?
Supposons que || - || vérifie I’identité du parallélogramme. Posons alors

1
V(x,y) € B () = 5 (I + 12 = Ix1” = IyI?)

Alors, pour tout x € E,
1
(6x) = 3 (Il + x[17 = Il = [Ix]1?) =[x
Vérifions maintenant que (-, -) est bien un produit scalaire.
Soit x € E. Alors (x, x) = ||x||> > O et, si {x, x) = 0, alors x = O, par séparation. Ainsi (-, -) est définie positive.
De plus, (-, -) est symétrique.
Soit (x, y, z) € E3. Alors

1
x+y.2)=(x2) =020 = S (I +y + 2P = Ix + Y12 = 2] = Ix + 22 + [1x[* + |22 = [y + 2] + [y ]* + [12])

Bases orthonormales

Solution 2

1. Soit u I’endomorphisme de E tel que u(3B) = B'. u transforme une base orthonormée directe en une base orthonormée directe donc u
est une isométrie vectorielle directe donc det(u) = 1. Or det(u) = detg(B').

2. On a detg, = detg(B’) detg. Donc detg = detg.

REMARQUE. On en déduit que le déterminant dans une base orthonormée directe ne dépend pas du choix de cette base. Le
déterminant de n vecteurs u, ... , U, dans une base orthonormée quelconque s’appelle le produit mixte de ces vecteurs et est noté

[x1, ..., x,].

3. Cette application est linéaire car le déterminant est linéaire par rapport a chacune de ses variables et notamment par rapport a la derniere.
De plus, elle est a valeurs dans R. C’est donc une forme linéaire.

4. C’est tout simplement le théoréme de Riesz.
5. Démontrons simplement la linéarité par rapport a la premiére variable. Soient X1, ... ,X,_; € E, x] € Eet A, u € R. Pour tout x € E,
detg(Ax; + pxy, Xg, ... , Xp) = Adetg(xy, Xy, ..., X,,) + pdetg(x], X5, ..., Xp)

Notons u = (Ax] + WX)AXGA e AXp_1, U = X{AX3 A e AXp_q €L W = X]AXy A ... AX,_q. Ainsi pour tout x € E, (u,x) =
v, x) + ww, x) i.e. (u— (Av + pw), x) = 0. Donc u — (Av + pw) € E = {0}. On a donc u = Av + pw, ce qui prouve bien la linéarité
par rapport a la premiere variable. La linéarité par rapport aux autres variables se traite de la méme maniere.

Soient Xy, ..., X,_; € E tels que deux vecteurs parmi ceux-ci soient égaux. On a donc det(xy, ..., X,,_1, X) = 0 pour tout x € E puisque
le déterminant est une forme multilinéaire alternée. Ceci signifie que (x; A ... A X,,_1, X) = 0 pour tout x € E. Ainsi X; A ... AXx,_; = 0.
L application de 1I’énoncé est bien alternée.

Solution 3
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1. L application (-, -) est clairement symétrique. Elle est bilinéaire puisque la dérivation et I’évaluation en a sont linéaires. Elle est évi-
demment positive. Soit enfin P € R,[X] tel que (P,P) = 0. On a donc P(a) = P'(a) = --- = P™(a) = 0. Ainsi a est une racine
d’ordre au moins n + 1 de P et degP < n donc P = 0.

2. La famille ((X — a)k)0< re<n &St clairement orthonormée. Puisqu’elle contient n + 1 éléments et que dim R,,[X] = n+ 1, c’est une base.

Solution 4

1. En développant ||x + ||, on prouve sans peine que

x + VI = Ixl? = IIvI?
<x|y>:|| M| 2|I 1= = Iyl

et I’on en déduit que

V(x,y) € E%, (x | y) =D (x| ey | e
i=1

2. Soit x € E. Posons

n
z=x-) (x| ee
i=1

On a
n n n 2 n n 2
Izl = Dz e = 2, <x — D xlee | ek> = ((x | ey — D (x| es)ex | ei))
k=1 k=1 i=1 k=1 i=1
=D ((xley—(xle)?=0
k=1
Ainsi z = 0.

3. D’apres la question précédente, la famille (ex); <k<p, est génératrice de E. Comme n = dim(E), cette famille est une base de E. Pour

toutl <k <n,ona
n

e = ) ek | epe;

i=1

Ainsi, par identification des coordonées dans la base (ey, ... ,e,),

V1<i<n, {e|e) =0,

Comme cela est valable pour tout 1 < k < n, on en déduit que la famille (e, ..., e,;) est une base orthonormée de E.
Solution 5
Notons p,, le projecteur orthogonal sur vect(ey, ... , €,). Soit x € E. On sait alors que (p,(x)),en converge vers x pour la norme euclidienne

[l - |I. D’apres le théoreme de Pythagore, pour tout n € N,

IX[1* = 1pa (O + I = pu()II?
D’une part,
Ix = Pa()IF — 0

et d’autre part,
n

vn eN, [p,()I? = Y (e, x)?
k=0

Par passage a la limite

+0o0
X[ = D (ex> x)?
k=0
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Sous-espaces orthogonaux

Solution 6

s est clairement linéaire et 2 = Idys, (r) donc s est une symétrie. Soit S € Ker(s — Idyg,r)) et A € Ker(s + Idyg, (w). Ainsi ST =Set
AT = —A. Par conséquent (S,A) = tr(STA) = tr(SA) et (A,S) = tr(ATS) = —tr(AS) = —tr(SA). Donc (S,A) = 0. Ceci signifie que
Ker(s — Idyg, (r)) et Ker(s + Idyg, (r) sont orthogonaux I’un a I’autre : s est une symétrie orthogonale.

Solution 7

1. Supposons F C G. Soit x € G'. Alors x est orthogonal & tout vecteur de G et a fortiori de F donc x € F*. Ainsi G+ C F*.
Supposons F et G de dimension finie et G* C F*. D’apres ce qui précede, (F+)t C (G)*. Mais F et G étant de dimension finie,
(FHt =Fet(GH! =G.

2. On sait que F C F + G donc (F + G)t C F* d’apreés la question précédente. De méme, G C F + G donc (F + G)* C G*. Ainsi
(F+G)t c FtnGt
Soit x € F- N G*. Soit y € F + G. Il existe donc (u,v) € F X G tel que y = u + v. Alors (x,y) = (x,u) +(x,0). Orx € Ftetu € F
donc {x,u) = 0. De méme, x € G et v € G donc {x,v) = 0. Ainsi (x, y) = 0. Ceci étant vrai pour tout y € F + G, x € (F + G)*.
Dou Ft NGt c (F+ G)*.

Par double inclusion, (F + G)* = F- N G*.
3. FN G C Fdonc F* C (F n G)* d’aprés la premiére question. De méme, FN G C G donc Gt C (F N G)*. On en déduit que

F' +G* c (FNG).
Supposons E de dimension finie. Alors

dim(F* + G*) = dimF* + dim G* — dim(F+ n G1)
Or d’apres la question précédente, F- N Gt = (F + G)* donc

dim(Ft 4+ GY) = dimF* + dim G* — dim(F + G)*
= (dimE — dimF) + (dim E — dim G) — (dim E — dim(F + G))
=dimE — (dimF + dim G — dim(F + G))
= dimE — dim(F N G) = dim(F N G)*
Puisqu’on a précédemment montré que F* + Gt c (F n G)*, on peut conclure que (FN G)t = F+ + G*.

Solution 8

1. Remarquons que pour tout y € E, la forme linéaire ¢, : x = (x, y) est continue. En effet, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Vx € B, [oy(x)] =[x, y)| < [Ix[llyl
de sorte que ¢, est continue d’apres la caractérisation de la continuité pour les applications linéaires.

2. On peut remarquer que

F={x€E VyeF, (x,y)=0}= ] " (0g})
yeF

Pour tout y € E, cp;l({OE}) est fermé comme image réciproque d’un fermé (le sous-espace nul) par une application continue. Par
conséquent, F est fermé comme intersection de fermés.

On peut aussi utiliser la caractérisation séquentielle des fermés si I’on préfere. Soit (x,,) une suite d’éléments de F* convergeant vers
x € E. Fixons y € F. Alors pour tout n € N, ¢,(x,) = (X,,y) = 0. Par continuité de ¢,, nl—i>r-ll:loo ®y(xn) = @,(x). Par unicité de la

limite, (x, y) = ¢@,,(x) = 0. Ceci étant valable pour touty € F, x € F*. Ainsi F* est fermé par caractérisation séquentielle de la limite.

3. Onsaitque F C (FH)*. Or (F1)* est fermé en applquant la question précédente 4 FL. On sait que Festle plus grand fermé contenant
F. Ainsi F C (F4)*.
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Projection orthogonale

Solution 9

Notons p la projection orthogonale sur vect(u) et P sa matrice dans B. Comme (1) est une base orthonormale de vect(u), on a, pour x € E,
p(x) = {x, u)u. Notons X le vecteur colonne associé i un vecteur x de E. On a PX = (U'X)U = U(UTX) = UU'X. La matrice de P dans
B est donc UUY.

Solution 10

[(u, ep)l
Jlull

u= Z Tel? ”2 Comme (e, ... ,e,) est orthogonale, pour tout k € [1, n], (i, e;) = 1. Donc pour tout k € [1,n], |p.(ex) =
i

. Posons alors

1. Notons p, le projecteur orthogonal sur vect(u). Remarquons que p,(e;) = <||u||’ ,> Tl Ainsi ||p,(e)| =

prOJetes orthogonaux de ey, ..., e, sur vect(u) ont donc toute la méme norme.

2. Soit u un vecteur répondant aux conditions de 1’énoncé. Notons N la norme commune des vecteurs p,(e;), ..., py(e,). On a donc

[ {ei, w) |

N = pourl <i<n.

el

Comme la base < ) est orthonormale, on a :
leill /1 <i<n

n 2 n
”u”2 — Z <ei7u> — Z NZHu”Z
= legll? llesl|>

i=1

1
n _1
1 2
N = —_—
(;1 ||€i||2>

Ceci prouve que N est indépendante de u et nous donne bien une expression de N en fonction de |le;], ..., |le,||-

Comme u est non nul, on obtient :

Solution 11

* Prouvons que 1. = 2.
Lorsque p est une projection orthogonale de E, on a Im(idg — p) = Ker(p) = Im(p)* donc, pour tout x et y dans E, p(x) Ly — p(y) ie

(P()y) = (p(X)| p(»))-

Cette expression étant symétrique en (x, y), on a

(PX)Ny) = (p()|p(y)) = (pM)Ip(x)) = (p(y)|x)
= (x|p(y))

* Prouvons que 2. = 3.

Soit x dans E. Appliquons le 2. 2 x et y = p(x). On a
IpGOI? = (p()p(x)) = (x| p(x))-

ainsi, d’apres I’inégalité de Cauchy-Schwarz,
IO < x| - GOl

Si p(x) = 0, I’inégalité 3. est banalement vérifiée. Si p(x) # 0, ||p(x)|| > 0 et en divisant membre & membre 1’inégalité précédente,
on aboutit a

IPCON < lx]-
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* Prouvons que 3. = 1.

Soient x € Imp,y € KerpetA € R. Siy =0, alors xLy.
Supposons maintenant y # 0. D’une part,

IpCx + AW)II? = [1x||?

et d’autre part,
e + Ayl17 = l1x]? + 224xly) + A1yl

D’apres 2., 2A(x|y) + A2||y[|*> > 0 pour tout A € R. Le discriminant de ce trindbme du second degré en A est donc négatif, ce qui impose
(x|y)*> < 0etdonc (x|y) = 0. On a donc x_Ly. On en déduit que Im p L Ker p et donc que p est une projection orthogonale.

Solution 12

1. Soient x € Ker(Idg —u) et y € Im(Idg —u). Alors u(x) = x et il existe a € E tel que y = a — u(a). Ainsi
(X, p) = (x,a —u(@)) = (x,a) — {x,u(a) = (x,a) — (u(x), u(a)) = 0
car u conserve le produit scalaire. Ainsi Ker(Idg —u) et Im(Idg —u) sont orthogonaux. On conclut griace au théoréme du rang.
2. D’aprés la question précédente, il existe y € Ker(Idg —u) et a € E tel que x = y + a — u(a). Pour tout k € N, u*(x) = y + u¥(a) —

1
uk*1(a). Par télescopage, x,, = y + ﬁ(a — u"(a)). On a alors

lall + llu" ()] _ 2lal
n n

lxn =¥l <

car u" conserve la norme. En passant & la limite, on obtient que (x,,) converge vers y qui est justement la projection de x sur Ker(Idg —u)
parallélement a Im(Idg —u).

Solution 13

1. Tout d’abord, pour (P,Q) € E2, P(1)Q(t)e™* = o0(1/t?) par croissances comparées donc (P, Q) est bien défini. La bilinéarité et la
t—>+o0
positivité sont évidentes. Soit enfin P € E tel que (P, P) = 0. Comme ¢t — P?(t)e™" est continue, positive et d’intégrale nulle sur R,
cette fonction est nulle sur R, . Ainsi P admet une infinité de racines puis P = 0.
2. Notons I, I’intégrale a calculer. Par intégration par parties, I,, = nl,,_; pour n € N*. Or Iy = 1 donc I,, = n! pour tout n € N.

3. On orthonormalise la base (1, X, X?) de F via le procédé de Gram-Schmidt. On pose
1

P
T
_ X—<P0,X>P0 _ X-LFK
VIX|? = (B, X)2 \/12 -
X2 — (P, X2)Py — (P, X3Py X —LP -1 -1k 1

2= 2][2 2)2 vl =X - 2X+1
\/”X 12 = (Po, X2)? — (P, X?) \/14_1%_(13_12)2

=X-1

1

Alors (Py, P, P) est une base orthonormée de F.
4. Comme (P,, P, P,) est une base orthonormée de F, le projeté orthogonal de X> sur F est

<P0,X3>P0 + <P1,X3>P1 + <P2,X3>P2 = I3P0 + (I4 - I3)P1 + (15/2 - 214 + I3)P2 = 9X2 - 18X + 6

5. Par inégalité de Cauchy-Schwarz,

f OOP(t)e‘t dt’ = [P, D] < [Pl = \J/ oon(t)e‘f de
0

0
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Solution 14

1. I’image de M est clairement engendrées par les deux premiéres colonnes de M qui sont linéairement indépendantes. Ainsi rg(M) = 2.

2. D’apres le théoréme du rang dim Ker M = 2. Ainsi 0 est valeur propre de M est la dimension du sous-espace propre associé est n — 2.
Il est engendré par les E, — E; pour 3 <i < nou (Ey, ..., E,) est la base canonique de M, ;(R).
Le calcul (laborieux) du polyndme caractéristique donne xp; = X" —(n—1)X"~2. Ainsi M posséde deux valeurs propres supplémentaires
qui sont +1/n — 1. On aurait aussi pu remarquer que M3 = (n — 1)M. Les sous-espaces propres associés aux valeurs propres yn — 1

n—1 —Vn—-1
. 3 1
et —\/n — 1 sont respectivement engendrés par U = ) etV =

1 1

3. Notons u et v les vecteurs canoniquement associés a U et V. Puisque £V n — 1 sont les seules valeurs propres non nulles de f, il est
clair que Im f est engendré par u et v. Remarquons que u et v sont orthogonaux (ce qui est normal puisque M est symétrique). En
notant p le projecteur orthogonal sur Im f, on a donc,

(u, x) (v, x)
™ ol

Vx € R, p(x) =

Comme |[u]|? = ||v||> = 2(n — 1), on obtient en notant P la matrice de p dans la base canonique,

VX € M, ;(R), PX = (UTX)U + (VTX)V) = (UUTX + VVTX)
’ 2n—2 2n—2
car UTX et VTX sont des scalaires. On en déduit que
n—-10 -0
1 o 1---1
— T T —

P_2n_2(UU +VV)—n_1 .

o 1 --1

Solution 15

1. Lapplication (- | -) est clairement symétrique. Elle est également bilinéaire par linéarité de I'intégrale. Pour f € E, (f | f) =
1

f(©)? dt > 0 par positivité de 1’intégrale. De plus, si cette derniére intégrale est nulle, alors f2 est nulle car elle est positive et
-1
continue sur [—1, 1]. Ainsi (- | -) est définie positive. C’est donc un produit scalaire.

2. On note ||]| 1a norme associée au produit scalaire (- | -). Remarquons que (u | v) = 0 car uv est impaire. Ainsi (u/|u], v/|[v]]) est une
1
2
base orthonormée de F. On calcule ||u|? = / dt =2et|v]? = f 2 dt = 3
-1 -1

3. Le projeté orthogonal de w sur F est donc
_wlwy (W]
- 2 2 VY
el Ilol

1
(wlu):f el dt =el —e!

1

1 1
(w|v) = / tet dt = [tet]l_1 —/ et' dt = 2¢71
-1 -1
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Ainsi p est la fonction
el —e!

t +3e7 1t

Le réel recherché est également
inf [lw — f* = d(w, F)?
feF

Or on sait d’apres le cours que
dw,F)* = |w - p|?

Mais comme p 1 w — p, le théoréme de Pythagore donne

d(w, F)? = [w]® - | pll?

De plus,
_wlwy Wy

el [l

etu L v donc le théoréme de Pythagore donne
s wluw? (wlv)z_l 1_ ,-1y2 2 _ 1, 13
Ipll* = Tl TE 2(e e 1) +6e7° = 3¢ 1+ >

Enfin

! 1

ol = [ e at= 3@ -e)

-1

puis

d(w,F)? =1—"7e~2

Solution 16

1. Supposons que f soit un projecteur orthogonal. Soit x € E. Alors f(x) et x — f(x) sont orthogonaux donc, d’aprés le théoreme de
Pythagore,
IXI1* = 1£G) + (x = FEDI? = IFGOI? + lIx = fFQOI? 2 I fI1?

Ainsi || f(I < [|x]-
Réciproquement, supposons que | f(x)|| < |lx|| pour tout x € E. Soit alors (x,y) € Ker f X Im f. Pour tout A € R, f(Ax +y) =
Af(x) + f(y) = y donc

Iy = 1fQx + YI? < lllax + y|I?> = 22|x]* + 24(x, y) + [IyII?

puis
VA € R, P(A) = A?|x|* + 2A{x,y) > 0

Si x = Og, alors x L y et sinon, P est un trindme du second degré de signe constant donc son discriminant est négatif. Ainsi 4(x, y)*> < 0
puis (x,y) = 0 et x L y a nouveau. Ainsi Ker f L Im f et f est un projecteur orthogonal.

2. Comme p et g sont des projecteurs orthogonaux,
Vx € E, [[peoq()l < llqColl < |lx]|

Or p o q est un projecteur donc c’est un projecteur orthogonal. On rappelle que tout projecteur orthogonal est auto-adjoint. Ainsi
(peq@)*=poqie.q"op*=pogqetenfingop=pogq.
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Optimisation

Solution 17

s
Soit E = €([0; 7], R). On munit E du produit scalaire (f, g) — / f(x)g(x) dx.On pose pour (a, b) € R?
0

f . [O’ T[] — R
ab - x +— ax®+bx
et
F={f.p (a,b) € R?} = vect(f;, /)
avec fi = fo1 et fo = fi 0. F est un sous-espace vectoriel de E et ¢(a, b) = || sin —f; 5 [|*. Le minimum de ¢ est donc atteint quand f j, est la
projection orthogonale de sin sur F et vaut alors d(x, F)? = || sin —pg(sin)||? ott pg est la projection orthogonale sur F.
Premiére méthode
On utilise le procédé d’orthonormalisation de Schmidt pour orthonormaliser la famille (f;, f5). On pose donc e; = ”j:—ln ete, = ”‘%” avec
1
g = f,— (fr,er)e;. Alors pgp(sin) = (sin, e;)e; + (sin, e,)e,. D’apres le théoréme de Pythagore,
I'sin —pg(sin)||> = || sin || — || p(sin)]>
= || sin ||> — (sin, e;)? — (sin, e,)?
) (sin, 1)*  (sin, g)?
= [sin|P? - St - S8
LAl lgl
_ sin 2  (SimA)Y _ (Gsin, f) = (o ex)isin, er))’
1412 1517 = (for e1)?
. (faf D)sinf D)\
= || sin ||? (sin, fi)? (<Sm’ AT )
(VA )2 — Yf1?
1102
. . 2
g S AP (PG ) = G i)sin, )
14112 AN AAIPIAIZ = (o )
A T’aide éventuellement d’intégrations par parties, on trouve
o T , m , ™ i _ , )
Isinf? = 2 17 =5 =% =L Gnfy=r  Ginf=rt-4
On trouve finalement s 160 1280
N = 2_T_°S,
%5n¢_d(x’F) T2 TC+ 3 5
Seconde méthode
On sait qu’il existe (a, b) € R? tel que pg(sin) = af, + bf;. De plus, sin —pg(sin) € FL = vect(f;, f,)* donc
q que pg 2 1 P %3 1, J2
{(sin —pp(sin), 1) =0
(sin —pg(sin), f5) = 0
Ceci équivaut a
{CI(fz’fO +blIAII? = (sin, f1)
all Ll + b{fi, fo) = (sin, fo)
Or on a trouvé précédemment que
fia 7 4 , ,
IAl? == 15612 =5 )= (sin, fi) = m (sin, o) =7* — 4
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Ainsi
n—4a + Tc—3b =7
4 377
5 4
b T
—a+—b=m*-4
5 + 4
La résolution de ce systeme donne
20 320 po 12 240
i R STt

A nouveau en vertu du théoréme de Pythagore

I'sin —pe(sin)|? = || sin || — | pr(sin) ||

= Isin|* - laf + bAI?
Isin]* — a®ll£lI* - 2ab{ . fo) — B2 AlI®
™8 160 1280

2 nm m 5

Solution 18

1. E est une partie non vide de R minorée par 0. Elle admet une borne inférieure.

2. Si (8) admet une solution, alors K = 0. Les pseudo-solutions de (8) sont donc les éléments X de M, ;(R) tels que [AX —B||> = 0 i.e.
tels que AX — B = 0. Ce sont donc les solutions de (8).

3. Premiére méthode
Puisque {AX,X € M,,;(R)} = ImA, on peut affirmer que X € M, ;(R) est pseudo-solution de (8) si et seulement si AX est la
projection de B sur Im A. Or AX est la projection de B sur Im A si et seulement si AX — B est orthogonal a ImA. Or AX — B est
orthogonal & Im A si et seulement si il est orthogonal a chaque colonne de A puisque les colonnes de A engendrent Im A. Ainsi
X € M, 1(R) est pseudo-solution de (8) si et seulement si AT(AX —B) = 0 i.e. si et seulement si X est solution de (S').
Seconde méthode
Supposons que X soit solution de (8') i.e. AT(AX — B) = 0. Alors pour tout Y € M, ;(R)

IAY - B|* = JA(Y - X) + AX - B||?
= |AQY = X)I* + [AX — B1* + 2(A(Y — X), AX - B)
= JA(Y = X)|I? + |AX = B|* + 2(Y = X) TAT(AX - B)
= |A(Y - X)I* + |[AX — B|* > |AX — B||*

Ainsi X est pseudo-solution de (8).
Supposons que X soit pseudo-solution de (8). Alors pour tout A € R et tout Y € M, ;(R),

|AX + 1Y) — B|*> > |AX — B||?
Oou encore
[(AX — B) + AAY||? > |AX — B|?

ce qui donne via une identité remarquable
2M(AY, AX — B) + A2| AY|? > 0
Si on fixe Y, la derniére inégalité étant vraie pour tout A € R, on a nécessairement (AY, AX — B) = 0. Ainsi pour tout Y € M, ;(R),

(AY,AX — B) = 0 ou encore (Y, AT(AX — B) = 0, ce qui prouve que AT(AX — B) = 0 et que X est solution de (8").

4. Soit X € Ker A. On a donc AX = 0 puis ATAX = 0 donc X € Ker ATA. Ainsi Ker A C KerATA.
Soit maintenant X € Ker ATA. On a donc ATAX = 0 puis X'ATAX = 0. Notons Y = AX. Ainsi Y'Y = Oi.e. |[Y|? =0donc Y = 0
ie. AX = 0. Dol X € Ker A. Ainsi Ker ATA C KerA.
Finalement, Ker A = Ker ATA et rg A = rg AT A via le théoréme du rang.

5. Sirg(A) = n, alors rg(ATA) = n. La matrice AT A est une matrice carrée de taille n et de rang n le systéme (8’) est donc de Cramer :
il admet une unique solution i.e. (8§) admet une unique pseudo-solution.
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Solution 19

P
Comme E est ouvert, un minimum de f est forcément un minimum local et donc un point critique. Pour x € E, Vf(x) = ZZ(x — X;).

i=1

p
L’'unique point critique de f sur E estdonc m = — Z x;. Il suffit donc de vérifier que m est bien un minimum : il sera nécessairement unique.
i=1

Pour x € E
f(x)=;plllx—m+m—xill2
= Zp;(ﬂx —m|? +2(x = m,m = x;) + [|m = x;||*)
= pllx—mllz+f(m)+<x—m,zp}m—xi>
= pllx —m|* + f(m) 2 f(m) -
p

car Z m — x; = 0. Ceci prouve que f atteint bien son minimum en m.
i=1

Solution 20
Pour x € E,
p
)= Ix—m+m—x|?
i=1
p
= > (lx = ml? +2(x —m,m — x;) + | m — x;||?)
i=1
p
= pllx — m|? + f(m) + <x - m,z m— xi>
i=1
= pllx —m|* + f(m) > f(m)
p
car Z m — x; = 0. Ceci prouve que f atteint bien son minimum en m.
i=1
Solution 21

1. Remarquons que I’intégrale définissant (P, Q) est bien définie car P(t)Q(t)e‘t2 = o(1/t3).
t—xo0
(i) (-, -) est clairement symétrique.
(ii) {-,-) est bilinéaire par linéarité de I’intégrale.

(iii) (-,-) est positive par positivité de I’intégrale.
+oo
(iv) Soit P € R[X] tel que (P, P) = 0. Alors f P(l,‘)ze_t2 dt = 0. Comme t — P(I.‘)e_t2 est continue, elle est nulle sur | — co, +o00].

—00
Par conséquent, P admet une infinité de racines (tous les réels) puis P = 0.

Ainsi (-, -) est bien un produit scalaire sur R[X].

2
2. Remarquons que ¢ = t2"*le=!" est impaire donc A,,,; = 0.
Par intégration par parties

+00 +oo
1 1 {1 too 2
Ay =— / et dt = — (— [+ie=] T+ / n2e—t? dt)
1/7-[ o A/ n+1 —o0 n+1 .
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Lintégration par parties est 1€gitimée par le fait que lim "*1e=> = 0. On en déduit que

t—>*oco
2
Ay = n_-l-lA"+2
ou encore +1
n
Apio = TAn
Comme Ay = 1, on en déduit que
_ (2n)!
Aon = 22np!

3. On peut orthonormaliser la base canonique (1, X, X?) via le processus de Gram-Schmidt.
REMARQUE. Si (ey, ..., e,) est une base d’un espace euclidien E, on peut I’orthonormaliser en une base orthonormée en posant
k-1 k-1
e~ Diofoefi ek 2l (foen)fi

vk e [1,n], f, = _
U =S des] i - 2 e

@i |[1]> = Ay = 1 donc on pose Py = 1.
1
() (1,X)=A; =0et|X|*>=A, = > donc on pose P, = X\/E.

22X%2 -1)

Vs

1
(i) (1,X%) =A, = 3 XXH=A;=0et|X}2=A, = % donc on pose P, =

(Py, Py, P,) est alors une base orthonormée de R,[X].

4. Si p désigne le projecteur orthogonal sur R,[X],

d(X?, Ry[X])? = [[X* — p(X*)|?
= [IX3)12 = (X2
= ||X3||2 - <X3»P0>2 - (X3, P1>2 - (X3, P2>2
=As— A% —2A, car X3P, est impair
15 3 3

8 28

donc d(X3,R,[X]) = @

Solution 22

1. On vérifie que s € : M,(R) = MT est une symétrie auto-adjointe. Ses sous-espaces propres, a savoir S, (R) et A,(R) sont donc
supplémentaires et orthogonaux.

2. On remarque que A € A3(R). Comme A;(R) = S3(R)*,
d(A, 85(R) = A] = V12

3. H est le noyau d’une forme linéaire non nulle (la trace) : ¢’est donc un hyperplan de M, (R) i.e. un sous-espace vectoriel de M, (R)
de dimension n? — 1.

4. On remarque que I, est un vecteur normal a H. Ainsi

(Lo, M) _ | (M)

LT~ n

d(M, H) =
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Isométries vectorielles et matrices orthogonales

Solution 23

* Si H = K alors sy = sk et sy et sg commutent évidemment.

» Si H' C K, alors on a également K+ C H. Soient a,b € E tels que H = vect(a)* et K = vect(b)*. Onadonca € Ketb € H. De
plus, a et b sont orthogonaux. Enfin, (HN K)* = H* + K* = vect(a) @ vect(b). Soit x € E. Il existe doncu € HNKet A, u € K tels
que x = u + Aa + pb. On a alors :

Sg o Sg(x) = sy(u+ Aa — pwb) = u—Aa — pb
sg osg(x) =sg(u—Aa+ub)=u—2Aa—ub

On a bien prouvé que sy et sg sommutent.
REMARQUE. On a mé€me prouvé que Sy © Sg = Sk © SH = SHNK-
« Réciproquement, si sy et Sx commutent, soit 2 nouveau a tel que H = vect(a)*. On a donc sy(a) = —a. Par conséquent, sy o sg(a) =

sg o sg(a) = —sg(a). Ceci implique que sg(a) € HY = vect(a). Comme sk est une isométrie, on a sg(a) = a ou sg(a) = —a. Si
sg(a) = a alors a € K et donc H* C K. Si sg(a) = —a alors a € K*, c’est-a-dire que K = vect(a)' = H.

Solution 24

1. Soit (i, j, k) une base orthonormée directe de E et f vérifiant la condition de 1’énoncé. Alors

F@O =) Afk) FG) =fkR)A fQ@D) J) = fO A f()
La famille (f(i), f(j), f(k)) est donc orthogonale. Par conséquent

IF@I = 1F DI
1FCOI = ILFCNILF @I
IFCN = 1FDISDI

Si I’'un des vecteurs f(i), f(j), f(k) est nul alors ces 3 vecteurs sont nuls et donc f = 0. Si les 3 vecteurs sont non nuls, on tire des 3
derniéres relations que :

IF@I = 1FDI = If Gl =1

Comme de plus f(i) = f(j) A f(k), la famille (f(i), f(j), f(k)) est une base orthonormée directe. On a donc f € SO(E). Réci-
proquement, si f = 0 ou f € SO(E), alors f vérifie bien la condition de I’énoncé puisque les applications (u,v) — f(u A v) et
(u,v) — f(u) A f(v) sont bilinéaires et que ces deux applications coincident sur une base orthonormée directe. L’ensemble des
endomorphismes recherché est donc SO(E) U {0}.

2. Tout le raisonnement précédent reste valable a I’exception pres que f(i) = —f(j) A f(k) et la famille (f(i), f(j), f(k)) est donc
une base orthonormée indirecte. f est donc soit I’endomorphisme nul soit une isométrie indirecte. L’ensemble recherché est donc
(O(E) \ SO(E)) U {0}.

Solution 25

Notons P le plan d’équation x + 2y — 3z = 0. On a P = {(3z — 2y, y, 2), (, z) € R?} = vect((—2,1,0),(3,0,1)). Notons u; = (—2,1,0) et
u, = (3,0,1). Notons s la symétrie de I’énoncé. On va déterminer les images des vecteurs de la base canonique par s. Un vecteur normal & P
(u,n)

1>

estn = u; Auy = (1,2, —3). Le projeté orthogonal d’un vecteur u sur P+ = vect(n) est donc p(u) = n.On aalors s(u) = u—2p(u) =

_Ll nz>
Il

n. 11 suffit alors d’appliquer 2 e; = (1,0,0), e, = (0,1,0) et e3 = (0,0, 1). On trouve

s(e)) = 7(6,-2,3) s(e2) = 5(-2.3,6) s(e3) = 2(3,6,-2)
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6 -2 3
1
La matrice de s dans la base canonique est donc 7 -2 3 6
3 6 —2

Solution 26

Notons Ly, L,, L; les lignes de A. La matrice A est une matrice de rotation si et seulement si la famille (L, L,, L3) est orthonormale et si
detA =1.
La condition ||L;|| = 1 équivaut & a® =

o
Q
I
-+

La condition || L,|| = 1 équivaut a b* =

~2vgl-

._
o
o
Il
-+

La condition || Ls|| = 1 équivaut 4 ¢ =

A= Wi o=
— - -
o
o
Il
H+

=

1
La condition (L;, L,) = 0 équivaut a ab = -3
1
La condition (L, L3) = 0 équivaut & ac = &
1
La condition (L,, L) = 0 équivaut a bc = ~

La condition det A = 1 équivauta —a + 2b —c = \/E
1

a=¢ct—
NG
2
b=—-t—
Toutes ces conditions équivalent a 1 1 -Ontrouvee =—1puisa=——, b=—,c=——.
dC=e¢— NG 6 NG
6
—a+2b—c= \/E
e==+1

Solution 27

cos® sinB
1. Soient s une réflexion de E, (u, v) une base de E, et A = ( ) la matrice de s dans la base (u, v). Recherchons I’axe de s.

sin® —cos©

X
Les vecteurs de 1’axe sont les vecteurs de matrice colonne X dans la base (u, v) vérifiant AX = X. Posons X = ( . Alors
y

xcosO+ysin® = x X(cos®—1)+ysin6=0
AX =X <= =
xsin® —ycos®@ =y xsin® — y(cosO+1) =0
e Sl e
—2xsin® 3 +2ysin5cos = =0 6 6
= 5 6 @xsinz—ycoszzO
. el ~ 2_:
2x sin > cos 3 2y cos > 0

NP e . . 6 0 N . . ,
La derniere équivalence est justifiée par le fait que sin 3 et cos 5 ne peuvent étre simultanément nuls. Un vecteur directeur de 1’axe est

0 .0 P S) L . . . (Ao
donc cos SU + sin 50 On en déduit que = est I’angle orienté de droites entre 1’axe des abscisses i.e. vect(u) et 1’axe de la réflexion s

(modulo 7 puisqu’il s’agit d’un angle orienté de droites).

2. Soit §; et s, deux réflexions de E. On peut choisir une base orthonormée B de E de telle sorte que la matrice de s; dans cette base soit
1+ cos© sin© )

sin6 —1—cosB

10 . cosO sinB
.Lamatrice de s, dans B est de 1a forme

0 1 ) Lamatrice de s;+s, dans B estdonc A = (

sin® —cos
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51 + s, est une réflexion si et seulement si la matrice A est orthogonale de déterminant —1. Ceci nous donne donc les conditions
(14 cosB)? +sin’6=1
sin®0 + (-1 —cos0)? =1
(1 + cosB)(—1 — cosB) — sin 6 = —1
Un rapide calcul montre que chacune des équations de ce systéme équivauta2cos® = —1i.e.0 = iz?n (mod 27). On a donc ° = ig

2
(mod 7). Avec notre choix de base, ’axe de s; est I’axe des abscisses. A 1’aide de la premiére question, on peut donc conclure que

51 + s, est une réflexion si et seulement si I’angle non orienté de droites entre 1’axe de s; et I’axe de s, vaut 3

Solution 28

Soient y € Imv et z € Kerv. Il existe donc x € E tel que y = v(x) i.e. y = x — u(x). On a également v(z) = O i.e. z = u(z).
0lz) = (x — u(x)|2) = (x]2) — (u(x)|2) = (x|2) — (W(x)|u(z)) = 0

car u conserve le produit scalaire. On a donc prouvé que Im v et Ker v sont orthogonaux.
En particulier, ces deux sous-espaces vectoriels sont en somme directe. De plus, d’apres le théoréme du rang dim Ker v + dimImv = dimE,
donc Im v et Ker v sont supplémentaires.

Solution 29

1. L’application ® est clairement symétrique. Elle est bilinéaire par linéarité de I’intégrale. Elle est positive par positivité de I’intégrale.

1
Enfin, soit f € E telle que ®(f, f) = 0. On a donc f f(£)? dt = 0. Comme I’application f? est positive et continue sur [0, 1], elle est
0

nulle sur [0, 1]. Par conséquent, f est également nulle sur [0, 1]. De plus, f est une combinaison linéaire des fonctions 1-périodiques
e1,e,,e3. Donc f est aussi 1-périodique. Elle est alors nulle sur R. L’application ® est une forme bilinéaire symétrique définie positive :
c’est un produit scalaire.

2. Les calculs sont élémentaires :

2 11
lerl2=2 | S de=1
0

1 1
lesll? = 2/ cos?(2mt) dt = / (14 cos(4mt)) dt =1
01 o1
lesl? = 2/ sin?(2nt) dt = f (1 —cos(4mt)) dt =1
) 0
1
(e;,ey) = \/Ef cos(2mt) dt =0
0

1
(e;,e3) = \/5 sin(27tt) dt = 0
0
1

1
(ey,€3) = Zf sin(27tt) cos(27t) dt = f sin(4nt) dt =0
0 0

La base (e, e,, €3) est donc orthonormée.

3. a. SoientA,u € Ret fi, , € E. T, (Af] + ufy) est application t — (Af; + uf)(x — t), c’est-a-dire I’application t — Afj(x —t) +
ufo(x — t) i.e. 'application At,(fi) + Kty (f5). Ainsi T, est linéaire.
De plus, t,(e;) = e;. De plus, pour x,t € R :
cos(2m(x — t)) = cos(27mx) cos(27t) + sin(27x) sin(27t)
sin(27t(x — t)) = sin(27x) cos(27tt) — cos(2mx) sin(27t)
Autrement dit, T,.(e;) = cos(2mx)e, +sin(2mx)e; et T,(e3) = sin(2mx)e, —cos(2mx)e;. Donc 1,(e;), T,(e,) et T,(e3) appartiennent

a vect(ey, e, e3) = E. Comme (ey, e,, €3) est une famille génératrice de E, on en déduit que 1,(f) € E pour tout f € E. Ainsi f
est bien un endomorphisme de E.
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1 0 0
b. Les calculs précédents montrent que la matrice de T, dans la base (e, e5,e3) est My =] 0 cos(2mx) sin(2mx)
0 sin(2mx) —cos(27mx)

c. On vérifie sans peine que M. est orthogonale. Comme M, est la matrice de 1, dans une base orthonormale, on en déduit que T,
est une isométrie vectorielle.

d. On adetM = —1 donc 1, est une isométrie vectorielle indirecte. Comme dim E = 3, 1, est une réflexion ou une anti-rotation.
X1
Cherchons les vecteurs invariants par T,.. On résout le systtme MX = Xou X =| x, | € R>.
X3
xl = xl

MX =X & {x,cos(2mx) + x5 sin(27x) = x,
X, sin(27x) — x5 cos(2mx) = X3
X,(cos(2mx) — 1) + x5 sin(2tx) = 0
{xz sin(2mtx) — x3(1 + cos(2mx)) = 0
—2x, sin®(7x) + 2x5 sin(7x) cos(mx) = 0
{ 2x, sin(7x) cos(mx) — 2x5 cos?(mx) = 0
& X, sin(7tx) — x5 cos(nmx) = 0

Le sous-espace des vecteurs invariants par T, est donc le plan P, d’équation X, sin(1tx) — x5 cos(mx) = 0 dans la base (e, 5, e3).
T, est donc une réflexion. On peut également définir P, par P, = vect(e;, cos(mx)e, + sin(mx)e;).

Solution 30

x=0 — . .
Notons r la rotation de 1’énoncé. La droite D d’équation { 0 admet pour vecteur directeur (0, 0, 1). L'image de D par r est une droite
7=

—

— - - 1
dirigée par r(u). Notons b = . Le vecteur b a donc pour coordonnées —(1, 1, 1). Notons A I’axe de la rotation. Le projeté orthogonal

a
lal
— - T - .1 - - — —
de u surAest v =(u.b)b. Le vecteur U a donc pour coordonnées 5(1’ 1,1).Onaalors i = U + W avec W € A, Le vecteur W a pour

e

1 — — — — — — — — — T
coordonnées =(—1,—1,2). Mais alors () = r(0) +r(W) = U +r(w) car U € A. Comme W € A, (W) = cos =W +sin = b A W. Apres

3 6 6
— ) 1 L ) 11 1 1 1
calcul, le vecteur r(w) admet pour coordonnées — (0, —1, 1). Ainsi r(u) admet donc pour coordonnées [ =, = — —, = + — |.
33 /33 3

Solution 31

1. Les vecteurs d(1,1,1) et F(l, —1,0) sont des vecteurs du plan d’équation x + y — 2z = 0. Le vecteur ¢ (1,1, —2) est normal a ce

a _ <

plan. On vérifie que d et b sont orthogonaux. Posons U; = m, U, = m et U5 = ﬁ La famille (u, u,, u3) est une base
10 0
orthonormale de E et dans cette base, la matrice de s; est M = | 0 1 0 |. La matrice de (uy,u,, u3) dans la base canonique est
00 -1
1 1 1
1
P=| —= ——= —= [ Lamatrice de s, dans la base canonique est donc M; = PMPT = =| -1 2 2
G V2 VE 1 d : ;
1 0 2 2 2 -1
V3 V6

2. Notons A la matrice de I’énoncé. A est clairement orthogonale et, en développant par rapport a la premiére ligne, detA = 1. f est
donc une rotation. On a clairement f(d) = d donc I’axe de f est vect(d@). Notons © ’angle de f si on dirige I’axe par d. On a
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2 - —
tr(A) = 14+ 2cos® = 0 donc 6 = i?n (mod 2m). De plus, on a vu que b est orthogonal & a et, si B désigne la base canonique,

1 0 1
detB(E, f(g), d)=|-1 1 1|=3>0doncsin® > 0.On en déduit 0 = Z?TC (mod 2m).
0 —-11

REMARQUE. On peut raisonner plus géométriquement. Si on note A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0, 1) la rotation affine d’axe O +
vect(d) associée a f effectue une permutation circulaire des trois points A, B, C. Comme le vecteur @ est normal au plan ABC,

N . ) ‘o 27
la restriction de la rotation a ce plan est une rotation plane d’angle 0. Il est alors évident que 6 = 3 (mod 2m).

3. Il suffit de poser 5, = §; o f et 53 = f o s;. Les matrices de s, et s; dans la base canonique sont donc respectivement M, = M;A =

-1 2 2 2 2 -1
% 2 2 -1 |etM3 =AM, = % 2 —1 2 |. On trouve les plans plans de réflexions de s, et s; en résolvant M,X = X et
2 -1 2 -1 2 2
x
M;X =Xavec X =| y |. On trouve pour s, le plan d’équation 2x — y — z = 0 et pour s3 le plan d’équation 2y —x —z = 0.
z
Solution 32

Supposons que f est une symétrie orthogonale. Alors f est une isométrie vectorielle et donc A est orthogonale i.e. ATA = I,,. De plus, f est
une symétrie donc A% = I,,. On en déduit que AT = A et donc A est symétrique. Réciproquement, supposons A orthogonale et symétrique.
Alors f est une isométrie vectorielle. Or ATA =1, et AT = A donc A? = I,, et f est une symétrie. Il est alors classique de montrer que f est
une symétrie orthogonale.

Solution 33

f et g sont deux rotations. Si I’'une des deux est I’identité, alors on peut toujours considérer que f et g sont deux rotations de méme axe.
Supposons maintenant f et g distinctes de I’identité. Soit u un vecteur directeur de I’axe de f. Comme f et g commutent, f(g(u)) = g(f(u)) =
g(u). Donc g(u) appartient a I’axe de f, ¢’est-a-dire vect(u). Mais comme g est une isométrie, ||g(w)|| = ||u| et donc g(u) = u ou g(u) = —u.
Si g(u) = u, alors u est un vecteur de I’axe de g. f et g sont donc deux rotations de méme axe.

Si g(u) = —u, notons v un vecteur directeur de 1’axe de g de sorte que g(v) = v. Puisque g est une isométrie (g(u), g(v)) = (u,v) et donc
(u,v) = 0. Les axes de f et g sont donc orthogonaux. Comme g(u) = —u, g est une rotation d’angle 7 autrement dit une symétrie orthogonale
par rapport a son axe. On a également g(f(v)) = f(v) donc f(v) appartient a ’axe de g et on a & nouveau f(v) = v ou f(v) = —v. On ne
peut avoir f(v) = v puisque v n’appartient pas a I’axe de f (il lui est orthogonal et non nul). Ainsi f(v) = —v, ce qui prouve que f est une
rotation d’angle 7 donc une symétrie orthogonale par rapport a son axe.

Solution 34

1. Soit (x,y) € Ker(f — Idg) X Im(f — Idg). Alors f(x) = x etil existe a € E tel que y = f(a) — a. Alors

X,y =(x f(@) — a) = (x, f(a)) — (x,a) = (f(x), f(@) — (x,a) = 0

car f € O(E). Ainsi Ker(f — Idg) C Im(f — Idg)*.
De plus, d’apres le théoréme du rang,

dim Ker(f — Idg) = dim E — dim Im(f — Idg) = dim Im(f — Idg)*
Par conséquent, Ker(f — Idg) = Im(f — Idg)*.

2. Supposons que (f—Idg)? = 0. Alors Im(f—Idg) C Ker(f—Idg). D’aprés la question précédente, on a donc Im(f—Idg) C Im(f—Idg)*.
Ainsi F C Im(f — Idg) N Im(f — Idg)* = {0} puis Im(f — Idg) = {Og}i.e. f = Idg.
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REMARQUE. On peut également directement en terme d’adjoint sans utiliser la question précédente. Comme f € O(E), f* = f~1.
Remarquons alors que

(f=1d)* o (f—Tdg) = f*o f = f = f*+1dg =2Idg —f — f~' = —f 1o (f —Idp)’ =

Alors pour tout x € E,

1£Ge) = xII* = (f(x) = x, f(x) = x) = (x, (f = Idp)* o (f = Idp)(x)) = 0

puis f = Idg.
Solution 35
Puisque O(E) est un groupe, r o s est une isométrie vectorielle de E. Comme det(r o s) = det(r) det(s) = 1 X —1 = —1, r o s est une isométrie

vectorielle indirecte. Or E est un plan euclidien donc r o s est une réflexion. Ainsi

=rosoros=(ros)*=1Idg
dotisoros=rletrosor=s1!=s.

Solution 36

Supposons que u € O(E) et u? = —Id,. Comme u € O(E), u € GL(E) et u* = u~!. De plus, u? = —Idg donc u~! = —u. Ainsi, u* = —u
et, pour tout x € E,

(x, u(x)) = (u*(x), x) = (—u(x), x) = —(x, u(x))

de sorte que (x, u(xx)) =0.
Supposons que u? = — Idg et Vx € E, (x, u(x)) = 0. Soit x € E. Alors

= (x + u(x), u(x +u(x))) = (x + u(x), u(x) — x) = u(x)|* - x|

donc |Ju(x)|| = ||lx|| et u est une isométrie.
Supposons que u est une isométrie et Vx € E, (x, u(x)) = 0. Alors

[u?(x) + x| = (U2(x) + u(x)) + (x — u(x)), W*(x) — u(x)) + (u(x) + x))
= W?(x) + u(x), u?(x) — u(x)) + @(x) + u(x), u(x) + x) + (x — u(x), u(x) — u(x)) + (x — u(x), u(x) + x)
= [P ()|I* = uo)ll* + (u(u(x) + x), ux) + x) = (x — u(x), ux — u(x))) + x| — ux)|
= [Ix[I> = Ix[I* + 0= 0 + [|x|> = |x|* = 0

Ainsi u?(x) = —x puis u? = —Idg.
Solution 37

Posons f; = (1,0,—1,0) et f, = (0,1,0,—1). Remarquons que (fi, f;) est une base orthogonale de P. Notons p le projecteur orthogonal sur
P. Alors, pour tout x € R*,

), L ), 1 1
p) = A SR = L g+ S
On en déduit que
ple) = 3fi = 3(1,0,-1,0)
P =3f = i(o 1,0,-1)

pley) = —3fi = 3(-1,0,1,0)

1 1
ples) = —zfz = 5(0’ -1,0,1)
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Ainsi
1 0 -1 0
t5(p) 1] 0 1 0 -1
ma ==
2= 210 1 o
0 -1 0 1
Puisque s = 2p — ldg,,
0 0 -1 0
0O 0 0 -1
matg(s) = 2 mat -1, =
5(8) 3(p)—14 10 o0 o
0 -1 0 O
Solution 38
Comme O est orthogonale, OTO = I,,. On en déduit en particulier,
ATA+CTC=1, ATB+C™D=0
B'B+D'D =], BTA+D'C=0

* SidetA = detD = 0, alors on a bien I’inégalité demandée.

AT | CT I 0
e SidetD # 0, posons M = etN = MO = b . Les matrices M et N étant triangulaires par blocs, on
0 | DT D'C | D'D

adetM = det(AT)det(DT) = detAdetD et detN = detI, det(DTD) = (detD)?. De plus, detN = det(MO) = detMdet O. On

en déduit que (detD)? = det A det D det O. Puisque detD # 0, detD = det AdetO et donc (det D)?> = (det A)*>(det O)%. Or O est
orthogonale donc det O = 1 et (det 0)? = 1. On a bien I’égalité demandée.

. AT | 0 ATA | ATB . . . _
e SidetA # 0, posons M = 5T | DT et N = MO = 0 ; . Les matrices M et N étant triangulaires par blocs, on a
q

detM = det(AT)det(DT) = detAdetD et detN = det(ATA) detl, = (det A)?. De plus, detN = det(MO) = det M det O. On en

déduit que (detA)? = det AdetDdetO. Puisque detA # 0, detA = detDdetO et donc (det A)?> = (det D)?(det O)2. On conclut
comme précédemment en remarquant que (det 0)? = 1.

Solution 39

Premiére méthode.On a B = P~1AP ou P est une matrice de passage entre deux bases orthonormales. P est donc une matrice orthogonale.
On a donc P~! = PT puis B = PTAP. Ainsi

tr(B"B) = tr(PTATPPTAP = tr(PTATAP) = tr((PTATA)P) = tr(P(PTATA)) = tr(ATA)

Deuxi¢me méthode. Notons u I’endomorphisme dont A et B sont les matrices dans deux bases orthonormales. Alors tr(u* ou) = tr(ATA) =
tr(BTB).

Solution 40

xl n
1. Notons X = | : | Alors X"X est une matrice carrée réelle de taille 1 i.e. un réel et X'X = > x7. Ainsi X'X > 0 puisque les xi

k=1
xn

sont des réels et X" X = 0 implique Vk € [1,n], x; = 0ie. X = 0.

2. Soit X € Ker(I,, + M). On a donc (I,, + M)X = 0i.e. MX = —X. Ainsi X'MX = —X"X. Mais en transposant I’égalité MX = —X,
on obtient XTMT = —XT et donc XM = X' puisque MT = —M. Ainsi X"MX = X"X. Par conséquent, X'X = —X"X et donc
XTX = 0. D’apres la question précédente, X = 0. D’ott Ker(I,, + M) = {0} et I,, + M est inversible.
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3. OnaATA = (I, + M)™))' (I, = M)T (I, — M)(I,, + M)~L. Or
(@ +M™) = (@+M) =0 -M)™T et I,-MT =I,+M
Ainsi ATA = (I,, — M)~1(1,, + M)(1,, — M), + M)~1. Or I,, — M et I,, + M commutent donc
ATA = (1, - M)~ 11, = M)I, + M)I,, + M)~ =1,
Ainsi A est orthogonale.

Solution 41

Soit A € O,(R) laissant (R,)" invariant. On notera (C;),<j<, la famille des vecteurs colonnes de A et (L;),<j<, la famille des vecteurs
lignes de A. Notons (E;);<j<, la base canonique de R". Comme E; € (R,)" pour tout i € [[1,n]), C; = AE; € (R,)" pour tout i € [1,n].
Autrement dit A est a coefficients positifs.
Soit (i, j) € [1, n]]z. Supposons A;; # 0, c’est-a-dire A;; > 0 puisque A est & coefficients positifs. Soit k € [1,n] \ {i}.
n
(Li L) = D) ApAg = AjAy;

I=1
car A est a coefficients positifs. Or la famille des vecteurs lignes de A est orthonormée donc (L;, L) = 0. On en déduit que Ay; = 0. En
raisonnnant sur les colonnes de A, on démontre de la méme maniére que pour k € [1, n]|, \{j}, Ajx = 0.
Ceci signifie que chaque ligne et chaque colonne comporte au plus un coefficient non nul. Puisque les vecteurs lignes et colonnes de A sont
normés, chaque ligne et chaque colonne posseéde exactement un coefficient non nul valant +1, en fait 1 car A est a coefficients positifs. Ainsi
A est une matrice de permutation.
Réciproquement, toute matrice de permutation est bien orthogonale et laisse stable (R, )".

Solution 42

Supposons A = 0. Alors il est clair que A = com(A) = 0.
Supposons A € SO(n). On sait que com(A)AT = det(A)I,,. Puisque A € SO(n), det(A) = 1 et AT = A~L. Il s’ensuit que com(A) = A.
Supposons maintenant A = com(A). Puisque com(A)TA = det(A)I,,, ATA = det(A)I,,.

* Sidet(A) =0, ATA = 0 et, a fortiori, tr(ATA) = 0 et donc A = 0 puisque (M, N) - tr(M T N) est un produit scalaire sur M,(R).

* Sidet(A) # 0, alors tr(ATA) = tr(det(A)I,,) = ndetA. En particulier, det(A) > 0 a nouveau car (M, N) — tr(MTN) est un produit
scalaire sur M, (R). Par ailleurs, det(ATA) = det(det(A)I,,) ou encore det(A)? = det(A)". Puisque n # 2 et det(A) > 0, det(A) = 1.
Ainsi ATA =I,, et A € SO(n).

Solution 43

1. Onremarque que A = (A2)T = (AT)? = A* Ainsi A est annulé par P = X* — X = X(X — 1)(X — j)(X — j?). Comme P est simplement
scindé sur C, A est diagonalisable dans M, (C).

2. La question précédente montre que SpC(A) ={0,1, j, j} Notons m; la multiplicité d’une valeur propre A (on convient que m; = 0 si

A n’est pas valeur propre). Comme A est a coefficients réels, x5 1’est également de sorte n; = m.

Comme A est diagonalisable, B

tr(A)=0-m0+1-m1+j-mj+j-mj—.=m0—mjEZ
puisque j + j = —1. De méme,
‘m_—.n’h mj 1 si mo =0
det(A) = 0Me1™ jMij J = Q™Mo(j) ~ =00 = .
0 sinon

car jj =1.

3. On a vu que A* = A. Mais comme A est inversible, A> = I,. Ainsi ATA = A> = I,. La matrice A est donc orthogonale. De plus,

cos©® —sinB

det(A) = 1 donc A € SO,(R). Ainsi il existe 8 € R tel que A = R(‘e) = ( ) De plus, A3 = R(36) = I, donc

sin® cos©
_ o o _omy [ =12 =32 _ramy [ 12 W32
30 = 0[2n] i.e. 8 = 0[27/3]. Ainsi A = R(0) =L, ou A = R(?) = ( V32 -1 ) ouA = R(;) = ( 32 -1/2 )

Inversement, on vérifie que ces trois matrices conviennent.
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Adjoint

Solution 44

Si f = 0,alors f* = 0et |l fll| = [Ilf*[l = 0.
Supposons maintenant f # 0. Soit X un vecteur unitaire de E. Alors

IF GO = (f(x), fCO)

= (f* o f(x), x) par définition de 1’adjoint
<\ o FOONNI d’apres I’inégalité de Cauchy-Schwarz
< MAENIEI N ? par définition de la norme subordonnée
< MFHMA car x est unitaire
Puisque [|fll = sup | f(x)]||, on a par passage a la borne supérieure,
Ixl=1
AU < M=l
et donc [[IflIl < [lIlf*lIl puisque || f]| > O.
En appliquant ce qui précede a f* qui est également non nul, on obtient ||| f*||| < [IIf**|l|. Or f** = f donc, par double inégalité, ||| f*|I| = Ilf]Il-
Solution 45

1. N est clair que Ker(u) C Ker(u* ou). Soit x € Ker(u* ou). Alors u* ou(x) = 0. En particulier, (u* o u(x), x) = 0 puis (u(x), u(x)) = 0
par définition de 1’adjoint. On en déduit que u(x) = Og par axiome de séparation. Ainsi x € Ker(u) puis Ker(u* o u) C Ker(u). Par
double inclusion, Ker(u) = Ker(u™ o u).

2. Puisque Ker(u) = Ker(u* o u), on en déduit d’apres le théoréme du rang que rg(u) = rg(u* o u). En appliquant ce résultat 2 u* et en
utilisant I’involutivité de 1’adjonction, on obtient rg(u™) = rg(u o u*). Enfin, en notant A la matrice de u dans une base orthonormée
de E,

rg(u) = rg(A) = rg(A") = rg(u®)

Solution 46

Soit x € Ker(u + u*). Alors [|u(x) + u*(x)||*> = 0. En développant, on obtient
[uGOI? + [l COI? + 2(u(x), u*(x)) = 0
Mais par définition de 1I’adjoint, (u(x), u*(x)) = (u?(x), x). Or Imu = Keru donc u? = 0. Finalement
@I + [lu* G0 = 0

et donc u(x) = u*(x) = 0. Ainsi x € Keru N Keru*. On montre classiquement que Keru* = (Imu)*. Or Imu = Keru donc Keru* =
(Keru)*. On en déduit que

x € Keru n (Keru)* = {0}
Ainsi Ker(u + u*) = {0} et u est injectif et donc bijectif puisque E est de dimension finie.

Solution 47

11 est clair que Ker(f) N Ker(f*) c Ker(f + f*). Réciproquement, soit x € Ker(f + f*), soit encore f(x) = —f*(x). Comme (f*)* = f,
ona:
1£*GON? = (F*Co), f*()) = (x, f o f(x))
Or,
(f o £ = f(f*(x) = f(=f(x) = =f*(x) = 0

car Im(f) C Ker(f). Ainsi || f*(x)||* = 0 puis f*(x) = 0 et f(x) = —f*(x) = 0. Ainsi x € Ker(f) N Ker(f*).
Par double inclusion, Ker(f + f*) = Ker(f) N Ker(f*).
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Solution 48

Soit (M, N) € M,,(R)>2. Posons P = g (M). Alors, par définition de 1’adjoint
(P,N) = (ga(M), N) = (M, go(N)) = (M, AN)
Par définition du produit scalaire usuel sur M,,(R),
(M, AN) = tr(MTAN) = tr((ATM)'N) = (ATM, N)

Ainsi (P,N) = (ATM, N) ou encore (P — ATM, N) = 0. Ceci étant valable pour tout N € M,(R), P — ATM € Mn([R)l = {0}. Ainsi
gi(M) = P = ATM. Finalement, g§ = gat.

Solution 49

1. Soit x € E. Alors

x € Keru*
= u*(x) =0g
<= Vy€E, u*x),y)=0
< Vy€eE, (x,u(y))=0
— Vz € Imu, {x,z)
< x € (Imu)*

Ainsi Keru* = (Imu)*.
En appliquant cette égalité & u*, on obtient Keru = (Imu*)* car (u*)* = u. Mais comme E est de dimension finie, (Ker u)* = Im u*.

2. D’apres le théoréeme du rang et la question précédente
rg(u*) = dim E — dim Ker(u*) = dim Ker(u*)* = dim Im(u) = rg(u)

Solution 50

1. En passant a I’adjoint dans 1’égalité de 1’énoncé, on obtient également
u*ou+au*+pfu=0
En soustrayant cette égalité de celle de 1’énoncé, on obtient
(a—P)u—-u)=0
donc u = u*. Finalement, u? + au + fu = 0 ou encore u? = —(a + f)u.

1

e Sia+B#0,posons A =—(a+p)etp= T

u. On a donc bien u = Ap. De plus,

1 1
2= —yl=-u=
p_}@u }Lu p

Et enfin, comme u = u*, p = p* donc p est un projecteur orthogonal.

* Sia+f =0,alors u* ou = u? = 0. Ainsi
Vx € E, [u(x)|? = (u(x), u(x)) = (u* o u(x),x) =0

donc u = 0 et on peut choisir A =0et p = 0.
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2. * Supposons a = 3 # 0. Soit (x,y) € Keru X Imu. Il existe donc z € E tel que y = u(z). Alors

(x,y) = (x,u(2)) = (W*(x), z)

Or u™* o u(x) = au(x) + au*(x) donc au*(x) = Og puisque x € Keru puis u*(x) = O acr a # 0. Finalement (x, y) = 0 puis
Keru L Imu.

* Supposons a = 3 = 0. Alors u* o u = 0 puis # = 0 comme montré précédemment. On a donc Keru = E 1 {0g} = Imu.

Solution 51

On se donne B une base orthonormée de E. Alors

V(f,8) € L(EY, tr(f* o g) = tr(mat(f* o 8)) = tr(mat(f*) o mat(g)) = tr(mat5(f)" mats(g))

On conclut alors facilement car on sait que (A, B) — tr(ATB) est un produit scalaire sur M, (R).
Solution 52

Dans ce qui suit, on note A la matrice de f dans une base orthonormée de E. Ainsi AT est la matrice de f* dans cette méme base. On note
également n = dim E.

1. La trace est invariante par transposition :

tr(f) = tr(A) = tr(AT) = tr(f*)
2. Le déterminant est invariant par transposition :

det(f) = det(A) = det(AT) = det(f*)

3. On sait que
Xy =xa = det(XI,, — A) = det((XI,, — A)") = det(XI, — AT) = xa1 = X

4. Le spectre est I’ensemble des racines du polyndme caractéristique : comme x ¢ = X+, Sp(f) = Sp(f™).

5. Le rang est invariant par transposition
dim(E, (f)) = dim Ker(f—AIdg) = dim Ker(A—AI,) dim Ker((A—AIL,)") = dim Ker(AT—AI,)) = dim Ker(f*—AIdg) = dim E;(f*)

Solution 53

ac ab
1. Notons M = ( b d ) la matrice de u dans la base B. Puisque B est orthonormée, la matrice de u* dans cette base est MT = ( P )
c

La condition u* o u = © o u* donne MM = MM ou encore

a?+b> ac+bd\ [ a®+c* ab+cd
ac+bd ¢+ d>? ab +cd b?+d?
Notamment b?> = ¢? donc ¢ = +b. On ne peut avoir b = ¢ car sinon M serait symétrique et u serait alors diagonalisable car B est

orthonormée. Notamment, ),, serait scindé, ce qui n’est pas. On en déduit que b # 0 et c = —b. Or ac + bd = ab + cd ce qui donne
a =dcarc = —betb # 0. La matrice de u dans la base B est donc bien de la forme annoncée.

2. Soit B une base orthonormée de E adaptée a la décomposition E = F @ F*. Comme F est stable par u, la matrice M de u dans cette

base B est de la forme
A| B
M =

avec A et C des matrices carrées. Comme B est orthonormée, la matrice de u dans la base B est

MT = AT | 0
- BT | T
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La condition u* o u = u o u* donne M™™M = MM . En raisonnant par blocs, on obtient :

ATA| A™B )\ [AAT+BB' | BCT
(BTA | BTB+CTC)_( CBT | CCT)

Notamment, BTB 4+ CTC = CCT puis tr(B"B) + tr(CTC) = tr(CCT). Mais tr(CTC) = tr(CCT) donc ||B||? = tr(B"B) = 0 puis B = 0.
Ceci prouve que F* est stable par u.

On obtient alors également que ATA = AAT. Mais A est la matrice de up dans une base orthonormée de F donc Uf o Up = Up o Uf; Ce
qui prouve que up est un endomorphisme normal de F. De méme, C'C = CCT donc Up. est un endomorphisme normal de F+.

3. On raisonne par récurrence sur la dimension n de E. Si n = 1, le résultat est trivialement vrai et si n = 2, il est encore vrai d’apres la
premiere question.
Supposons le résultat vrai pour toute dimension de E inférieure ou égale a n — 1 € N*. Soit alors u un endomorphisme normal d’un
espace euclidien E de dimension n.
Si u posseéde une valeur propre A, on choisit un vecteur propre x associé a cette valeur propre. Alors u induit un endomorphisme normal
de vect(x)*. On applique 1’hypothése de récurrence i cet endomorphisme induit, ce qui donne le résultat.
Si u ne possede pas de valeur propre, alors son polyndme minimal w,, ne posséde que des facteurs irréductibles de degré 2. Soit P un
tel facteur que I’on suppose unitaire. Il existe donc un polyndme Q tel que pw,, = PQ. Alors P(1) o Q(u) = 0 donc P(u) n’est pas inverse
sinon Q(u) = 0, ce qui contredit la minimalité de p,,. Il existe donc x € E non nul tel que P(u)(x) = 0. La famille (x, u(x)) est libre
car u ne posséde pas de valeur propre. De plus, il existe (c,d) € R? tel que P = X2 + cX + d. Alors u?(x) = —cu(x) — dx de sorte que
F = vect(x, u(x)) est stable par u. On sait que up est un endomorphisme normal de F. De plus, xy, = P est irréductible donc, d’apres

a
la premiére question, sa matrice dans une base orthonormée de F est de la forme ( ) avec (a,b) € R X R*. On applique alors

a
I’hypothese de récurrence a I’endomorphisme normal ug1 ce qui permet de conclure.

Solution 54

1. Soit A € R. Alors

x € Ker(u — Aldg) < u(x) = Ax

lu(x) — Ax|*> = 0

u(x) —Ax,u(x) —Ax) =0

((u—AIdg)* o (u— AIdg)(x),x) =0

{((u* —A1dg) o (u— Aldg)(x),x) =0

{((u—Aldg) o (u* — AIdg)(x),x) =0 caru*ou=uou*
{((u—Aldg) o (u—Aldg)*(x),x) =0

((u = A1dg)*(x), (u — A1dg)*(x)) = 0

lu*(x) = Ax||> = 0

u*(x) = Ax

x € Ker(u* — A1dg)

1 A A

On en déduit que Sp(u) = Sp(u*) et que pour tout A € Sp(u) = Sp(u*), E; (u) = E; (u*).
2. Soient A et u deux valeurs propres distinctes de u. Soient x € Ey(u) et y € E(u). Alors
u(x), y) = Mx,y)

Mais on a également,
w(x),y) = (x,u*(y)

Or d’apres la question précédente, y € E,(u) = E,(u*) donc u*(y) = py. On en déduit que A{x,y) = u(x, y) puis (x,y) = 0 car
A # w. Ainsi Ey(u) L E, (u*).

Solution 55
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1. Sachant que pour deux endomorphismes u et v de E, (1 o v)* = v* o u*, on prouve aisément par récurrence que (u¥)* = (u*)¥ pour
tout k € N.
+0o0
Soit P = 2 a, X* € R[X]. Par linéarité de I’adjonction,
k=0
+oo +o00
Pu)* = Y qp(uh)* = ) ap(w*)* = P(u*)
k=0 k=0
2. Premiere méthode. Pour tout P € R[X],
Pw)=0 < Pw)* =0 < Puw*)=0
Ainsi u et u* possédent le méme idéal annulateur. Comme le polyndme minimal est I’unique générateur unitaire de cet idéal, r,, = 7,
Deuxiéme méthode. 7, (u*) = m,(u)* = 0% = 0 donc 7+ divise ,. En appliquant ceci a u*, 7y« = 7, divise m,+. Comme 7, et
T+ sont unitaires par définitions, 7, = .
Solution 56
1. a. Lalinéarité de u @ v découle essentiellement de la bilinéarité du produit scalaire.

De plus, Im(u® v) C vect(u) donc rg(u®@v) < 1. Par ailleurs, (u® v)(v) = ||v||*u # O car u et v sont non nuls. Par conséquent,
rgu®vu) =1.

b. Soit A une valeur propre de u ® v et x un vecteur propre associé. Alors (v|x)u = Ax. Si A # 0, alors x € vect(u). On en déduit
que (v|uyu = Au puis A = (v|u) car u # Og.
Si (v|u) # 0, alors Sp(u®v) C {0, (v|u)}. De plus, Ker(u ®@v) = vect(v)* et, ce qui précéde montre que Ker(u ® v—{(v|u)Idg) C
vect(u). L'inclusion réciproque est triviale. En conclusion, Sp(u®uv) = {0, (v|u)}, Eo(u®u) = vect(v)* et E, ) (u®v) = vect(u).
Si (v|u) = 0, ce qui précéde montre que Sp(u ® v) = {0} et Eo(u ® v) = vect(v)*.

c. Si(vu) # 0, alors u ® v est diagonalisable car dim Eq(u ® v) + dimEy,y(u ® v) = dimE -1+ 1 = dimE.
Si (v|u) # 0, u ® v n’est pas diagonalisable car 0 est son unique valeur propre et dim Eq(u ® v) = dimE — 1 < dimE.

2. Soit x € E. Alors

(u ® 0)*(x) = (VX)(u @ V)W) = (Vx)vlwu = (Vlu)u & v)(x)

Ainsi (u ® v)? = (v|u)(u ® v). On en déduit que P = X? — (v|u)X annule u & v. Si (v|u) # 0, alors P est simplement scindé et u @ v
est diagonalisable. Si (v|u) = 0, alors (u ® v)? = 0 et u ® v est nilpotent. Il ne peut étre diagonalisable car sinon il serait nul.

. Supposons que g commute avec U @ v. Alors, pour tout x € E,

(u®v)og(x) =ge(u®uv)(x)

ou encore
(vlgle)u = (vlx)gw)
(vlg(v))

Notamment, comme v # Og, g(u) = au avec a = TE

. La derniere égalité peut également s’écrire

Vx € E, (g*(v)|x)u = olv|x)u

Comme u # O, on a donc (g*(v) — av|x) = 0 pour tout x € E et donc g*(v) = awv.
Réciproquement, supposons qu’il existe « € R tel que g(u) = au et g*(v) = av. Alors, pour tout x € E,

(u®v) e g(x) = (vlg(x)u = (g* (V)| x)u = alv|x)u
g (u @ v)(x) = (v|x)g(u) = x(v|x)u

donc g et u ® v commutent.
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Endomorphismes auto-adjoints et matrices symétriques

Solution 57

Remarquons que ¢ = p + q ol p et q sont les projecteurs orthogonaux respectifs sur vect(a) et vect(b). Ainsi ¢ est un endomorphisme
auto-adjoint comme somme d’endomorphismes auto-adjoints. En particulier, ¢ est diagonalisable. On va de toute fagon s’en rendre compte
en déterminant les éléments propres de ¢.

Remarquons déja que ¢ est nulle sur (vect(a) + vect(b))*. Ainsi (vect(a) + vect(b))* C Ker ¢. Réciproquement si x € Ker¢, (a, x)a +
(b, x)b = 0 de sorte que (a, x) = (b, x) = 0 car la famille (a, b) est libre. Ainsi x € vect(a)' N vect(b)* = (vect(a) + vect(b))*. Finalement,
Ker ¢ = (vect(a) + vect(b))*.

La nature géométrique de ¢ incite fortement a penser que a+b et a—b sont vecteurs propres. En effet, ces deux vecteurs sont non nuls puisque
a et b sont non colinéaires et un calcul simple montrer que ¢(a) = a + (a, b)b et t(b) = b + {(a, b)b donc ¢(a + b) = (1 + {(a, b))(a + b) et
d(a—b) = (1—(a, b))(a—b). Donc a+b et a—b sont bien des vecteurs propres associés aux valeurs propres 1+{a, b) et 1—(a, b). Si{a, b) # 0,
ces valeurs propres sont distinctes : les sous-espaces propres associées a ces valeurs propres sont donc de dimension 1 puisqu’on a déja vu que
le noyau i.e. le sous-espace propre associé a la valeur propre 0 était de dimension n — 2. Ces sous-espaces propres sont donc respectivement
vect(a + b) et vect(a — b). Si (a, b) = 0, alors le sous-espace propre associ€ a la valeur propre 1 contient vect(a + b, a — b) = vect(a, b) et
est en fait exactement égal a celui-ci puisque la diemnsion de vect(a, b) est 2 et que Ker ¢ est déja de dimension n — 2.

Récapitulons. Dans tous les cas, 0 est valeur propre de ¢ et le sous-espace propre associé est (vect(a) + vect(b))*. Si (a,b) # 0, ¢
posséde deux valeurs propres supplémentaires 1 + (a, b) et 1 — (a, b) et les sous-espaces propres respectivement associés sont vect(a + b) et
vect(a — b). Si {a, b) = 0, ¢ posseéde 1 comme seule valeur propre en sus de 0 et le sous-espace propre associé est vect(a, b). Il est d’ailleurs
géométriquement clair dans ce cas que ¢ induit I’identité sur vect(a, b).

Solution 58

1. Pour tout x € E,
n
<f(X), x> = Z<x’ uk>2 > 0
k=1

donc v est positif. Supposons maintenant que (f(x), x) = 0. Tous les termes de la somme précédente étant positifs, ils sont tous nuls.
Ainsi x est orthogonal a chacun des u; et donc au sous-espace vectoriel qu’ils engendrent, c’est-a-dire E. Ainsi x = Og.

2. Considérons une base orthonormée (ey, ..., e,) de E formée de vecteurs propres de E. Notons A, ..., A, les valeurs propres assocciées
a ces vecteurs propres. Ces valeurs propres sont toutes strictement positives. Comme (e, ..., €,,) est une base de E, il existe un unique

1
endomorphisme g de E tel que g(e;) = —e¢;. On a clairement g%(¢;) = —e; = f~1(e;) pour tout i € [1,n]. Comme (ey, ..., e,) est

i

N
une base de E, g2 = f~L.
Soit (x, y) € E2. Alors

n

(00,9) = Y, 16 er. ) = (5,80

i=1"1
1
donc g est auto-adjoint. Les valeurs propres de g sont les réels strictement positifs — donc v est défini positif.
i
3. Soiti € [[1,n]. Alors
n
w = f(f (W) = Z<f_1(ui)a Uge)Uge
k=1

Mais comme (uy, ..., u,) est libre, (f~*(u;), uy) = 8;  pour tout k € [1,n].
Soit (i, j) € [1, n]]z. Alors, comme g est auto-adjoint,

(8(uy), g(wy)) = (g*(wp), wy) = (f ' (wy), wy) = 8,
Ainsi (g(u,), ... ,g(u,)) est bien une base orthonormée de E.

Solution 59

D’apres le théoréme spectral, il existe une base orthonormée (ey, ... ,e,) de E formée de vecteurs propres de f. Notons A; la valeur propre
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associée a e;. Comme Sp(f) C R, A; > 0 pour tout i € [1,n]. Comme (ey, ..., e,) est une base de E, on définit bien un endomorphisme g
de E en posant g(e;) = \/Z-ei pour tout i € [[1,n]). On a alors clairement g2(e;) = A;e; = f(e;) pour tout i € [1,n]. Comme (e;, ..., e,) est
une base de E, on a bien gZ = f.

Enfin, la matrice de g dans la base orthonormale (e, ..., e;) est diagonale donc symétrique : g est donc un endomorphisme auto-adjoint.

Solution 60

Soit x € Ker f ety € Im f. 1l existe donc z € E tel que y = f(z). Ainsi

(x,3) = (x, f(2)) = (f(x), 2) = (0, 2)0

Ainsi Ker f C (Im f)*. De plus, dim(Im f)* = n — dimIm f = dim Ker f d’aprés le théoréme du rang. Ainsi Ker f = (Im f)*.
Solution 61

Comme f est auto-adjoint, il existe une base orthonormée B de E qui diagonalise f.

(i) = (iii) La condition (i) implique que les valeurs propres de f sont positives. Notons e, ..., e, les éléments de B et A, ..., A, les
valeurs propres associées. On définit h en posant h(e;) = \/Z-e,- pour 1 < i < n. On vérifie qu’on a bien h = h* et f = h2.

(iii) = (ii) 1l suffit de prendre g = h.

(il) = (i) Pour tout x € E,
(f(x), x) = (g" o g(x), x) = (g(x),g(x)) > 0

Solution 62

Supposons f défini positif. L’application ¢ : (x,y) € E? = (f(x),y) est un produit scalaire :
* la bilinéarité provient de la linéarité de f et de la bilinéarité de (, -);
* la symétrie provient de la symétrie de (-, -) et du fait que f est autoadjoint;
* pour x € E, (f(x),x) > 0 et on a égalité uniquement si x = Og..

La partie X est la boule unité fermée pour la norme associée au produit scalaire ¢ : elle est donc compacte pour cette norme puisque E est
de dimension finie. Les normes étant toutes équivalentes en dimension finie, X est également compacte pour la norme associée au produit
scalaire (-, -).

Supposons X bornée. Soit A € Sp(f) et x un vecteur propre associé. Comme X est bornée et x # O, on peut choisir € R} suffisamment

1
grand tel que rx & X. Alors (f(rx),rx) > 1i.e. Ar?|x|*> > 1 puis A > I > 0. Ainsi Sp(f) C R} et f est défini positif.

Solution 63

1. D’apres le théoréme spectral, il existe une base orthonormée (ey, ..., e,) de E formée de vecteurs propre de f. Notons A; la valeur
propre associée au vecteur propre e;. Comme f € ST(E), A; > 0 pour tout i € [[1, n]. Comme (ey, ..., e,) est une base de E, il existe
un (unique) g € L(E) tel que gle;) = \/Z-e,-. Alors pour tout i € [[1,n]], g%(e;) = Aie; = f(e;). Comme (e, ..., e,,) est une base de
E, g2 = f. De plus, (e, ..., e,) est une base orthonormée de E formée de vecteurs propres de g donc g € S(E) d’apres le théoréme
spectral.

2. L’endomorphisme g déterminé a la question précédente convient puisque Sp(g) C R,. Montrons son unicité. Supposons donc qu’il
existe (g, h) € 8T(E)? tel que f = g2 = h?.
Soit A € R%. Alors X — ﬁ et X + \/7L sont premiers entre eux donc, d’apres le lemme des noyaux,

Ker(g? — A% Idg) = Ker(f — A1dg) @ Ker(f + A1dg)
Mais comme Sp(g) C R, Ker(g + A1dg) = {0}. Ainsi Ker(g? — A>Idg) = Ker(g — A1dg). De la méme maniére, Ker(h? — A2 Idg) =

Ker(h — Aldg). Or g2 = h? donc Ker(g — laldg) = Ker(h — A1dg).
Par ailleurs, Ker g C Ker g2. Mais si I’on se donne X € Ker g2, alors

gCOII? = (g(x), g(0)) = (x, g% 0 g(x)) = (x,g%(x)) = 0
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donc g(x) = 0 puis x € Kerg. Ainsi Kerg = Ker g?. De méme, Ker h = Ker h?. Or g2 = h? donc Ker g = Ker h. Finalement
VA € R+, Ker(g - )\,IdE) = Ker(h - )\,IdE)

Mais comme Sp(S) C R, et Sp(T) C R, Set T ont les mémes valeurs propres et les mémes sous-espaces propres. Comme g et i sont
diagonalisables, ils sont égaux.

Solution 64

1. L’ application u est clairement linéaire. De plus, pour k € [0, n],

1 n n 1 n 1 n
u(Xk =f X+ )tk dr = (( )f fhjtk dt)Xj= .—(,)XieE
X5 0( ) Z il Jo én—1+k+1 J

Jj=0 J

donc u € L(E).
Pour (k, 1) € [0, n]?, on a donc

WKy | Xh = 3 ;(?)(xf 1X)

j:o”_j+k+1
_Z": 1 1 (n
_j:o”—j+k+1 jHlI+1\j
n
1 1 n o .
= TThr1l n—i+l+1<n—i> par le changement de variable i = n — j
i=0

n
_ 1 ) 1 n - l
_l;)n—i+l+1 i+k+1<i) = (X" | u(X)

Par linéarité de u et bilinéarité du produit scalaire, on prouve alors aisément que (u(P) | Q) = (P | u(Q)) pour tout (P, Q) € E2. Ainsi
u est bien auto-adjoint.

REMARQUE. En admettant le théoréme de Fubini pour les intégrales doubles (hors programme), on pouvait aussi raisonner de la
maniere suivante.

1
W) | Q) = f w(P)(OQ) de
0

1/ p1
= f (/ (t + $)"P(s) ds) Q(¢) dt
0o \Yo
1 1
= / (/ (t + $)"P(s)Q(t) ds) dt
0o \Yo

1/ p1
= / ( f (t + $)"P(s)Q(t) dt) ds d’apres le théoreme de Fubini
o \Jo

1 1
= f P(s) (/ (t +9)"Q(t) dt) ds
0 0

1
= f P(s)u(Q)(s) ds = (P | uw(Q)

0

2. C’est le théoreme spectral.

3. Fixons y € R. Comme (P, ..., P,) est une base orthonromée de E,

n

n n 1 n
X+ = DX+ | BB = >, ( f (t + y)"Be(t) dt) Pe = D u(B)PB = > MB(»)Pg
k=0 k=0 0 k=0

k=0
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En évaluant en x € R, on obtient
n
(x+9)" =D MP(0P(y)
k=0
Notamment, en choisissant y = x,
n
m= 3 NeP(x)?
k=0
En intégrant sur [0, 1],

1 n 1

2"/ X"dx =), )ka P(x)? dx
0 k=0 Jo

ou encore

2 n n
7= 2 MlBl? = 35 Ay = (u)
k=0 k=0
car les vecteurs P sont unitaires.

REMARQUE. On pouvait trouver la trace différemment. En effet, on a calculé

1 n 1 n
k = nk = T E— J
u(X*) l(X+t)t dt E n—j+k+1(j>X

j=0

Si on note A la matrice de u dans la base canonique, alors

On en déduit que

Solution 65

Soit S,, I’ensemble des vecteurs de R” de norme 1. Pour A € §,,(R) et X € R", on pose @A (X) = XTAX.
Soit A € 8,(R). 1l existe une base orthonormée (Eq, ..., E,) de R" dans laquelle A diagonalise. Pour i € [1, n], notons A; la valeur propre
n n n

de A associée a E;. Soit X € S,,. Il existe donc (X, ..., x,) € R" tel que X = Z x;E; et Z x? = 1. On a alors pA(X) = Z Ax?. On a
i=1 i=1 i=1

alors @(X) < < r%?x A ) Z xi = ®(A). De plus, notons j I'indice de la plus grande valeur propre de A, on a alors @ (E;) = A; = ®(A). Par
conséquent, P(A) = )r(nax cpA(X)
Soient A, B € 8,,(R) et Py € [0,1].
(A +(1-1)B) = max < PrA+(1- pe(X) = maX(MPA(X) + (1 = Vep(X)
Puisque A > 0et1 —A > 0, on a pour tout X € S,
ApA(X) + (1= Dpp(X) < A max oa(X) + (1 = 1) max @y(X) = AB(A) + (1~ D}2(B)
11 suffit alors de passer au maximum pour X € S,, pour obtenir
D(AA + (1 — 1)B) < A®(A) + (1 — 1)P(B)

Autrement dit, ® est convexe.
Solution 66

Comme A est symétrique, elle diagonalise dans une base orthonormale i.e. il existe P € O,(R) telle que PTAP = D avec D diagonale.
D+I,| 0
o |D-1,

P| P
Posons Q = L . On vérifie que Q € 9,,(R). De plus, Q'BQ =
V2\P | -P

que ses valeurs propres sont les A = 1 ot A € Sp(A).

). Ceci prouve que B est diagonalisable et
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Solution 67

1. Puisque A est réelle symétrique positive, elle est diagonalisable. Notons (X, ..., X,,) une base de R" constituée de vecteurs propres de

A et A; la valeur propre associée au vecteur propre X; pour chaque i dans [[1, n]).
n

Soit X un vecteur propre de A¥ associée a une valeur propre A. Il existe donc o, ... , &, € R non tous nuls tels que X = Z a;X;. Notons
i=1

I I’ensemble des indices i € [1, n] tels que a; # 0 de sorte que X = Z a;X;. Ainsi d’une part

iel

ARX =" AFaiX;
iel
et d’autre part
ARX = AX = ) AX;

iel
Comme (X;);e1 est une famille libre, kﬁ‘ai = Aa; pour touti € I. Or ; # 0 pour i € I donc 7»5‘ = A. De plus, A est symétrique positive
donc les A; sont positifs : pour touti € I, A; = W Finalement

AX = Z)LiOCiX = WZ O[in' = WX

iel iel
et donc X est un vecteur propre de A.

2. Puisque (AF)T = (AT)X = A, A¥ est symétrique. 11 existe donc P € O,,(R) tel que P~1A¥P soit diagonale. Les vecteurs colonnes
de P sont des vecteurs propres de A et donc de A d’aprés la question précédente. En clair, P~1AP est également diagonale. Puisque
AF = Bk, le méme raisonnement montre que P~'BP est également diagonale. Notons A;, ..., A,, les éléments diagonaux de P~1AP et
1, ... » Ky, ceux de P~!BP. Puisque (P_lAP)k =P 1AKP et (P_IBP)k = P~'B¥P, on a A¥ = pk pour tout i € [[1, n]. Mais puisque, A
et B sont symétriques positives, leurs valeurs propres i.e. les A; et les ; sont positives. L application x + x¥ étant injective sur R, on
en déduit que A; = y; pour tout i € [1,n]. Ainsi P"1AP = P~1BP puis A = B.

1 0 10
3. Le résultat ne tient plus. Prendre par exemple A = ( 0 1 ), B= ( 01 ) etk =2.

Néanmoins, le résultat reste valable si A et B sont symétriques (non nécessairement positives) et si k est impair car dans ce cas X — x
est injective sur R.

k

Solution 68

Premiere méthode
D’aprés le théoreme spectral, il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D a coefficients positifs de M,,(R) telles que
A = PDP'. Mais alors

tr(AB) = tr(PDP'B) = tr(DP"BP) = tr(DC)

en posant C = PTBP. La matrice C est évidemment symétrique et pour tout X € M, n1(R)
XTCX = X"PTBPX = (PX)"B(PX) > 0
car B est positive. Ainsi C est positive. En notant (Ey, ..., E,,) la base canonique de M, ;(R), on a pour tout i € [[1, n]|
Ci=E[CE; >0

puisque C est positive. Finalement
n n n

tr(DC) = Z Z Dijcji = Z D;;C;; >0

i=1j=1 i=1

Deuxiéme méthode
D’aprés le théoreme spectral, il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D a coefficients positifs de M, (R) telles que

http://lgarcin.github.io 29


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

A = PDP'. En notant A la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les racines carrées de ceux de A, et en posant R = PAPT,
ona A = RTR. De la méme maniére, on peut trouver S € M,(R) telle que B = STS. Mais alors

tr(AB) = tr(RTRS'S) = tr(SRTRST) = |[RST|2 > 0

ott on note || - || la norme euclidienne associée au produit scalaire (X, Y) € M, (R)? — tr(X"Y) (il est classique de montrer que ¢’est bien un
produit scalaire).
Solution 69

1. Onnote |- || la norme euclidienne sur M), ;(R). Soit A € M}, ,(R). Alors AT A est une matrice symétrique donc elle est diagonalisable.
Soit x un vecteur propre associée a une valeur propre A de ATA. Alors xTATAx = (Ax)T(AX) = |Ax|? € Ry et xTATAx = AxTx =
Mlx)?. Comme ||x|?> € R, A > 0. Ainsi Sp(ATA) C R, donc N(A) est bien définie.

Soit u € R. Alors

N(uA) = \/max Sp(u2ATA) = \/max u2Sp(ATA) = \/Mz max Sp(ATA) = |pL|\/max Sp(ATA) = |u|N(A)

donc N est bien homogene.

Supposons que N(A) = 0. Alors max Sp(ATA) = 0. Mais comme Sp(ATA) C R,, Sp(ATA) = {0}. Comme ATA est diagonalisable,
ATA = 0. A fortiori, ||A||> = tr(ATA) = 0 ou || - || désigne ici la norme euclidienne sur Mp(R). Ainsi A = 0 et N vérifie I’axiome de
séparation.

Soit enfin (A, B) € M n,p(R)z. Notons A la plus grande valeur propre de (A + B)T(A + B) et x un vecteur propre associé a cettte valeur
propre. Alors ||(A+B)x|> = A||x||?. Donc [|(A+B)x|| = N(A+B)||x|. Par ailleurs, || - | est une norme donc ||(A+B)x|| < || Ax|+|Bx|.
Notons Ay, ..., A, les valeurs propres de ATAet (eq, ... ,€p) une base orthonormée de vecteurs propres de ATA. Alors

p p
x=Y xe et ATAx=) xike
i=1 i=1

Comme (ey, ... , p) est une base orthonormée de M, ;(R),

14 14
lAx|? = xTATAx = ) Ax? < N(A)P? Y x7 = N(A)?|x|?

i=1 i=1
Par conséquent, |Ax| < N(A)|x||. De la méme maniere, |Bx| < N(B)|x|| Finalement,
N(A + B)[|x] < N(A)[lx]| + N(B)|l x|

et donc N(A + B) < N(A) + N(B) car ||x|| > 0.
N est bien une norme.

2. Soit x un vecteur propre associé  la plus grande valeur propre de (AB)T(AB). On a alors |ABx]|| = N(A)||x]|| (cf. précédemment). De
plus, ||[ABx| < N(A)|Bx|| £ N(A)N(B)| x| (cf. précédemment). Comme ||x| > 0, N(AB) < N(A)N(B) donc N est bien une norme
d’algebre.

Solution 70

Remarquons qu’en remplagant X par x/y, on obtient
V(x,y) € R x R*, |ax? + bxy + cy?| < |Ax? + Bxy + Cy?|
Par continuité des deux membres sur R2, I’inégalité est également vraie sur I’adhérence de R X R*, ¢’est-a-dire R2. Ainsi

V(x,y) € R?, |ax? + bxy + ¢y?| < |Ax? + Bxy + C)?|

a b/2 A B/2 o
Posons m = etM = . Ainsi,
b/2 ¢ B/2 C

x
Yu = ( ) € M, 1(R), [u"mu| < [u"™Muy|
y
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En élevant au carré, on obtient
Vu € M, (R), [[ul*u"m?u < |lullPu’M?u

Notamment, en notant S la sphére unité de M, ;(R),
Yu €S, u'm?u < u'M?u

Les matrices m et M sont symétriques réelles donc diagonalisables. Notons A; et A, les valeurs propres (éventuellement confondues) de m
ainsi que A; et A, celles de M. Quitte a les échanger, on peut supposer |A;| < |A,| et |A;| < |A;|. En considérant des bases orthonormées de
vecteurs propres de m et M, on montre classiquement que

A= inf u'm?u A3 = supu'm?u
ue ues

A% = inf u"M?u A3 = supu"M?u
ues ues

Linégalité précédente montre alors que A2 < A3 et A3 < A32. Puisque toutes ces quantités sont positives, (A;1;)? < (A1A5)%. Or A1, =
det(m) = ac — b*/4 et A{A, = AC — B?/4 de sorte que

(b? — 4ac)? < (B> —4AC)?

ou encore
|b? — dac| < |B* — 4AC]|

Solution 71

Comme MTM et MM T sont symétriques réelles, leurs spectres sont inclus dans R.
Soit A € Sp(MTM) \ {0}. Alors il existe X € M, ;(R) non nul tel que MTMX = AX. On en déduit que

[MX]]? = XTMTMX = AXXT = A|X||> # 0

car X et A sont non nuls. Ainsi MX # 0. Mais comme MTMX = AX, on a également (MM T)MX = AMX de sorte que A € Sp(MMT). On
en déduit que
Sp(M™™) \ {0} ¢ Sp(MM ™) \ {0}
En appliquant ce qui précéde a MT, on obtient I’inclusion réciproque et donc 1’égalité.
Solution 72

Supposons (i). Alors il existe une base (ey, ... , e,,) de M, 1 (R) formée de vecteurs propres de A. Notons Ay, ..., A, les valeurs propres associées.
Posons également E; ; = eiejT + ejeiT. On montre aisément que (E; j)1<i<j<n st une base de §,(R).
L’application
®: { Sn(R) — Sp(R)
M — AM+ MA

est bien définie et c’est un endomorphisme de §,(R). De plus, pour tout 1 < i < j < n, ®(E;;) = (4; + 4)E; ;. L'application @ est
donc diagonalisable et ses valeurs propres sont les 4; + A; pour 1 < i < j < n. Aucune de ces valeurs propres n’est nulle donc @ est un
automorphisme. On en déduit la proposition (if).

REMARQUE. On peut raisonner différemment. Il existe P € O, (R) et D € M,(R) diagonale telle que A = PDP. Fixons B € 8,,(R).
L équation AM + MA = B équivaut A DN 4+ ND = C en posant N = PTMP et C = PTBP. Cette équation équivaut 2

VG, j) € [1,n]?, 4+ )N, = C;

Comme A; + A; # 0 pour tout (i, j) € [1, n]?, I’équation admet donc bien une unique solution N. Comme C est symétrique, N I’est
également et donc M aussi. L’équation AM + MA = B admet donc bien une unique solution symétrique.

Supposons (ii). Considérons 1’application ¥ qui 8 B € §,(R) associe 1’unique matrice M € §,(R) telle que AM + MA = B. On vérifie
aisément que ¥ est un automorphisme de §,(R). Alors I, = W(¥~(I,)) est I'unique matrice telle que Al, + I,A = W~I(I,). Ainsi

A= E‘P_I(In) € 8,(R). On reprend alors le raisonnement de la premiére implication. I”endomorphisme @ (qui n’est autre que ¥~1) est

alors un automorphisme. Ses valeurs propres, a savoir les 4; + A; ne peuvent étre nulles.
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Solution 73

Soit (X, Y) un éventuel couple solution. Alors
XT=XTY"Xy) =X Y X)Y=X"YX)'Y=Y

Par conséquent, X(XX ") = I,,. On en déduit que XX est inversible et que X = (XXT)~1. Or XX est symétrique donc X également. D’aprés
le théoréme spectral, il existe D € M, (R) diagonale et P € O,(R) telle que X = PDP'. En reportant dans 1’égalité X(XX") = I,, i.e.
X3 =1,,, on obtient D* = I,,. Comme D est diagonale & coefficients réels, D = I,, puis X =Y =1,,.

Réciproquement, le couple (I,,,I,,) convient. C’est donc 1’unique solution du systéme.

Solution 74

Il est clair que si S est nulle, S + D est semblable a D.
Supposons maintenant que S + D est semblable 2 D. On rappelle que X — tr(X' X) est une norme euclidienne de M,,(R). Comme S + D est
semblable 4 D, (S + D)? est également semblable & D? et ces deux matrices ont méme trace. Ainsi

tr(D?) = tr((S 4+ D)?) = tr(S?) + tr(SD) + tr(DS) + tr(D?)

On vérifie aisément que SD a une diagonale nulle donc tr(SD) = tr(DS) = 0. Ainsi tr(S?) = tr(STS) = 0 puis S = 0 via la norme euclidienne
citée plus haut.

Solution 75

1. D’apreés le théoréme spectral, il existe P € O,(R) et D € M,(R) diagonale telle que A = PDP'. Comme Sp(A) C R,, les coef-
ficients diagonaux Ay, ..., A, de D sont positifs. On note alors A € M, (R) la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont

VAL, ..., /A, de sorte que A? = D. Posons B = PAPT. On vérifie asiément que B est symétrique et que B? = A.

2. La matrice B déterminé a la question précédente convient puisque Sp(B) C R, . Montrons son unicité. Supposons donc qu’il existe
(S,T) € 8;{(R)? tel que A = S? = T2,
Premiére méthode. Soit A € R%. Alors X — ﬁ et X + \/7» sont premiers entre eux donc, d’apres le lemme des noyaux,

Ker(S? — A%1,)) = Ker(S — AIL,) & Ker(S + AI,)

Mais comme Sp(S) C R, Ker(S+AI,,) = {0}. Ainsi Ker(S?*~221,,) = Ker(S—AI,,). De laméme maniére, Ker(T2—A%1,,) = Ker(T—AL,).
Or S? = T2 donc Ker(S — AI,,) = Ker(T — AI,,).

Par ailleurs, KerS C KerS2. Mais si ’on se donne X € KerS?, alors ||SX[? = XTS?X = 0 donc SX = 0 puis X € KerS. Ainsi
KerS = Ker S2. De méme, Ker T = Ker T2. Or S?2 = T? donc Ker S = Ker T. Finalement

VA € R,, Ker(S — AL,) = Ker(T — AL,)

Mais comme Sp(S) C R, et Sp(T) C R, Set T ont les mémes valeurs propres et les mémes sous-espaces propres. Comme S et T sont
diagonalisables, elles sont égales.

Deuxieme méthode. Comme S est diagonalisable a valeurs propres positives, les valeurs propres de S sont les racines carrées des
valeurs propres de S. Il en est de méme pour T. Comme S? = T2, S et T ont méme spectre. Il existe donc D = diag(2y, ...,A,)
et (P,Q) € 0,(R)? tels que S = PDP' et T = QDQT. Comme S?> = T2, PD?PT = QD?QT ou encore RD?> = DZ?R en posant
R = QTP. Comme D* = diag(Af, ..., A%), R; jA* = A7R; ; pour tout (i, j) € [1, n])*. Ceci peut encore s’écrire R; (4 —2)(}+2;) = 0.
Remarquons que les A; sont positifs. Si 4; + 4; > 0, R; j(A; — A;) ce qui signifie R; jA; = 4;R; ;. Sinon 4; = A; = 0 donc on a encore
R; jA = AR; ;. Finalement, R; jA; = A;R; ; pour tout (i, j) € [1, n]*. On en déduit que RD = DR ou encore PDPT = QDQ i.e.
S=T.

Solution 76

1. M est symétrique réelle donc M est diagonalisable. De plus, M est nilpotente donc sa seule valeur propre est 0. On en déduit que M = 0.

2. Comme M et M commutent, (MTM)" = M*(MT)*M" = 0. Comme MM est symétrique réelle, MM = 0 d’aprés la question
n n

précédente. Ainsi tr(M M) = 0. On en déduit que Z Z Miz’j = 0 puis M; ; = 0 pour tout (i, j) € [1, n]]2 (somme nulle de termes

i=1j=1
positifs). Ainsi M = 0.
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Solution 77

1. Tout d’abord, AT A est clairement symétrique réelle. De plus,
VX € M, 1(R), XT(ATA)X = |AX|? >0

Donc ATA € 8} (R). Or ATA € GL,(R) (considérer le déterminant par exemple) donc ATA € 8} *(R). Il existe donc P € 0,,(R) et
D = diag(A,, ..., A,,) telles que ATA = PDT avec les A; strictement positifs. Si on pose A = diag(\/A;, ..., \/A,) et S = PAPT, on a
bien S € SF*(R) et ATA = S2.

2. Notons S la matrice de la question précédente et posons Q = AS™'. Alors, comme ST = S,
QTQ =(S"H)TATAS™! = (ST)-1s28"! =1,
donc Q € O,(R).
3. Supposons qu’il existe ((Q,S), (R, T)) € (0,(R) x $*(R))? tel que A = QS = RT. En tranposant, on obtient SQ" = TR'. Ainsi
S22 =SQTQS = TRTRT = T2
Premiére méthode. Soit A € R%. D’apres le lemme des noyaux,
Ker(S? — A%I,)) = Ker(S — AL,) @ Ker(S + AIL,)

Mais comme Sp(S) C R¥, Ker(S+AI,,) = {0}. Ainsi Ker(S?—2%1,)) = Ker(S—AI,,). De laméme maniére, Ker(T?—2%1,,) = Ker(T—AI,).
Or S? = T? donc Ker(S — Al,,) = Ker(T — AI,,) pour tout A € R%. Mais comme Sp(S) C R% et Sp(T) C R%, S et T ont les mémes
valeurs propres et les mémes sous-espaces propres. Comme S et T sont diagonalisables, elles sont égales.

Deuxiéeme méthode. Comme S est diagonalisable a valeurs propres positives, les valeurs propres de S sont les racines carrées des
valeurs propres de S2. Il en est de méme pour T. Comme S? = T2, S et T ont méme spectre. Il existe donc D = diag(1,, ..., A,) et
(P, B,) € 0,(R)? tels que S = P,DP, et T = P,DP, . Comme S? = T2, P,D?P;' = P,D?P,’ ou encore PD? = D?P en posant P = P, P,.
Comme D? = diag(Af, ..., A7), B, jA7 = AP, j pour tout (i, j) € [1, n]?. Ceci peut encore s’écrire P, j(A;—1;)(4;+2;) = 0. Mais comme
Ai+24; >0, B, j(A4; — A;) ce qui signifie P, j4; = A;P, ; pour tout (i, j) € [1, n]1*. On en déduit que PD = DP ou encore P,DP,’ = P,DP;
ie.S=T.

4. Comme GL,(R) est dense dans M, (R), il existe une suite (A,) a valeurs dans GL,(R) convergeant vers A. D’apres la question
précédente, il existe une suite (Qp,) a valeurs dans O,(R) et une suite (S,) a valeurs dans 8}*(R) telles que A, = Q,S, pour tout
p € N. Or O,(R) est compact donc il existe une suite extraite (Qq(p)) convergeant vers Q € O,(R). Alors la suite de terme général
Sep) = Q;';(p)A converge vers S = QT A. En effet, I’application X € M,,(R) — X' A est continue car elle est linéaire et M, (R) et de
dimension finie. Or 8} (R) est fermé pour tout p € N, Sg(,) € 8} (R) donc S € 8*(R). On a alors bien A = QS avec Q € 0,(R) et
S € 8 (R).
Le couple (Q, S) n’est pas nécessairement unique. En effet, si A = 0, on peut prendre S = 0 et Q quelconque dans O,(R).

Solution 78

Soit (S,,) une suite a valeurs dans 8} (R) convergeant vers S € M, (R). §,(R) est un sous-espace vectoriel de M,,(R) de dimension finie
donc il est fermé. Ainsi S € §,(R). On peut également utiliser la continuité de la transposition (endomorphisme d’un espace vectoriel de
dimension finie).

Soit X € M, 1(R). Alors pour tout p € N, XTSpX > 0. Or I’application M € M, (R) — X"MX est continue comme endomorphisme d’un

espace de dimension finie. On en déduit que lim XTSPX = XTSX et donc X"SX > 0 par passage i la limite. On a donc bien S € 8;(R).
p—+o0

Par caractérisation séquentielle, 8;t (R) est fermé.
Solution 79

1. (ATA)T = AT(AT)T = ATA donc ATA € 8,,(R). De plus, pour tout X € M, ;(R), XTATAX = |AX||?> > 0 donc ATA € 8/ (R).

2. D’apres le théoreme spectral, il existe une matrice V. € O,(R) telle que VT ATAV soit une matrice diagonale dont les coefficients
diagonaux sont les valeurs propres de ATA. Comme r = rg(ATA), r valeurs propres sont non nulles (et donc strictement positives) et
n — r sont nulles. Quitte a réordonner éventuellement les vecteurs propres, on a le résultat voulu.
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D|oO
Puisque VTATAV = (0—‘7)), on a notamment V;' ATAV, = 0 et donc ||AV, |2 = 0. On en déduit que AV, = 0.

On a U/ U; = I,. Les r colonnes de U; forment donc une famille orthonormée de My, 1(R) que I'on peut compléter en une base
orthonormée de M, ;(R). Autrement dit, il existe U, € M, (R telle que U = (Up, U,) € O0,,(R).

5. Un calcul par blocs donne bien A = USVT,
Solution 80
1. Comme A est semblable a une matrice réelle triangulaire, son polyndme caractéristique est scindé sur R. Notamment, Sp(A) C R et

Sp(A) # @. Soit A € R une valeur propre de A et X un vecteur propre associé. Alors AX = AX puis X' AX = AX"X. En tranposant,
on obtient XTATX = AX X i.e. XTAX = —AX"X car AT = —A. Ainsi AX'X = —AX"X puis A = 0 car X'X = ||X||?> > 0. Ainsi
Sp(A) = {0}.

Comme 0 est I’unique valeur propre de A et x4 est scindé sur R, y, = X". D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, A" = 0.

Par conséquent, (A%)" = A?" = (A™)? = 0 donc A? est nilpotente. Sa seule valeur propre est donc 0. De plus, (A%)T = (AT)? =
(—A)? = A? donc A? est symétrique réelle. Elle est donc diagonalisable en vertu du théoréme spectral. Comme 0 est son unique valeur
propre, elle est semblable a la matrice nulle et est donc nulle.

4. Remarquons que ATA = —A? = 0. Notamment, |A||? = tr(ATA) = 0. On en déduit que A = 0.
Solution 81
1. A est symétrique réelle donc diagonalisable.
. 1 1
2. On trouve sans difficulté Sp(A) = {0, 2}, E¢(A) = vect (( ) )) et E;(A) = ( ) )
3. a. On a clairement rg(A — I,,) = 2 donc dimKer(A — I,,) = n— 2 > 1. Ainsi 1 est valeur propre de A et on peut ajouter que

dimE;(A) =n-2.

1
0 |CT
b. Premiere méthode : On pose A — I,, = (%) avec C = | : |. Un calcul par blocs donne alors aisément (A — I3)3 =
0

1
(n — 1)(A —15). On en déduit que si A € Sp(A), alors (A — 1)} = (n—1)(A—1). Deplus,sil #1,(A—1)*> =n— 1.

X1 n

Deuxiéme méthode Soit A € Sp(A) \ {1} et X =| : [un vecteur propre associé. Alors Z X; = Ax; et pour tout j € [2,n]],
X i=1
n n
X1 +x; = Ax;. En sommant ces n — 1 derniéres égalités, on obtient, (n —1)x; + Z xXj=A Z x;. En tenant compte de la premicre
j=2 j=2
égalité, on obtient (n — 1)x; + Ax; — x; = A(Ax; — X;) ou encore (A — 1)?x; = (n — 1)x;. On ne peut avoir x; = 0 sinon pour
tout j € [[2,n]), X; = Ax; puis x; = 0 car A # 1. Ceci entraine X = 0, ce qui est absurde. On en conclut que (A — 12 =n-1.

c. On sait déja que dim E;(A) = n — 2. D’apres la question précédente, Sp(A) C {1,1 + Vn-1,1-+n—1}. Comme tr(A) = n,
a=1+vYn—1letf=1-1vn—1sonttous deux valeurs propres de A et dim E,(A) = dimEg(A) = 1.
On trouve sans peine E{(A) = vect(E, — E3,E, — Ey, ..., E; — E,)) en notant (Ey, ..., E,;) la base canonique de M, ;(R). On

1
trouve également E,(A) = vect ) et Eg(A) = vect
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Solution 82

1. On vérifie que la congruence est une relation binaire réflexive, symétrique et transitive.

* Soit A € M,(R). Alors I} AI, = Aet I, € GL,(R) donc la congruence est réflexive.

* Soit (A, B) € M,,(R)? tel que B est congruente a A. Alors il existe P € GL,(R) telle que B = PTAP. Comme P est inversible,
PT I’est égalemente et (PT)~! = (P~!)T. On en déduit que A = (P"1)TBP~! avec P~! € GL,,(R). Ainsi A est congruente B et
la congruence est symétrique.

* Soit (A, B,C) € M,(R)? tel que B est congruente i A et C est congruente a B. Il existe (P, Q) € GL,,(R)? tel que B = PTAP et
C =Q"BQ. Alors C = Q"TPTAPQ = (PQ)TA(PQ) et PQ € GL,(R). Ainsi C est congruente 4 A et la congruence est transitive.

I, 0 0
2. a. Notons Iog=| 0 —Iq 0
0O 0 O

D’aprés le théoréme spectral, il existe une matrice P € O,(R) et une matrice diagonale D € M,(R) tel que A = PDP.
Notons Ay, ..., Ay les valeurs propres de A i.e. les coefficients diagonaux de D. On peut supposer Ay, ..., 4, strictement posi-
tives et Apyq, ..., Ap 4 strictement positives. Si on pose A la matrice diagonale de M, (R) dont les coefﬁments diagonaux sont

\/_1, ceesq/ Ap PUIS /[ —=Api1s .54/ —Apyq etenfin des 1, on a AJp, qA = D puis A = (PA)J), q(PA)T ou encore A = QT IpqQ

avec Q = (PA)T € GL,(R) car P et A sont inversibles. Ainsi A et J, 4 sont congruentes.

b. Si A et B sont deux matrices de §,(R) de méme signature (p, q), alors elles sont toutes deux congruentes a J, ;. Comme la
congruence est une relation d’équivalence, A et B sont elles-mémes congruentes.

3. a. Il suffitde poser E, = @ E,(S),E_ = @ E,;(S) et E; = KerS.
AeSp(S)nR; A€Sp(S)NR*

b. Soit X € E, N (G @ H). Comme X € E,, X"SX > 0 et comme X € G @ H, X'SX < 0. Ainsi X'SX = 0 et donc X = 0
car X € E,. Donc E, et G @ H sont en somme directe. Or E, & G @ H € M, 1(R) donc dimE, + dim(G @ H) < ni.e.
p+n—dimF <nie. p<dimF.

Soit X € FN(E_ @ E). Comme X € F, X'SX > 0 et comme X € E_ @ E,, X"SX < 0. Ainsi X'SX = 0 et donc X = 0
car X € F. Donc F et E_ @ E, sont en somme directe. Or F @ E_ @ E; C M,,1(R) donc dimF + dim(E_ @ E;) < nie.
dimF+n—p<nie dimF < p. On en déduit que p = dimF.

Soit X € E_ N (F @ H). Comme X € E_, X'SX < 0etcomme X € F@® H, X'SX > 0. Ainsi X'SX = 0 et donc X = 0
car X € E_. Donc E_ et F @ H sont en somme directe. Or E_ @ F @ H c M, ;(R) donc dimE_ + dim(F @ H) < ni.e.
qg+n—dimG < nie.q <dimG.

Soit X € G N (E; ® Ey). Comme X € G, X"SX < 0 et comme X € E, @ Ey, X'SX > 0. Ainsi X'SX = 0 et donc X = 0
car X € G. Donc G et E, @ E, sont en somme directe. Or G @ E, @ Ey C M, ;(R) donc dim G + dim(E;, @ Eq) < nie.
dimG+n—gq < nie.dimG < g. On en déduit que g = dimG.

4. Soient A et B deux matrices congruentes de S,(R). Il existe donc P € GL,(R) tel que B = PT AP. Notons (p, q) la signature de A et
(7, 5) la signature de B.
Onnote E, = @ ,E_= @ etEg = KerA.OnadoncdimE, = petdimE_ =gq.
AeSp(A)NRY AeSp(A)NRE

Posons F = {X € M, ;(R), PX € E,}, G ={X € M,,;(R), PX € E_} et H = {X € M,,;(R), PX € E,}. On vérifie aisément que

« VX € F\ {0}, XTBX = (PX)TA(PX) > 0;

» VX € G\ {0}, X"BX = (PX)TA(PX) < 0;

« VX € H, X"BX = (PX)"A(PX) = 0;

* M, (R)=FOGHH
D’apres la question précédente, dim F = r etdim G = s. De plus, comme P estinversible,dimF = dimE, = petdimG =dimE_ = q.
Ainsi (r,s) = (p, q).

Solution 83
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Remarquons déja que ¢ est clairement bilinéaire.
Supposons que A € S+ (R). Soit (X,Y) € M, 1(R)*. Comme ¢(X,Y) est un scalaire,

(X, Y) = oX,Y)T = YTATX = YTAX = ¢(Y, X)

donc ¢ est symétrique. Pour tout X € M, 1(R), (X, X) = XTAX > 0 et on a égalité que si X = 0. Ainsi @ est bien un produit scalaire.
Réciproquement, supposons que ¢ est un produit scalaire. Notons (E1, ... , E,;) la base canonique de M, ; (R). Alors, pour tout (i, j) € [1, n]]z,
?(E;, Ej) = @(E;, Ey) i.e. E;rAEj = EJ-TAEi i.e. Aj; = Ay j donc A est symétrique. Enfin, XTAX > 0 pour tout X € M, ;(R) avec égalité si
et seulement si X = 0 donc A € S (R).

Solution 84

Premiére méthode. Comme A € 83 *(R), il existe Q € 0,(R) et A € M,(R) diagonale a coeflicients strictement positifs telles que
QTAQ = A.Notons A, ..., A, les coefficients diagonaux de A et C la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont 1/ \/l_l s s 1/ \/l_n
Alors, en notant M = QC,ona MTAM =1,,.

La matrice MTBM est symétrique donc il existe R € O,(R) et D € M, (R) diagonale telles que R"MTBMR = D. Posons P = MR. On a
bien PTBP =D et PTAP =RT(MTAM)R = R'R =, car R € O,,(R).

Deuxiéeme méthode. Soit (E, (-, -)) un espace euclidien de dimension n et B = (ey, ... , €,) une base orthonormée de E pour le produit scalaire
;). I existe alors (f, g) € L(E) tel que A = matg(f) et g = matg(g). Comme (A, B) € ST (R) x §,(R), f et g sont respectivement auto-
adjoint défini positif et auto-adjoint pour le produit scalaire (;-).

On prouve alors classiquement qu’en posant (x | y) = (f(x), y) pour (x,y) € E2, (- | -) est aussi un produit scalaire sur E. Comme g est
auto-adjoint pour (;-), f~! o g est auto-adjoint pour (- | -). D’aprés le théoréme spectral, il existe une base € = (g, ... , €,) de E, orthonormée
pour le produit scalaire (- | -), dans laquelle la matrice de g est une matrice diagonale D. Notons P la matrice de passage de B vers €. Puisque
& est orthonormée pour le produit scalaire (- | -), PTAP = I,,. Par ailleurs, la matrice de f~! o g dans la base & est D donc P"'A™'BP = D
ie. PTBP =D.

Solution 85

1. Tl existe P € O,(R) et D = diag(Ay, ..., A,,) telles que A = PDP'. Par continuité de I’application M € M,,(R) = PMPT, exp(A) =
Pexp(D)PT. Or exp(D) = diag(eM, ..., eM) est une matrice diagonale a coefficients diagonaux strictement positifs. Ainsi exp(A) €
ST (R).

2. llexiste P € O,(R) et A = diag(iy, ..., U,) telles que B = PAPT. De plus, les y; sont strictement positifs. On peut donc poser

A =Tln(ul-) pour i € [1,n], D = diag(A,,...,A,) et A = PDPT. La premiére question montre alors que exp(A) = Pexp(D)P'T =
PAP' = B.
Soit C € 8,(R) telle que B = exp(A) = exp(C). Il existe Q € O,(R) et E = diag(vy, ..., v,,) telles que C = QEQ'. De plus
Qexp(E)Q' = Pexp(D)P". En posant R = PTQ, on a donc Rexp(E) = exp(D)R. Ainsi pour tout (i, j) € [1, n]?, R; je" = Ri,jehi
i.e. R j(e" — €!) = 0 de sorte que R; ; = 0 ou eh = €”. Si R; ; = 0, alors R; jv; = R; jA;. Sinon, e* = €”i puis A; = v; par injectivité
de I’exponentielle. On a donc a nouveau R; jv; = R; j4;. Ceci signifie que RE = DR ou encore QEQ" =PDP'ie. C=A.

Solution 86

X1
1. Tout d’abord, A € 8,,(R) par symétrie du produit scalaire. Soit alors X € M, ;(R). Posons X =
xn
Jj n n 2
XTAX = Z x,-xj<fi,]§> = <Z xif,-, E x]]5> = Z Xiﬁ >0
1<i,j<n i=1 j=1 i=1

Ainsi A € $F(R).

2. Supposons det(A) = 0. Alors A ¢ GL,(R) puis 0 € Sp(A). On en déduit que A est symétrique positive mais pas définie positive.
n 2

Z xif;

i=1

Autrement dit, il existe X € M, ;(R) non nul tel que XTAX = 0. Le calcul de la question précédente montre que =0i.e.
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n

Z X;f; = Og. Comme X n’est pas nul, la famille (f, ..., f;,) est liée.
i=1

n n 2
Inversement, supposons la famille (fi, ..., f,,) liée. Il existe alors (X, ... , X,;) € R" non nul tel que Z X;f; = Ogi.e. Z x;ifil =0.En
i=1 i=1
X1
posant X =| : | ona anouveau X' AX = 0 avec X non nul. On en déduit que A est symétrique positive mais pas définie positive.
xn
Ainsi 0 € Sp(A) puis det(A) = 0.

Solution 87

Soit M € 8;(R). Notons (Ey, ..., E,,) la base canonique de M, (R). Comme M € 8;:(R), X" MX > 0 pour tout X € My, 1 (R).
Notamment, pour tout i € [1, n]],
M;; = E/ME; >0

Solution 88

1. Lapplication s : M € M, (R) = MT est clairement une symétrie. De plus,
VM, (R)?, (s(M),N) = tr(MN) = tr((MN)T) = tr(NTMT) = tr(MTNT) = (M, s(N))
donc s est une symétrie auto-adjointe et donc une symétrie orthogonale. On en déduit que

MH(R) = Ker(s - IdMn(R)) (©)] Ker(s + IdMn(R)) = Sn(R) (0] An(R)

2. La transposition est un endomorphisme de M, (R), qui est de dimension finie. Ainsi la transposition est continue. En posant pour

nooak
A
A eM,(R),S, = o ona lim S,, = exp(A). Par propriétés de la transposition,
=0 n—>+oo
o (ADF
sT= 3 A cpan)
& k! onese

mais par continuité de la transposition et caractérisation séquentielle de la continuité, lim S} = exp(A)'. Par unicité de la limité,
n—->+oo

exp(A)T = exp(A").
Puisque B € A, (R), pour tout x € R,

exp(xB)T = exp(xBT) = exp(—xB) = exp(xB)~!
donc exp(xB) € 0,(R).
3. Soit B € A,(R). Posons ¢(x) = tr(A exp(xB)) pour x € R. Par hypothése, ¢(x) < ¢(0) pour tout x € R. Ainsi ¢ admet un maximum

en 0. Par ailleurs, en notant L : M € M,(R) — tr(AM) et P : x — exp(xB), ¢ = L o). D’apres le cours, P est dérivable sur R et L
est linéaire donc ¢ est également dérivable sur R. De plus,

Vx € R, ¢'(x) = Lo)'(x) = L(Bexp(xB)) = tr(AB exp(xB))

Comme ¢ admet un maximum en 0, ¢’(0) = 0 i.e. tr(AB) = 0. On en déduit que A € A,(R)* = S,(R).
D’aprés le théoréme spectral, il existe P € O,(R) et D = diag(A;, ..., A,) telles que A = PDP~!. Ainsi, pour tout U € O,(R),
P~1UP € 0,,(R) de sorte que
tr(DU) = tr(P~1PU) = tr(APUP™!) < tr(A) = tr(D)
En choisissant U = diag(gy, ... ,&,) ou g = 1 si A; > O etg; = —1 sinon, on a bien U € O,,(R) de sorte que

n

D4l = r(DU) < tr(D) = Y. A
i=1 i=1

ou encore )
Y- <0
i=1

Puisque les termes de cette somme sont positifs, ils sont tous nuls. Ainsi Sp(A) C R, et A € $;(R).
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4. Réciproquement, soit A € 8} (R). En reprenant les mémes notations que précédemment,

tr(AU) = tr(PDP~1U) = tr(DV)

en posant V = P~IUP. On a alors tr(DV) = Z Ajv; ;. Puisque les colonnes de V sont de norme 1, on a v;;
i=1

n n
Comme les A; sont positifs, 1;v;; < A; pour tout i € [1, n] puis Z Ay < Z A;ie. tr(DV) < tr(D) ou encore tr(AU) < tr(A).

i=1 i=1

< 1pourtouti € [[1,n].

Solution 89

Soit X € M, 1(R).
|AX|? = XTATAX

Comme ATA est symétrique réelle, il existe une base orthonormée (Uy, ... ,Up) de vecteurs propres de ATA. Notons A; la valeur propre

P
associée a U;. Si X = Z o;Uj,

i=1

p p
IAX|3 = [IY]3 = D afA; < max Sp(ATA) )’ o = max Sp(ATA)|X][3
i=1 i=1

IAJl < 4/ max Sp(ATA)

Soit X un vecteur propre associé i la plus grande valeur propre A de ATA. Soit X € R” dont la matrice dans la base canonique est X. Alors

Ainsi

IAX]3 = |AX|IF = XTATAX = AXTX = [IX]3

Ainsi [||A]]] < ﬁ Par conséquent, [[|A]|| = max Sp(ATA).

Polynomes orthogonaux

Solution 90

1

1. La symétrie de ¢ est évidente. La bilinéarité de ¢ provient de la linéarité de I’intégrale. Pour P € R, [X], / P(£)Q(¢) dt > 0 donc ¢

-1
1

est positive. Soit P € R,[X] tel que f P(£)Q(t) dt = 0. Comme P? est continue positive qur [—1, 1], on en déduit que P? est nulle
-1

sur [—1,1]. Le polynome P? admet donc une infinité de racines : il est donc nul. Par conséquent, P est également nul. Ceci prouve que
@ est définie.

¢ est donc un produit scalaire.

2. 1 et —1 sont des racines de multiplicité n de Q,,. On en déduit que lek)(—l) = Qg,k)(l) =0 pour k < n.

3. Soitk,l € [[0,n] avec k # . On peut supposer k < I.
Supposons I > 1 pour se donner une idée de la marche a suivre. On utilise une intégration par parties :

1 1
@k = [ Qoo a=[oPoa 0] - [ o nel 0 a
-1 - -1

Orl—1 <ldonc le_l)(—l) = le_l)(l) = 0 d’apres la question précédente. Ainsi (Q(kk), le)) = —(chk“), le_l)),
On peut donc prouver a I’aide d’une récurrence finie que (Q(kk),le)) = (—1)1<Q§<k+l)’Ql>- Or k < ldonc k + 1 > 2k. Puisque
deg Qx = 2k, Q(kk+l) = 0. On a donc (P, B) = 0.

Les Py sont donc orthogonaux deux a deux. La famille (P )o<k<y, est donc orthogonale. De plus, deg Qi = 2k donc deg P, = deg Q;ck) =
k. La famille (Py)o<k<y, est une famille de polyndmes a degrés étagés : elle est donc libre. Comme elle comporte 1 + 1 éléments et que
dim R,[X] = n + 1, c’est une base orthogonale de R,,[X].
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4. Tl est clair que L est linéaire. De plus, pour P € R, [X],
deg((X? —1)P") = deg(X?> — 1) + deg(P") <2+n—-2=n

et
deg(XP') = deg(X) +deg(P') <1+n—1=n

On en déduit que deg(L(P)) < ni.e. L(P) € R,[X]. Ainsi L est bien un endomorphisme de R,,[X].
Soit (P, Q) € R,[X]?. Alors

1
(L(P),Q) = (2 = DP"(t) + 2tP'(1)) Q(¢t) dt
-1

1 1
= / (t?2 = DP"(H)Q(¢) dt + 2/ tP'(£)Q(¢) dt
-1

-1

En intégrant par parties,

1 1 1 1
(F2=1)P"()Q(t) dt = [(? = DP'(1)Q(1)]- f P'(6) (2 — DQ'(1) + 2tQ(¢t)) dt = — / t=DP'(H)Q'(t) dt—2 / tP'(H)Q(¢) dt
-1 -1 -1 1

Ainsi )
(L(P).Q) = — f (2 = DP(OQ () de
-1

Cette derniere expression est invariante par échange de P et Q donc (L(P), Q) = (P, L(Q)). Finalement, L est bien un endomorphisme
auto-adjoint de R,[X].

5. Soitk € [0, n]. Alors P, € R, [X]. Il est clair que Ry [X] est stable par L donc L(P,) € Ry [X]. Or (P, ..., P;) est une base orthogonale

k (L(P,), P
de R, [X] donc L(P,) = Z %
j

j=0

B. Mais comme L est auto-adjoint, (L(Py), B) = (P, L(B)). Or L(B) € R;[X] = vect(F, ..., B)

(L(By), Py)

donc (P, L(B)) = 0 pour j < k car (B, ... , B,) est orthonormée. Ainsi L(P) = EAE
k

P, donc P est un vecteur propre de L.

Solution 91

1
1. Remarquons déja que I’intégrale définissant (P, Q) est bien définie car t — P(t)Q(t)e_t2 est continue sur R et P(t)Q(t)e_t2 = 0 <t_2)
t—*o0
L application (-, -) est clairement bilinéaire, symétrique et positive. Enfin, soit P € E vérifiant (P, P) = 0. Comme ¢ + P(t)ze_t2 est
continue, positive et d’intégrale nulle sur R, elle y est constamment nulle. Comme 1’exponentielle ne s’annule pas sur R, ¢ — P(t)? est
nulle sur R. Le polynome P admet donc une infinité de racines : il est nul.

On a bien vérifié que (-, -) est un produit scalaire sur E.

2. La matrice de L dans la base canonique est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont 0, —2, ..., —2n. Ainsi L admet
pour valeurs propres les n + 1 réels distincts 0, =2, ..., —2n. Comme dim E = n + 1, on peut affirmer que L est diagonalisable.

3. Soient (P, Q) € E2. Alors

+00

(L)L Q) = / (P"(1) — 2P (D)QD)e di = f

—00

P"(H)Q(t)e" dt — 2 / " tP'()Q(He~t dt

Comme ¢ — e~ et t P’(£)Q(¢t) sont de classe C! sur R de dérivées respectives t > —2te et t P"(t)Q(t) + P'(t)Q’(t), on
obtient par une intégration par parties :

+o00

2 f T PO dt = — [POQOTE + f PO + PO e di

—0o0
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On en déduit que
+o00 ,
R == [ PO o
Comme cette expression est invariante par échange de P et Q,
(L(P), Q) = (P,L(Q))
L est bien un endomorphisme auto-adjoint.

4. Notons (P, ..., B,) I'orthonormalisée de Gram-Schmidt de la base canonique. On sait alors que (P, ..., P,,) est une base orthonormée
de E et que pour tout k € [0, n], vect(PFy, ..., B,) = Ry [X].
Soitk € [0, n]. Alors P, € Ry [X]. Il est clair que Ry [X] est stable par L donc L(P,) € Ry [X]. Or (P, ..., P) est une base orthonormée
k

de Ry [X] donc L(P,) = Z(L(Pk), P)B. Mais comme L est auto-adjoint, (L(Py), B) = (B, L(B)). Or L(B) € Rj[X] = vect(F, ..., B)
j=0
donc (P, L(B)) = 0 pour j < k car (B, ..., P,) est orthonormée. Ainsi L(P) = (L(P), B)P, donc Py est un vecteur propre de L.
Finalement, (P, ..., P,,) est bien une base de E formée de vecteurs propres de L.
Divers

Solution 92

1. Soientx,y,z € EetA,u € R.

(z,u(Ax + W)y = — (u(z2), Ax + wy) par antisymétrie
= A u(z), x) — u{u(z),y) par bilinéarité du produit scalaire
= Az, u(x)) + u(z, u(y)) par antisymétrie

On a donc {(z, u(Ax + uy) — Au(x) — iw(y)) = 0 pour tout z € E. Comme E+ = {0g}, u(Ax + puy) — Au(x) — u(y) = Og. D’ot1 la linéarité
de u.

2. (i) = (ii) Soient x,y € E. Alors (u(x + y), x + y) = 0. Or, par linéarité de u et bilinéarité du produit scalaire :

u(x +y), x +y) = ux), x) + wx), y) + w(y), x) + ), y) = W(x), y) + ), x)
D’ou I’antisymétrie de u.
(if) = (iii) On a vu dans la question précédente que u était linéaire. Soit B = (ey, ... , €,) une base orthonormée de E et A la matrice
n
de u dans cette base. Comme B est orthonormée, u(e;) = Z (u(ej), e;)e; pour 1 < j < n. On en déduit que a;j = <u(ej), e;)

i=1

pour 1 < i, j < n. Or, par antisymétrie de u, (u(ej),ei> = <u(el-), ej> i.e. a;; = —agj;pour 1 < i, j < n. On en déduit que A est

antisymétrique.

(iif) = (i) u est bien linéaire par hypothese. Soient B une base orthonormale de E et A la matrice de u dans B. Soit x € Eet X la
matrice colonne de x dans B. Alors

u(x),x) = (MX)TX = =X"MX = — (x, u(x))
On en déduit que (u(x), x) = 0.

3. Fixons une base orthonormée B de E et considérons @ I’isomorphisme de £(E) dans M, (R) qui 2 un endomorphisme de E associe sa
matrice dans la base B. D apres la question précédente, ®(A(E)) = A,(R) oit A,,(R) est le sous-espace vectoriel de M, (R) constitué

des matrices antisymétriques. On a donc également A(E) = ®~1(A,(R)) donc A(E) est un sous-espace vectoriel de £(E) comme

nn—1
image d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire et dim A(E) = dim A,(R) = % car ® est un isomorphisme.

4. Soient x € Keru ety € Imu. Il existe z € E tel que y = u(z).

<x’ J’> = <x’ u(z)) == <Z’ ‘M.(X)) == <Z7 0E> =0

Ainsi Imu C (Ker u)L. D’apres le théoréme du rang dimImu = n — dim Keru = dim(Keru)*. Ainsi Imu = (Keru)*.
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5. Soit F un sous-espace vectoriel stable par u. Soient x € F*. Alors, pour tout y € F, (u(x),y) = —{x,u(y)) = 0 car u(y) € F. Ainsi
u(x) € Ft, ce qui prouve que u(F+) c F+.

Solution 93

Soit A € M,,(R) antisymétrique. Si A est nulle, rg A = 0 et donc le rang de A est pair.
Sinon, notons u I’endomorphisme de R” canoniquement associée & A. On munit R” de son produit scalaire canonique et on se donne une
base orthonormale B de R" adaptée a la décomposition en somme directe R"” = S@ Ker u ot S est un supplémentaire de Ker u. La matrice de

B O
u dans cette base B est de la forme A’ = ( Co ) avec B carrée de taille p = dim S. Si on note P la matrice de passage de la base canonique
vers la base B, P est orthogonale et A’ = P~1BP = PT AP. On en déduit que A’ est également antisymétrique et donc B est antisymétrique et
B O
C est nulle. On a donc A’ = < 0 0 ) On arg A’ = rg B mais comme S est un supplémentaire de Keru, rg A’ = dimS = p, ce qui prouve

que B est inversible. Or det(BT) = det(—B) = (—1)P det B donc p est pair sinon on aurait det B = 0 et B non inversible.
Solution 94

1. Si A est symétrique AT = A et donc A? = I,,. On en déduit que a est une symétrie orthogonale.
2. Premiere méthode. Remarquons que
A=AT+AT -1, =(A+A-1) +(A2+A-1,)-1,

Apres simplification, on obtient
A*+2A2-2A—-1,=0
Ainsi X* + 2X3 —2X — 1 = (X — 1)(X + 1) est un polyndme annulateur de A. Ainsi Sp(A) C {—1,1}. On en déduit que 0 est la seule
valeur propre de AT — A = A2 — I,,. Autrement dit, M = AT — A est nilpotente. Comme AT = A2 + A —I,,, AT commute avec A
puis MT commute avec M. On en déduit que MM est également nilpotente. Comme M "M est symétrique réelle, elle est également
diagonalisable donc nulle. Ainsi
IMJ* = «(M ™M) = 0
puis M = 0. Ceci signifie que AT = A et on est ramené 2 la question précédente : a est 2 nouveau une symétrie orthogonale.

A+ AT A—AT

Deuxiéeme méthode. Posons S = etT =

. Alors A = S+T et S et T sont respectivement symétrique et antisymétrique.

Comme A et AT commutent, S et T commutent également. L’égalité AT = A2 + A — I, peut alors s’ écrire
S—T=S2+T2+2ST+S+T-1,

ou encore
S2+T2+2ST+2T =1,

Remarquons que ST est antisymétrique. Comme toute matrice s’écrit de maniere unique comme la somme d’une matrice symétrique
et d’une matrice antisymétrique,

S2+T2=1,
ST+T=0
puis
S2+T2 =1,
SZTZ — T2
Comme S? et T? sont symétriques et diagonalisables, elles possédent une base commune de vecteurs propres. En notant 4, ..., A, et
M1, .- » Uy leurs valeurs propres respectives, on a alors
A+p =1
vie [L,n], { K
Mo =p

On en déduit sans peine que A; = 1 et w; = 0. Ainsi T? = 0 et S? = I,,. De plus,
IT|? = &(TTT) = e (-T>) =0

donc T = 0. Ainsi A = S = AT et A2 = S? = I,,. a est donc une symétrie orthogonale.
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Solution 95

1. Soit (x,y) € E2. Alors (u(x + y), x + y) = 0. En développant, on obtient
(u(x), x) + (u(x), y) + ), x) + W), y)
puis (u(y), x) = —(u(x), y) car (u(x), x) = (u(y), y) = 0.
Soit (ey, ..., €,) une base orthonormale de E. On note A la matrice de u dans B. On a alors A; ; = (u(e)), e;) pour (i, j) € [1, n]]z.
D’apres ce qui précede,
Ay = (ule), e) = —(ule;), ¢) = —A;;

Ainsi A est antisymétrique.
2. Soit x € (Keru)*. Alors pour tout y € Keru,
u(x),y) = =(x,u(y)) = =(x,0g) = 0
donc u(x) € (Keru)* et (Keru)* est stable par u.
3. On choisit une base orthonormale de Keru et une base orthnormale de (Keru)'. La concaténation de ces deux bases est une base
orthonormale de E dans laquelle la matrice de u est de la forme A = ( g 1(\)1 ) ot N € M,(R) avec r = dim(Keru)* = n—dimKeru =
rgu. Or rg(u) = rg(A) = rg(N) donc N est inversible.

4. Comme A est antisymétrique, N I’est également. Ainsi det(N) = det(NT) = det(—=N) = (—1)" det(N). Comme N est inversible,
det(N) # 0 donc (—1)" = 1 et r = rg(u) est pair.

Solution 96

L s* = (u?)* = (u*)? = (—u)? = u? = s donc s est auto-adjoint.
2. Soit x un vecteur propre associé  la valeur propre A. Alors (s(x), x) = A||x||2. Mais par définition de 1’adjoint,
(s(x), x) = (), x) = (u(x), u*(x)) = —[[u(x)|* > 0

_uol?

1112

Comme ||x||*> > 0 (x est non nul), A = < 0. Mais comme A n’est pas nulle, A < 0.

3. u?(x) = s(x) = Ax € F donc u(F) = vect(u(x),u?(x)) C F.
x

4. Posons e; = [ETR De plus, u(x) # O car sinon s(x) = Ax # 0, ce qui est impossible puisque A # 0 et x # Og. On peut donc poser
e, = ﬂ Posons également a = [uCOl > 0. On a bien u(e;) = ae, et
lluColl [l
weyy = 20O _ s Ml
[uGll  u@ll  luG)l
2
Or on a vu précédemment que A = — ”L|£|ECJT|)2” donc u(e,) = —ae;. Enfin, les vecteurs e; et e, sont unitaires et

(X, u(x)) = (*(x), x) = —(u(x), x) = —(x, u(x))
donc (x, u(x)) = 0 de sorte que (e;, ;) est bien une base orthonormée de F.

5. Comme F est stable par u, F* est stable par u* = —u et donc par u également. On peut alors montrer par récurrence qu’il existe une
base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u est de la forme convenue.
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0 —a
6. Toute matrice antisymétrique réelle est orthogonalement semblable a une matrice diagonale par blocs de la forme ( 0 ) ou ( 0 )
a

avec a > 0.

Solution 97

1. Soit X € M, 1(R). Comme XTAX est un scalaire,
XTAX = (XTAX)T = XTATX = -XTAX
donc XTAX = 0.
2. a. Notons (Ey, ..., E,) la base canonique de M, ;(R). Soit (i, j) € [1, n]]z. Alors E;'-AEJ- = —EJ-TAEi ie. Ay j = —A;;. Ainsi A est

antisymétrique.
b. Supposons que pour tout X € M, 1(R), XTAX = 0. Soit (X,Y) € M, 1(R)2. Alors
X+Y)TAX+Y)=0

En développant
XTAX +XTAY +YTAX +YTAY = 0

et donc
XTAY +YTAX =0

D’apres la question précédente, A est antisymétrique.

Solution 98

_T _T —T
Soit A une valeur propre complexe de A et X un vecteur propre (complexe) associé. Alors AX = AX puis X AX =AX X.Comme A = —A,
n

_T N _
on obtient en transposant et en conjuguant la derniére égalité : X AX = —AX X. Comme X'X = Z [X;]> > 0 (X est non nul), A = —Ai.e.
i=1

A €iR.
Solution 99

1. Comme n est impair,
det(A) = det(AT) = det(—A) = (—1)"det(A) = — det(A)

donc det(A) = 0.

2. Soit X un vecteur propre associé a A. Alors AX = AX puis X' AX = AX"X. En transposant, on obtient XTATX = AX"X ou encore
—XTAX = AX"X. On en déduit que AX"X = 0 puis A = 0 car X' X = ||X||> > 0 (X est non nul).

3. Premiére méthode. Les valeurs propres complexes non réelles de A sont conjuguées deux a deux et de méme multiplicité car x4 est
a coefficients réels. Comme A est trigonalisable dans C, det(A) est le produit des valeurs propres complexes de A. Ainsi det(A) est le
produit de modules au carré et d’éventuels zéros. Dans tous les cas, det(A) > 0.

Deuxiéme méthode. Soit P = (—1)"y, = det(A—X1I,,). Alors lim P = +oc0. Supposons que det(A) = P(0) < 0. Comme P est continu,
—00

P s’annulerait sur | — oo, 0[, ce qui est impossible d’aprés la question précédente. Ainsi det(A) > 0.

REMARQUE. D’apres la premiere question, on aurait pu se restreindre au cas ou n est pair.

Solution 100

Supposons que M est antisymétrique. Soit P € O,(R). Alors PTMP est également antisymétrique. Elle est donc de diagonale nulle.
Supposons que pour toute matrice P € 0, (R), PTMP est de diagonale nulle. Il existe (A,S) € A,(R) X S,(R) tel que M = A + S (il
suffit de choisir S = (M + MT)/2 et A = (M — M ")/2). D’apreés le théoreme spectral, il existe P € O,(R) et D € M, (R) diagonale telles
que PTSP = D. Ainsi PTMP = PTAP + D. Par hypothése, PTMP est de diagonale nulle et la premiére implication montre que PTAP est
également de diagonale nulle. On en déduit que la matrice diagonale D est nulle. Ainsi S = PDPT = 0 et M = A est antisymétrique.
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Solution 101

1. La bilinéarité vient de la linéarité de la trace. De plus, pour tout M € M, (R), tr(M ") = tr(M). Par conséquent, tr(A"B) = tr(BT A),
d’ou la symétrie. De plus,
tr(ATB) = Z aijbij

1<i,j<n
et en particulier
w(ATA)= > af >0
1<i,j<n
Cette derniere somme ne s’annulant que si tous les a;; sont nuls i.e. A = 0. L’application est donc définie positive.
On vérifie sans difficulté que la base canonique de M,,(R) est orthonormée.

2. D’apres I’inégalité de Cauchy-Schwarz,
|w(A)] = [u(T,A)] < [T, [IIA]

On vérifie facilement que ||L,| = \/E
3. a. Soient A € A,(R)etS € §,(R).
(A]S) = tr(ATS) = —tr(AS)
(S|A) = tr(STA) = tr(SA)

Or tr(SA) = tr(AS) donc (A|S) = 0. Les sous-espaces vectoriels A, (R) et 8,,(R) sont donc orthogonaux. On sait également que
A, (R) et 8,(R) sont supplémentaires dans A, (R). On en déduit donc que A, (R) est I'orthogonal de S, (R).

b. d(A,S8,(R)) = |A — p(A)|| ol p désigne la projection orthogonale sur 8,(R), c’est-a-dire la projection sur 8, (R) parallelement
T

. Ainsi

a A, (R). On trouve facilement que p(A) = A

1 1
A= p(A)| = §||A —AT| = 5 Z (aij — a;:)?

1<i,j<n
en utilisant la formule donnant le carré de la norme vue a la premiere question.
4. Comme U € 9,(R), UTU =UUT =1,,.
[UA|? = tr((UA)TUA) = r(ATUTUA) = r(ATA) = |A|?
[AU||? = tr((AU)TAU) = tr(UTATAU) = tr(ATAUUT) = tr(ATA) = ||A|?
5. D’apres I’inégalité de Cauchy-Schwarz
|ABJ|]?> = tr(BTATAB) = tr(ATABBT) = tr((ATA)"BBT)
= (ATA[BBT) < |ATA|||BBT| = ||ATA|||BB|
car |[BBT||?> = «(BB"BBT) = tr(B"BB'B) = ||B"B||. En utilisant la formule donnant le carré de la norme vue  la premiére question,

ona:
n 2
IATAZ = > ( akiakj)
=1

1<i,j<n

Or pour tous i, j € [1,n]], on a d’aprés Cauchy-Schwarz dans R",

n
D Wiy < \/gl\/gj
k=1

n
avec S; = Z aii pour 1 <i < n. Ainsi
k=1
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Par conséquent,
IATA| < ag = |AJ?
1<k,l<n

On a donc également |BTB|| < ||B||?, ce qui nous donne finalement I’inégalité demandée.

Solution 102

Pour simplifier, on peut supposer uy, ..., U, unitaires de sorte que pour i, j € [1,n + 1] distincts, (u; | u;) = cos a,.

Premiére méthode

Notons u}, ..., u}, les projections orthogonales de uy, ..., u, sur vect(u,,1)*. Pour i € [1,n] u} = u; — (cos o, ), et par le théoreme
de Pythagore, |[u}||> = |ul|* — (cos? o) ||ttp41 [ = 1 — cos? a,,. Pour i, j € [1, n] distincts

2

’ AN 2 2 _
(u; | uj) = (ujlu;) — cos oty ((ui|un+1) + (uj|un+1)) + cos” &y [ty 41 [|* = cosay, — cos®ay,
Par conséquent,
’ ’
(u; 1 4)  cosa, —cosa? oS
! AT -
lluz Mg | 1—cosan 1+ cosay,
. cosay, . coS
Les vecteurs uj, ... , u), font donc un angle constant a,,_; deux a deux. De plus, cos ot,_; = ———2— i.e. cosq,, = ——n-l
1+cosay, 1—cosay,_1
> ‘0 - 2n 1 . ‘o . .
L’énoncé n’a de sens que pour n > 2. On trouve aisément o, = 3 Posons z,, = . La suite (z,,) vérifie la relation de récurrence
cosay,
. L 1
z, = z,_1 — 1. Puisque z, = —2, on trouve z,, = —n pour tout n > 2. Ainsi a,, = arccos (_ﬁ)

Deuxi¢éme méthode

Puisque dimE = n, les n + 1 vecteurs uy, ..., U,4; forment une famille liée. Il existe donc (A;, ..., A,41) € R\ {(0, ..., 0)} tel que
n+1

Z Aju; = Og. Fixons j € [[1,n + 1]. On a donc

i=1
n+l

> M(ui | w) = (0g | u) =0
i=1
ou encore
A +Z)LiCOSO(n =0
i#j
n+l
Posons A = Z A;. Légalité précédente s’écrit encore
i=1

Aj+ (A —Aj)cosa, =0

ce qui équivaut a
Ai(1 —cosay,) + Acosa, =0

En sommant ces égalités pour j € [1,n + 1], on obtient
Al —cosa,)+(n+1)Acosa, =0

ou encore
A+ ncosa,) =0

Par ailleurs, il existe j € [1,n+ 1] tel que A; # 0 et on rapelle que A;(1 — cosa,) + Acosa, = 0. Si on avait A = 0, on aurait donc
1
cosa, = 1, ce qui est exclu par I’énoncé. Ainsi A # 0, ce qui permet d’affirmer que cos o, = 0 On cherche implicitement un angle «,,
1
non orienté donc a,, = arccos (_E)

Solution 103

Soit X € Ker A. On a donc AX = 0 puis ATAX = 0 donc X € Ker ATA. Ainsi Ker A C Ker ATA.

Soit maintenant X € Ker ATA. On a donc ATAX = 0 puis XTATAX = 0. Notons Y = AX. Ainsi Y'Y = 0. Or Y'Y est la somme des carrés
des composantes de Y donc Y = 0 i.e. AX = 0. D’ot X € Ker A. Ainsi Ker ATA C KerA.

Finalement, Ker A = Ker ATA et rg A = rg ATA via le théoréme du rang. En changeant A en AT, on a également rg AT = rg AAT. Or
rgA =rgAT. Ainsirg ATA = rg AAT = rgA.
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Solution 104

1. Evident.
2. On va montrer que F admet pour supplémentaire la droite vectorielle Ry[X] dans R[X].
+infty
Soit P € Ro[X] N F. Alors il existe (A,,) € RN tel que P = Z An(1 4+ X™). On a donc
n=1

+0o0 +0o
P= (Z An) + D0 A, X"
n=1 n=1
Mais comme deg P < 0, A,, = 0 pour tout n € N* et donc P = 0. Ainsi F et Ry[X] sont en somme directe.

+o00

3. Soit P € FL. Posons P = Z a, X" avec (a,) € R™. Puisque (P, 1 + X") = 0 pour tout n € N*, on a ay + a,, = 0 pour tout n € N*.
n=0
Mais comme la suite (a;,) est nulle a partir d’un certain rang, on en déduit que a, = 0 puis que a,, = 0 pour tout n € N*. Ainsi P =0

puis F+ = {0}.
En particulier, F @ F* = F # R[X] puisque F est un hyperplan de R[X].
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