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ESPACES VECTORIELS NORMES

Normes

Solution 1

Clairement, N est positive, homogene et vérifie I’inégalité triangulaire. Soit alors P € R,,[X] tel que N(P) = 0. Alors P(ct;.) = 0 pour tout
k € [[0, n]. Puisque deg P < n, P = 0. Ainsi N est bien une norme.
Supposons que N soit une norme euclidienne. Alors pour tout (P, Q) € R, [X]?,

N(P + Q)? + N(P — Q)% = 2N(P)? + 2N(Q)?

Par interpolation de Lagrange, il existe deux polyndmes P et Q tels que P(ay) = 8 o et Q(otx) = S, pour tout k € [0, n]|. Puisque n # 0,
N(P + Q) = N(P — Q) = 2 tandis que N(P) = N(Q) = 1, ce qui contredit 1’égalité précédente.

Solution 2

1. Soitx € E.L’application @, : y € E — (x, y) est linéaire et, d’aprés I’inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout y € E, |, (¥)| < x|yl
donc @, est continue pour lanorme ||- || d’aprés le critére de continuité pour les applications linéaires. Par conséquent, |¢,| est également
continue sur E pour la norme ||-|| par continuité de la valeur absolue sur R. E étant de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes
et || est donc également continue pour la norme N.

La sphere unité S est évidemment fermée et bornée pour la norme N. Comme E est de dimension finie, elle est compacte pour cette
norme. L’application |¢,| étant continue pour la norme N, elle atteint un maximum sur S. Ceci justifie la définition de N*(x) (et prouve
méme que la borne supérieure est en fait un maximum).

2. N* est clairement positive.
Donnons-nous A € R et x € E. Alors

N*(Ax) = sup [(Ax, y)| = sup [A[|(x, y)|
yeSsS yeS

Or |A| est un réel positif donc on peut montrer sans difficulté que
sup [A[|(x, )| = [|A] sup [(x, y)|
yeS yeS

On en déduit que N*(Ax) = |A|N*(x).
Soit (x;, x,) € E2. Alors pour tout y € S,

(X1 4 x2, )| = (X1, ¥) + (X2, )| < (X1, )] + (32, )] < N¥(xp) + Ni(x2)
L’inégalité étant valide pour tout y € S, on en déduit que

N*(x; + x) = sup [(x; + X3, )| < N*(x;) + N*(x,)
yeSs

On a donc bien prouvé que N* était une norme.

3. Supposons d’abord que N = | - ||,. Soit x € S. Alors pour tout y € S,

G y) < xllzlyvllz =l

b .
puisque y € S. Par conséquent N*(x) < ||x||,. Par ailleurs, si x est non nul, y = L € Set [{(x,y)] = ||x|l, donc N*(x) > |x|,.
Finalement, N*(x) = ||x||,. Cette égalité est encore évidemment valide lorsque x est nul.

2 g q

Supposons maintenant que N = || - ||, Soit x € R". Alors pour tout y € S,

n n n n
1 =125 iyl < 25 1yl = 2 Pl il < D5 ¥l Vlloo = I9lloo X011 = [11l2
k=1 k=1 k=1 k=1
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Cette inégalité étant valide pour tout y € S, N*(x) < || x||;. On définit alors y € R, en posant y, = 1si x; > Oet y, = —1si X <O.
Il est évident que y € S et

n n
)y =D xkye= Y. |xil = x|y
k=1 k=1

On en déduit que N*(x) > ||x|;. Finalement, N*(x) = ||x]|;.

Supposons enfin que N = || - ||;. Alors pour tout y € S,
n n n n
e = {20 x| < 25 1l = 25 1yl = 25 Ixlleolyiel = lxlioollyly = lIx]leo]
k=1 k=1 k=1 k=1

Cette inégalité étant valide pour tout y € R", N*(x) < ||x[|«. Il existe j € [1,n] tel que |xj| = [|x[|. On définit alors y € R" en
posant y; = 8y j. On vérifie sans peine que y € S et

(6 )| =

n
Z XiVk
k=1

On en déduit que N*(x) > |||« Finalement, N*(x) = [|X] -

= x| = X[l

Solution 3

1. Pas de probleme pour N; et N,. Il suffit d’utiliser le fait que la valeur absolue est une norme. Pour simplifier, on peut méme remarquer
que Ny(A) = Ny (AD).
N; est la norme euclidienne sur M, ,(R) i.e. N3(A)? = tr(ATA).
On note || - | la norme euclidienne sur Mp, ;(R). Soit A € M, ,(R). Alors AT A est une matrice symétrique donc elle est diagonalisable.
Soit x un vecteur propre associée a une valeur propre A de ATA. Alors xTATAx = (Ax)T(AX) = |Ax|? € Ry et xTATAx = AxTx =
Al|x||>. Comme ||x||> € R}, A > 0. Ainsi Sp(ATA) C R, donc N4(A) est bien définie.
Soit u € R. Alors

Ny(HA) = /max Sp(R2ATA) = y/max 4 SpATA) = /b2 max Sp(ATA) = [uhy/ max Sp(ATA) = [1[N4(A)

donc N4 est bien homogene.

Supposons que N,(A) = 0. Alors max Sp(ATA) = 0. Mais comme Sp(ATA) C R, Sp(ATA) = {0}. Comme AT A est diagonalisable,
ATA = 0. A fortiori, N3(A)? = tr(ATA) = 0 donc A = 0. Ainsi N, vérifie I’axiome de séparation.

Soit enfin (A,B) € M n,p(R)z. Notons A la plus grande valeur propre de (A + B)T(A + B) et x un vecteur propre associé a cettte valeur
propre. Alors [|(A+B)x||? = Al|x||?. Donc ||(A+B)x| = N4(A+B)|x||. Par ailleurs, ||-|| est une norme donc ||[(A+B)x|| < [|Ax|+|Bx]|.
Notons Ay, ... ,7Lp les valeurs propres de ATA et (e, ... ,ep) une base orthonormée de vecteurs propres de ATA. Alors

P P
x=Y xe et ATAx =) xihe
i=1 i=1
Comme (e;, ... , €p) est une base orthonormée de M, ;(R),
p P
lAx]? = xTATAX = 3 Axf < Ny(AP 3 x} = Ny(A) x|
i=1 i=1
Par conséquent, |Ax| < N4(A)| x||. De la méme maniére, |Bx|| < N,(B)||x|| Finalement,
N4(A + B)|lx|| < Ny(A)|lx]| + Na(B)| x|

et donc Ny(A + B) < N4(A) + Ny(B) car || x| > 0.
N, est bien une norme.
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n
2. Soit (A, B) € M,(R)?2. Pour simplifier, posons S;(M) = Z [M; ;| pour M € M,(R). Ainsi N;(M) = max S;(M). Soiti € [1,n].
< ’ 1<i<n
j=1 ==
n
Si(AB) = ), [(AB); |
j=1
n

Z A 1By j
k=1

Il
M=

.
Il
—

|A | |Brjl par inégalité triangulaire

IA
.M:
M=

~
1]
—
=~
1l
—

Il
M=
M=

|A || B, par permutation des sommes

=~
1l
—

~
1l
—

Il
M=

n
1Akl Y 1Byl
=

=~
1l

1

I
M=

|Ak|Sk(B)

=~
1l
—

IA
M=

|A; N1 (B)

&
1l
—

=Ni(B) D, [Auxl
k=1
= N;(B)S;(A) < Ny (B)N;(A)

On en déduit que N;(AB) < N;(A)N;(B) donc N; est bien une norme d’algebre.
On rappelle que N,(M) = N;(M 7). Ainsi

N,(AB) = N;((AB)T) = N;(BTAT) < N;j(BT)N;(AT) = N(A)N,(B)

donc N, est également une norme d’algebre.
Remarquons que

n 2
Ny(ABY = ) (Z Ai By, j)
1<i,j<n \k=1
Par inégalité de Cauchy-Schwarz,

n 2 n n
(Z Ai,kBk,j) < (Z A%,k) (Z Bi,j)
k=1 k=1

k=1

n n
Pour clarifier, posons S; = Z AfpetT = Z Bi’j. Ainsi
k=1 k=1

N;(AB2 < > ST = (Z si)( sj) = (Z >, Aik) (Z PN: A j) = N3(A)*N3(B)?
i=1 j=1 i=1k=1 Jj=1k=1

1<i,j<n

Puis N5(AB) < N3(A)N;(B) donc Nj est une norme d’algébre.

Soit x un vecteur propre associé 2 la plus grande valeur propre de (AB)"(AB). On a alors |ABx| = N4 (A)||x|| (cf. précédemment). De
plus, |[ABx| < N4(A)|Bx|| £ N4(A)N4(B)| x| (cf. précédemment). Comme | x| > 0, N4(AB) < N4(A)N4(B) donc N, est également
une norme d’algebre.

Solution 4

1. Par inégalité triangulaire

2fxll = G +3) + (e = I < Jlx + yll + [Ix =l
2[yl =11+ ) + & =0l < llx + yll + [lx = yll
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En additionnant
Xl + Iyl < [Ix + yll + [|x = yIl < 2max {[|x + y|, [|x — I}

2. Prenons E = R? muni de la norme uniforme. Posons x = (1,0) et y = (0, 1). Alors

Il = Iyl = lx + ¥l = llx =yl =1
L’'inégalité de la question précédente est donc bien une égalité dans ce cas.
3. Remarquons que
e+ yI1? = llx]? + IlI* + 2¢x, y)
e =yl = flx]? + Ill? — 2¢x, y)

donc
lx + YI% + llx = ylI* = 2[Ix]1* + 2[lyl|®

Mais d’une part
2
I + yI? + lIx = yI* < 2max {||x + y|%, [Ix = y|*} = 2max{|lx + y|, |x - y[}

et d’autre part
20 [ + 2112 = (Ixl + [lyD? + il = 1yID? = ]l + IyID?

Par conséquent,
2
(llxll + IyID? < 2 max {[|x + y]l, [lx — y[I}

puis
Il + iyl < V2max {lx + yl, I1x = I}

La constante \/5 ne peut étre améliorée car si on prend x et y orthogonaux et de méme norme n, alors
lxll + Iyl = 2n

et, d’apres le théoreme de Pythagore,
e+ ylI? = llx = yII? = Ix]* + |yl = 2n?

donc
max {|lx + y|, I|x = yl} = nv/2

de sorte que I’inégalité est bien une égalité dans ce cas.

Solution 5

Soit (xq, ..., x,) € K™
Comme les |x;| sont positifs, il est clair que Ny, (x) < N;j(x). L’ égalité est atteinte pour x = (1,0, ... ,0).
Pour tout i € [[1, 1]}, |x;] £ Ng(x) donc N;(x) < nN(x). L’égalité est atteinte pour x = (1, ..., ).

n

Comme les |x;|? sont positis, il est clair que N, (x)? < Z |x;]? puis N (x) < Ny(x). Légalité est atteinte pour x = (1,0, ... ,0).
i=1
n

A nouveau, pour tout i € [1,n]], |x;|> £ Ny (x)? puis Z X2 < NN (x)? puis Ny(x) < v/nNg (x).
i=1
Comme les x| |x;j| sont positifs

N1<x)2=(2|xi|) Z|x|2+2 > |x||x,|>2|x|2 N, (x)?
i=1

1<i<j<n

donc N,(x) < Nj(x). I’ égalité est atteinte pour x = (1,0, ...,0).

Par inégalité de Cauchy-Schwarz,
n
Ni(x) = Z Ll <\ 251\ 2 Il? = VnNy(x)
i=1 i=1

L’ égalité est atteinte pour x = (1,...,1).
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Solution 6

Notons (ey, ... , €,,) la base canonique de R".
Supposons que (X3, ... , X,,) soit libre. L’inégalité triangulaire et ’homogénéité découle quasi directement que |- || est une norme. Si (A4, ..., A,,)
n

vérifie N(A4, ..., A,) = 0, alors Z A X = 0 par séparation de la norme || - |. Comme (xy, ..., X,) est libre, (44, ..., A,,) = (0, ..., 0).
k=1

n
Réciproquement, supposons que N soit une norme. Si on se donne (1, ..., 4,) tel que Z Axp = Og, alors N(A4, ..., A,)) = ||0g|| = O et donc

k=1
Ay M) = (0, ..., 0) par séparation de la norme N. Ceci prouve que (X1, ... , X,) est libre.

Solution 7

Il est clair que si N; = N,, alosr B; = B,.

Réciproquement supposons B; = B,. Soit x € E. Si x = 0g, alors N;(x) = N,(x) = 0. Supposons donc x # Og. Alors x/N;(x) € B; = B,
donc N,(x/N;(x)) < 1 puis N,(x)/N;(x) < 1 par homogénéité de la norme N, et enfin N,(x) < N;(x). En échangeant les roles de N; et N,
ainsi que de B, et B,, on obtient N;(x) < N,(x). Ainsi N;(x) = N,(x).

Solution 8

Comme f, est positive sur R,
I fallco = sup |ful = sup f,

R, R,
On étudie f,, sur R,. f, est dérivable sur R, et
Vx € Ry, fu(x) =e"(1 —nx)

On en déduit le tableau de variations suivant :

X 0 l +00
n
Ja(x) + 0 -
1
Variations ne
de fn / \
0 0
. 1
Ainsi ol = —.
Solution 9

Remarquons que |f,,| est T-périodique et paire. Ainsi

[fallo = sup|ful = sup [ful = sup fu
R [0,7t/2] [0,7/2]

T
car f, est positive sur [0, E].

', est dérivable sur |0, T et
2

Vx € [o, g] £1(x) = sin" 1 (x)(n cos?(x) — sin?(x)) = sin"1(x)((n + 1) cos?(x) — 1)

On en déduit le tableau de variation suivant :

http://1lgarcin.github.io 5


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

1
X 0 arccos ( ) +00
Vyn+1

Ja(X¥) + 0 -

1
Variations Jn | arccos
Vn+1

de f,
o/ \0

()l‘l rappel]e que Sll‘l(al‘CCOS(x)) =Y 1 — X p()l,ll‘ toutn € N dOIlC

Ifalle = (\/nTH) = ( \/@)M

Ainsi

Ifnlloo = fr (arCCOS(

Solution 10

1 1
1. Soit (u,v) € (R%*)2. Par concavité de In sur R, puisque 5 +-=1,

14 q
1n<”— ¥ ”—) > Lin@p) + L nua)
p q)~p q

c’est-a-dire,

p q
ln<u— + u_) > In(uv)
p q

Ainsi par croissance de la fonction exponentielle,

uP  uf
uv < — + —
p q
2. Posons pour tout k € [[1, n]|
X
x;{ — k- et y/ — Yk

(Zr, )" (Zr )

D’aprés I’inégalité de Young, pour tout k € [[1, ],

/

!
XYk

IA

En additionnant ces n inégalités membre a membre, on obtient,

ou

On a donc,
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3. On remarque que, pour tout entier naturel k € [1, n]),

(e + V)P = xi(xp + V)P + Y + )P

Par application de I’inégalité de Holdera p > letq = % > 0 (on abien 1/p + 1/q = 1), on obtient

D Xl + Pt < (Z xi>p (Z(xk +J’k)p> ’

k=1 k=1 k=1

puis une seconde fois,

Yilx + yP ! < (Z yﬁ)p X (Z(xk +yk)p> !
= k=1

k=1 k=1
et donc, en sommant ces deux inégalités,

p—-1

—
<=

(e + 9P < (z ) + (zy;z) (zuk +yk>p)
— k=1

k=1

En divisant I’inégalité de ci-dessus par
: 5
(Z(xk +yk)p) >0
k=1

on obtient donc,
1

(Z(xk +yk)p>p < (Z xi>p
k=1

k=1

Convexité

Solution 11

Notons & 1’épigraphe de f. Soient (x;, ;) et (x5, y,) dans E et t € [0, 1]. Posons (x,y) = (1 — £)(x1, y1) + t(x3, ) = (1 —t)x; + tx,, (1 —
By, + ty,). Comme f est convexe, f(x) = f(1 —t)x; + tx;) < (1 — ) f(x1) + tf(x,). Puisque (xq,y;) et (x,,y,) sont dans &, f(x;) <y,
et f(x;) < y,. Onen déduit f(x) < (1 —t)y; + ty, = y. Ainsi (x,y) € &. Ainsi & est convexe.

Solution 12

Soit (A,B) € f(C)? et A € [0,1]. Il existe (M, N) € C? tel que A = f(M) et B = f(N). Alors
A=-MDA+AB=0-1)fM)+Af(N) = f((1 —A)M + AN)

Or C est convexe donc (1 — A)M + AN € C puis (1 — A)A + AB € f(C). On en déduit que f(C) est convexe.
Solution 13

Soit (M,N,A) € 82 x [0,1]. Posons P = (1 —A)M + AN. Comme A > Oetl — A > 0, B = (1 =M+ AN;; > 0 pour tout
(i,j) € [1,n] x [1, p]l- De plus, pour tout i € [1,n],

14 p p
Py=(1-2)) M +A) N j=(1-D+2r=1
J=1 j=1 j=1

Ainsi P € S et S est convexe.
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Distance

Solution 14

Remarquons que 0 € Fet |[u — 0], = [[u|lo = 1. Ainsi d(u, F) < 1.
Soit x € F. Alors pour tout n € N,

”u - x”oo > |u2n —Xon = |1 - x2n| et ”u - x”oo = |u2n+1 — Xon4+1 = |1 + x2n+1|

En passant a la limite et en notant ¢ la limite de x,
[u—xllo2[1—-¢ et [u—x[e=[1+¢]

En additionnant ces deux inégalités,

u—X|lo=21=¢|+1+€|2|A-)+ QA +6)| =2
puis ||u — x|l = 1. Ainsi d(u, F) > 1. Finalement, d(u, F) = 1.
Solution 15

Soit (x, y) € E2. Rappelons que d(x, A) = in£ |x —aletd(y,A) = in£ ly — a]l.
ae ae
Soit a € A. Alors d(x, A) < ||x — a. Or, par inégalité triangulaire

Ix—al =lx =)+ G-l <lx=yl+ly—al=dxy) +]y—a

On en déduit que
d(x,A) —d(x,y) < |ly — a

Comme d(y,A) = in}: lx — al|, on en déduit que
ae
d(x,A) —d(x,y) <d(y,A)

ou encore
d(x,A) —d(y,A) <d(x,y)

En échangeant les roles de x et y on a également
d(yr A) - d(x’ A) < d(y’ .X)

d’ou le résultat attendu.

Equivalence de normes

Solution 16

1. N est bien a valeurs dans R, .

Séparation Soit f € E telle que N(f) = 0. Alors | flleo = |f'llcc = 0. Comme ||.||o €st une norme, on a notamment f = 0.

Homogénéité Pour A € Ret f € E,

NQAS) = [Aflloo + 1f oo = IMIf oo + A llco = IMNCS)

car ||| est une norme.

Inégalité triangulaire Pour f,g € E,

Nf+8) =If+8lo +If +&llo < Ifllo + lI8lloo + [1f oo + 118" l0 = N(f) + N(g)

Ainsi N est bien une norme.

Posons e, : x € [0,1] — x™. Alors pour tout n € N, |le,|| = 1 tandis que N(e,) = 1 + n. Puisque N(e,,) —> +o0, N et ||| ne
n—+oo

peuvent étre équivalentes.
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2. N’ est bien a valeurs dans R, .

Séparation Soit f € E telle que N'(f) = 0. Alors f(0) = O et f* = 0. Ainsi f est constante (car f' = 0) et cette constante est nulle
(car £(0) = 0).
Homogénéité Pour A € Ret f € E,

N'Qf) = IAf O] + [Af oo = MO + MILf N0 = IAIN"(f)

car ||.]l st une norme.

Inégalité triangulaire Pour f,g € E,
N'(f +8) = 1f(0) + 8| + lf + &'l < fO) + (8O + [If'leo + 1INl = N'(f) + N'(g)

Ainsi N’ est bien une norme.

X
Puisque |f(0)] < ||flle pour tout f € E, N’ < N. Soit f € E. Pour tout x € [0,1], f(x) = f(0) +f f'(t) dt. Par inégalité
0

Axfa)m‘

< fox IFOF dt < X[ f'leo < 1l

triangulaire

IFCOI < 1O +

f RZor
0

Par inégalité de continuité

Finalement, pour tout x € R,
IF Ol < 1F O+ 1f' oo
puis || fllee < [f(0)] + ||/’ |lco- Finalement
N(f) < fO)] + 2] f lleo < 2|fO0)] +2[If "l = 2N"(f)

On a donc N’ < N < 2N/, ce qui signifie que N est équivalente a N'.
Solution 17

L’espace normé en question doit nécessairement étre de dimension infinie. Considérons par exemple E = ¢C([0,1]). Pour f € E, on
1

pose |flle = sup |f()] et |fll; = / |f(#)] dt. On sait que ||.| et ||.]l; sont des normes sur E. Pour n € N, on pose f,,(x) =
tefo,1] 0

n—n’x si0<x<-— 1

" On vérfie que ||fyll = n et ||fulli = = pour tout n € N. Puisque ||fy]lcc —> +0, ||.|le €t ||.]l; ne peuvent
0 si <x<1 2 n— oo

étre équivalentes.

Solution 18

1. Pour tout f € E,

||f||%=f f2Sf I£13% = 1£1%
[0,1] [0,1]

Par conséquent, ||fl2 < ||fllco-

2. Les normes |||, et ||.]l induisent des normes sur V. Comme V est de dimension finie, ces normes sont équivalentes et on en déduit
I’inégalité demandée.

3. On peut munir V du produit scalaire (f, g) +— fg. On se donne une famille libre de V a p éléments. On peut alors 1’orthonormaliser
[0,1]
en une famille (fi, ... ,fp). Soit x € [0,1]. Alors pour (A4, ..., A,) € R"

P 2 p p
<Z?Lifi(X)) <UD MflE < n?) ) Afill3
i=1 i=1 i=1
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p p
Or la famille (f3, ..., f,) étant orthonormale, || Z Mifil3 = Z 7. Lastuce consiste a prendre maintenant A; = f;(x) pour 1 < i < p.
i=1 i=1

D 2 p
(Z fi(x)2> <n?) fi(x)?
i=1 i=1

On obtient alors

et donc
p
D i <n?
i=1
11 suffit alors d’intégrer entre O et 1 pour obtenir
p
2 2
QAP <n
i=1
La famille (f;, ..., f,) étant normée, on aboutita p < n?, ce qui prouve que V est nécessairement de dimension finie et que dim V < n2.

Solution 19

1. N, est la norme de la convergence uniforme. On en déduit sans peine que N et N; sont également des normes.

2. Posons f, : x € [0,1] = x™. On a clairement Ny, (f,,) = 1 pour tout n € N. Cependant, N(f,,) = N;(f,) = n* —n+1 — +co.

n—->+oo

Donc N, n’est équivalente ni & N ni & Nj.

3. Soit x € [0,1]. Par intégration par parties

fx sin(x — £)f"(¢t) dt = [sin(x — t)f’(t)]g + /x cos(x — )f'(t) dt
0 0

Puisque f € E, f'(0) = 0 de sorte que le crochet est nul. Par une seconde intégration par parties,

fx sin(x — £)f"(¢t) dt = [cos(x — t)f(t)]g - fx sin(x — t)f(¢t) dt
0

0

Finalement .
/ sin(x — O(f(8) + f" (1)) dt = [cos(x = O f (O] = f(x) = f(0) cos x = f(x)
0
car f(0) = 0 puisque f € E.

4. On aclairement N < Nj.
Soit f € E. D’apres la question précédente, pour tout x € E

G0 = f sinCx — (F(0) + (1)) dt
0

puis
[f GOl Sf [sin(x — B)[|f (&) + f" ()] dt < f N(f) = xN(f) < N(f)
0 0
Par conséquent N (f) < N(f). Par ailleurs,

Neo(f") = Neo(f" + f = ) < N(f) + Neo (f)

puis N (") — Noo (f) < N(f). Finalement

Ni(f) = Neo(f") = Noo (f) + 2N (f) < 3N()

Ainsi N < N; < 3N donc N et N; sont équivalentes.
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Solution 20

1. Soit f € €°([a, b], K).
Pour tout t € [a, b], | f(t)| £ Ng(f). Par croissance de I’intégrale, N;(f) < (b— a)N(f). L’égalité est atteinte pour f constante égale
al.
Pour tout ¢ € [a,b], |f(t)|> £ Ng(f)? puis, par croissance de I'intégrale, N,(f)? < (b — @)N(f)? puis No(f) < Vb — aNg(f).
L’égalité est atteinte pour f constante égale a 1. Par inégalité de Cauchy-Schwarz,

b b b
N(f) = f 1150 dtsJ f dt\j f P dt = Vb — aNy(f)

L’ égalité est atteinte pour f constante égale a 1.

2. Posons f,, : t — (t —a)" pour n € N. Alors,

_(b=-a)" _Vb—a(b-a)" _ .
Ni(fn) = Tl No(fn) = ﬁ No(fn) = (b —a)
Alors
Nl(fn) _ Nl(fn) _ Nz(fn) _
T Ny(f) o N () ~ 0 o N ()~ ©

Donc ces trois normes ne sont pas équivalentes.

Solution 21

11 faut déja que A soit bornée pour que la borne supérieure définissant N (P) soit définie pour tout polyndme P. Une autre condition nécessaire
est également que A soit infini. Si ce n’est pas le cas, il suffit de considérer P = H(X — a). Il est clair que N (P) = 0 mais que P n’est pas

acA
nul. Si A est infinie et bornée, on vérifie aisément que Ny est une norme sur R[X].

Solution 22

1. Sachant que || - ||; est une norme sur C°([0, 1], R). On prouve sans difficulté que N; et N, sont des normes sur E. Détaillons seulement
I’axiome de séparation pour la norme N,. Soit donc f € E telle que N,(f) = 0. Comme une somme de termes positifs ne peut étre
nulle que si chacun des termes est nul, on en déduit que f(0) = || f’|l; = 0. Comme || - ||; est une norme, f’ est nulle sur [0, 1] i.e. f est
constante sur [0, 1]. Comme f(0) = 0, f est nulle sur [0, 1].

2. Soit f € E. Remarquons que

vx € [0.1], f(x) = £(0) + f £ di
0

fo ) £1(6) dt

Par inégalité triangulaire,

X 1
vx € [0.1], 1f(0)] < 1FO)] + <1fO)]+ f PO dt < 150 + f PO dt = No(f)
0 0]

Ainsi .
I < [ N dt = M)
0
puis
Noi(F) = 11 + 11 < No(F) + 1171l < 2No()
De méme,

vx € [0.1], £(0) = f(x) f £ di
0
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puis, par inégalité triangulaire,

X 1
vx € [0.1], |f0)] < |fG0)] + <1f()] + f POl de < 1F0) + f PO de = £+ 1

0 0

fo ) £10) dt

1 1 1
£(0)] = f )] di < / FGO] dx+ f 'l dx = 1T+ 17
0 0

0

Par croissance de I’intégrale,

Enfin,
No(f) = [F O+ 1l < 1f 1+ 20171 < 2N(f)

Les normes N et N, sont bien équivalentes.

Solution 23

1. Si PQ est nul, alors u,, = 0 pour tout n € N et alors Z U, converge.
Sinon, en notant d le degré de PQ, PQ(n) = ©@(n%). Comme (a,,) est bornée, u,,

>+

= ©O(n?/2"). Par croissances comparées, on
n—+o0o

1 - N o
peut par exemple affirmer que u,, = 0(1/n%). Comme Z pe) est une série convergente a termes positifs, Z u,, converge.
n—+o00

2. La symétrie, la bilinéarité et la positivité sont évidentes (2 faire néanmoins). Si I’on se donne P € E tel que (P, P) = 0, alors P(n) = 0
pour tout n € N car une somme de termes positifs ne peut étre nulle que si chacun des termes est nul. Ainsi P posséde une infinité de
racines : il est nul.

3. Tout d’abord, la symétrie, la bilinéarité et la positivité restent conservées méme si les a,, sont positifs ou nul.
On va montrer que (-, -) définit encore un produit scalaire si et seulement si il existe une infinité d’entiers n tels que a,, > 0.
Si ¢’est le cas, un polynéme P vérifiant (P, P) = 0 s’annule encore en tous les entiers n tels que a,, > 0. Il posséde donc encore une
infinité de racines et il est nul.

Si ce n’est pas le cas, notons A I’ensemble fini des entiers n tels que a,, > 0. Posons alors P = H(X — n). On vérifie alors que
neA
(P,P) = 0 mais P n’est pas nul.

4. Posons P, = X¥ pour k € N. Il est clair que N,(P) = 1 pour tout k € N. De plus,

5 T 2k 52k
Vk €N, Ni(P)* = o 2> >z
n=0
car une somme de termes positifs est supérieure 4 chacun de ses termes (ici le terme d’indice n = 2). Ainsi N;(P,) > 2k~1
N;(P)

pour tout

k € N puis — 400 de sorte que N; et N, ne sont pas équivalentes.
qu(Pk) n—+oo
Suites
Solution 24

1. Soit x € Ker(Idg —u) N Im(Idg —u). Alors u(x) = x et il existe a € E tel que x = a — u(a). On a alors

n-1

n-1 n—1
nx =y x=y uk(x) = ) uk(a) —u"*(a) = a —u"(a)
k=0 k=0

k=0

1
Ainsi x = E(a — u"(a)). Par conséquent,

=
A

< 2 (lall + [ (@)

< 2lal
~ n
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En faisant tendre n vers +oo, on obtient | x|| = 0 et donc x = Og.
On conclut grace au théoréme du rang.

2. D’apres la question précédente, il existe y € Ker(Idg —u) et a € E tel que x = y 4+ a — u(a). Pour tout k € N, u*(x) = y + u*(a) —
1 2||la
uk*+1(a). Par télescopage, x, = y + E(a — u"(a)). En raisonnant comme a la question précédente, on montre que ||x,, — y|| < _”n ” .

Ceci montre que (x,,) converge vers y qui est justement la projection de x sur Ker(Idg —u) parallélement a Im(Idg —u).

Solution 25

Notons L la limite de la suite (A™). La suite (A*") étant une suite extraite de la suite (A"), elle converge vers L. Mais par continuité de
I’application M € M, (R) — M?2, la suite (A%") converge vers I?. Par unicité de la limité, L = I? et donc L est une matrice de projecteur.

Solution 26

1. a. Supposons que la suite (x,) converge faiblement vers x et x'. Soit y € E. Alors lim (x, —x,y) =0et lim (x, —x',y) =0.
n—+oo n—>+oo
Par différence, (x’ — x,y) = 0. Ainsi X' —x € E* = {Oglet x = x'.
b. Supposons que (x,,) converge fortement vers x. Soit y € E. Alors, par I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

(X — 2, )1 < llxn — x|l

On en défuit immédiatement que lim (x, — x,y) = 0. Ainsi (x,,) converge faiblement vers x.
n—->+oo

2. Supposons que (x,) converge fortement vers x. Alors, d’aprés la question précédente, (x,,) converge faiblement vers x. De plus, par
inégalité triangulaire,

]l = 10T <l = x|
Donc lim |x,| = [lx]|.
n—->+oo
Supposons maintenant que (Xx,,) converge faiblement vers x et lim ||x,| = ||x|. Remarquons que
n—+oo

e = x[1? = x> + 16> — 2¢xy, x)

Par hypothése, lim ||x,||> = ||x||?. De plus, (x,) converge faiblement vers x lim {(x,, — Xx,x) = 0 ou encore lim (x,,x) = |x|°.
n—-+oo n—-+oo n—->+oo
Finalement,
lim |lx, —x||>*=0
—>+0o0

ce qui prouve que (x,) converge fortement vers x.

3. Supposons que E soit de dimension finie.
Soit donc une suite (x,,) convergeant faiblement vers x. Notons (e, ... , €,) une base orthonormale de E. Par convergence faible, pour
touti € [1,n], lim {(x, — x,e;) = 0. De plus, la base (ey, ... , e,) étant orthonormée, pour tout n € N,
n—->+oo

n
l[x, — x”2 = Z(xn - X ei>2
i=1

On en déduit que
lim |x,—x|>*=0
n—+oo

ouencore lim |x, — x| =0.
n—+oo
4. Considérons E = R[X], que 1’on munit de sa norme usuelle (somme des produits des coefficients), ¢’est-a-dire

oo p(k) (k)
(P,Q ER[XP > PH0) Q%)

& k! k!
On considere alors la suite (X™). Pour tout P € R[X], (X",P) = 0 dés lors que n > degP. Ainsi lim (X",P) = 0, ce qui permet
n—>+oo
d’affirmer que (X") converge faiblement vers 0. Mais, pour tout n € N, | X"|| = 1 donc la suite (X") ne peut converger fortement vers

0.
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Solution 27

1. Soient a et b deux valeurs d’adhérence de (u,,) (@ < b). Donnons-nous ¢ €]a, b[ et montrons que c est également une valeur d’adhérence
de (uy).
Fixons ¢ € R} et N € N.

* Comme lim u,,; —u, =0, il existe un entier N, > N tel que pour tout entier n > Ny, |U,,1 — U,| < €
n—>+oo

¢ Comme a est valeur d’adhérence, il existe un entier N; > N tel que uy, <c.

 Comme b est valeur d’adhérence, il existe un entier N, > N; tel que uy, > c.

L'ensemble {n € N, N; < n < N,,u,, < c} est une partie non vide (il contient N;) et majorée (par N,) de N. Il admet donc un plus
grand élément M. Notamment, uy; < ¢ < uUpgyq i.6. 0 < ¢ — Uy < Uppq1 — Uy Mais comme M > N > N, [up1 — up| < €. Onen
déduit que 0 < ¢ — upp < e et a fortiori |up — ] < € avec M > N. Ceci prouve que c est également une valeur d’adhérence de (uy,).
L’ensemble des valeurs d’adhérence de (u,,) est donc bien un intervalle.

2. Tl est évident que si (u,) converge, alors lim u,,; —u, = 0. Réciproquement, supposons que lim u,,; —u, = 0 et montrons que
n—+oo n—+oo

(uy,) converge. Comme (u,,) est bornée, il suffit de montrer qu’elle admet une unique valeur d’adhérence.

Remarquons déja que toute valeur d’adhérence est un point fixe de f. En effet, si € est une valeur d’adhérence, il existe une suite
extaite (Ug(n)) convergeant vers £. Mais alors la suite de terme général f(uUg(n)) — Ugp(n) = Up(n)+1 — Ugp(n) CONVerge vers f(£) — € par
continuité de f et vers O par hypothése de 1’énoncé. Ainsi f(£) = ¢.

Supposons que (u,) admette deux valeurs d’adhérence c et d (¢ < d). Il existe alors p € N tel que u, € [c,d]. Si ce n’était pas le
cas la suite (u,,) serait & valeurs dans R \ [c, d] et aucun réel de |c, d[ ne pourrait alors étre valeur d’adhérence, ce qui contredirait le
fait que I’ensemble des valeurs d’adhérence est un intervalle. Comme u, € [c,d] et que I’ensemble des valeurs d’adhérence est un
intervalle, u,, est lui-méme une valeur d’adhérence et donc un point fixe. La suite (u,,) est donc stationnaire a partir du rang p et a
fortiori convergente, ce qui contredit 1’existence de deux valeurs d’adhérence.

En conclusion, la suite (u,,) est bornée et admet une unique valeur d’adhérence : elle converge.

Solution 28

Notons L la limite de la suite (A"). Alors la suite ((A")") converge vers LT (on peut arguer du fait que la transposition est continue en tant
qu’endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie). Par ailleurs,

vneN, (AN = (AT = (-A)" = (-1)"A"

La suite ((A?")T) converge donc vers L et la suite ((A?**1)T) vers —L car (A2") et (A***1) sont des suites extraites de (A"). Mais comme
(AZHT) et ((A2"+1)T) sont elles-mémes sdes suites extraites de ((A™)T), on en déduit que L' = L = —L et donc L = 0.

Solution 29

cos® —sinB ) .
On note R(B) = la matrice de rotation d’angle 8. On rappelle que

sin® cos©

V(©,9) € R?, R(6 + @) = R(O)R(p)

2
1
Posons d,, = det(A,,) = 1+%. Alors A, /y/d,, € SO(2) donc il existe 8,, €] —7, 7] tel que A, = \/d,,R(O,,). Par ailleurs, cos 6, = — > 0

S

donc §,, € ]—g, g[ Ortan 9, = % donc 6, = arctan%.

De plus,
A% = diPR(,)" = df?R(n8,,)

Comme arctanx = x + o(x), lim n6, = a. Lapplication R est continue donc lim R(n8,) = R(a). Enfin,
0 n—+oo

X— n—->+oo
qn/2 no(q a?
n'=exp|>n + )
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2
n a
Mais comme In(1 +x) = x+o0(x), lim =In{1+ = |=0puis lim d?? = 1. Finalement,
x—=0 n—-+oo 2 n2 n—-+o0o

cosa —sina
lim A% =R(a) = ( )
—>+0o0

n sina cosa

Solution 30

1. M,,, est le milieu de [BM,,,_;] et M,,,; est le milieu de [AM,,,].

2. D’apres ce qui précede , pour tout n € N

1 , 1 ,
Zon42 = E(Z2n+1 —1) et Zon+1 = E(Zzn + 1)

Aini . .
1 i 1 i

Zn+2 = F%n T g et Z2n+3 = 7%2n+1 + 1

Les suites (Zy,)nen €t (Zan41)nen sont arithméticogéométriques.

3. L’unique solution de
i

Z—E
T4 4

i - . i P o1 . i
est -3 On vérifie que la suite  z,, + 3 est géométrique de raison 1 La suite (2, ),en converge donc vers -3

L’'unique solution de

i ‘o . i s . 1 . i
est 3 On vérifie que la suite | 25,41 — 3 est géométrique de raison 1 La suite (Z5,41)nen converge donc vers 3

. . . . i i .
Les suites de points correspondantes (M,,,)nen €t (My,41)nen convergent donc vers les images respectives de —3 et 3 La suite
(M ,))nen nest donc pas convergente.

4. Lasuite (M3,,),en e converge pas car les suites (Mg,,.43)nen €t (Mg, )nen sont extraites de (M3,),,en Mais aussi (et respectivement !)
de Ma41)nen €t My, )nens et convergent donc vers des limites différentes.

Solution 31

1. a. Comme |z,| € R,y = }% On en déduit que (y,,) converge vers 0.

b. Par inégalité triangulaire, pour tout n € N :

|Re(z)] + |2,
|Zn+1| < # < |Zn|
puisque pour tout complexe z, | Re(z)| < |z|.
c. Onapourtoutn € N:
R
Re(zys1) = ~oenl X2l 5 ez,

puisque pour tout complexe z, Re(z) < |z|. Ainsi (x,,) est croissante.
d. Pour tout n € N, Re(z,,) < |z,| < |zo| par décroissance de (|z,]). Ainsi (x,,) est croissante et majorée ; elle converge.
e. Comme (x,) et (y,) convergent, (z,,) converge. Puisque (y,) converge vers 0, la limite de (z,,) est réelle.

f. Siz, € R,, on montre par récurrence que z, = z, pour tout n € N. Donc (z,) converge vers z.
Sizy € R_, alors z; = 0 et on montre par récurrence que z,, = 0 pour tout # > 1. Donc (z,,) converge vers 0.
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2. a. En appliquant la méthode de 1’arc-moitié, on a :
O

Zpp1 =T, cos e’ 2
2
0 T T S S
Puisque 6,, €] — 7, 7], 7" € ]—5, 5] et donc r, cos 7” > 0. On en déduit que #,,; = K, cos 7”

6
Comme 7" €l-m 7, 0,41 = 7”
b. On en déduit immédiatement que (8,,) converge vers 0.

¢. Comme a €] — 7, 0[U]0, [, 2% # 0[7] pour tout k € [[1, n]|. On utilise alors I’indication de 1’énoncé :

. (¢4
nosin —
S = 2k—-1
n— 25i o3
k=1 Sin Z_k
P sina
Par télescopage, ona S, = ———.
2nsin —
2”.
o .oa o . .a . sina
Comme — — 0,sin— ~ —. Par conséquent, 2" sin — — apuisS, — —.
n—+00 2" poteo 21 " notoo n-o+o0

. 0 e
d. Par une récurrence facile, 6,, = 2—2. On montre aussi facilement que pourn > 1 :

n—-1 0 n-1 0 n 0
- Tk _ 0 _ =0
m=n kHCOS 5 =0 kH COS Y| =0 kH CoS Y
=0 =0 =1

Sify =0, zo € R, eton avu que (z,) est constante égale a z,. Ainsi (z,,) converge vers z.

Si 0y =, zo € R_ et on a vu que (z,) est nulle a partir du rang 1. Ainsi (z,) converge vers 0.
sin 0,

S0

Sif, €]—m,0[U]0, [, la question précédente montre que (%,) converge vers 1, . Comme (6,,) converge vers 0, (z,,) converge

n 6,

. si
également vers r, 5
0

Suites extraites

Solution 32

Posons u,, = {y/n}. Alors u,2 = 0 pour tout n € N. De plus, n — 1 < Vn2 — 1 < n pour n > 1 donc {Vn2 — 1} = n. Enfin

W=V —1-(-D=1+V—1-n=1- —

n+vn2—-1

Les suites (U,2)pen et (Up2_1)p>1 sont des suites extraites de la suite (u,) de limites respectives O et 1. La suite (u,,) n’admet donc pas de
limite.

Solution 33

Premiere méthode

Supposons qu’une des suites ne soit pas majorée — la suite (a,,) pour fixer les idées. Alors on peut extraire une suite (aq,(n)) qui diverge vers
+00. Puisque e%e(m + ePo(n) 4 eCotn > eon) e 4 eboln) 4 %o tend vers +o0, ce qui contredit le fait que e%n + ePn + ¢ tend vers 3.
Supposons maintenant qu’une des suites ne soit pas minorée — la suite (a,) pour fixer les idées. Alors on peut extraire une suite (@g(,)) qui
diverge vers —oo. Les deux autres suites ne peuvent pas étre majorées sinon dq,) + be(n) + Co(n) tendrait vers —oo. Ainsi une des suites n’est
pas majorée et on est ramené au cas précédent dont on a vu qu’il était impossible.

Par conséquent, les trois suites sont bornées.

La suite (a,) est bornée donc, d’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe donc une suite extraite (@, (,)) convergente. La suite
(bg,(n)) est également bornée donc il existe une suite extraite (b, oq,(n)) convergente. Enfin, la suite (Cy,0q,(n)) €st bornée donc il existe
une suite extraite (Cp, oqp,00,(n)) cONVergente. Pour simplifier les notations, posons @ = @; o @, o @3. Ainsi les suites (agn))s (Bp(n))s (Co(n))
convergent. Notons a, b, ¢ leurs limites. On adonca+b+c=0ete® + eb + ¢ = 3. Pour tout x € R, on ae* > 1 + x avec inégalité stricte
lorsque x # 0. Supposons que 1’un des réels a, b, ¢ soit non nul — a pour fixer les idées. Alors e* > 1+ a,e? > 1+ bete€ > 1+ cdonc
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e +eP+e°>3+a+b+cie 3> 3cequiestabsurde. Ainsia =b =c = 0.

Ce qui précede montre que 0 est la seule valeur d’adhérence des suites (a,,), (b,,), (c,,). 1l est classique de montrer que 0 est la limite de ces
trois suites.

Seconde méthode

Posons f(x) = e* —1—x. On montre facilement que f est positive et ne s’annule qu’en 0. D’aprés 1’énoncé u,, = f(a,)+ f(b,) + f(c,) tend
vers 0 lorsque n tend vers +o0. De plus, 0 < f(a,) < u, donc, par encadrement, (f(a,)) converge vers 0. La représentation graphique de f
montre bien que (a,,) doit converger vers 0. Soit € > 0. Posons m = min(f(€), f(—¢)). Il existe N € N tel que pour tout n > N, |f(a,)| < m.
Les variations de f montrent alors que pour n > N, |a,| < . Ainsi (a,) converge vers 0. On raisonne de la méme maniére pour (b,,) et (c,,).

Solution 34

1. 11 suffit par exemple de remarquer que [0, 7]? est stable par I’application f : (x,y) = (/7 — y,4/7 + ). Soit en effet (x, y) € [0, 7]%.

Alors
Vi—y<\7<7 e AT+x<V17<7

2. Supposons que (x,) et (¥,) convergent respectivement vers € et €'. Alors € = \V7—¢et¢’ =\7+¢.En particulier,
2=7-¢ et ?=7+¢
En soustrayant membre a membre ces deux égalités, on obtient
2 —2=0+¢

Oou encore
(' +0) (¢ —€—1)=0

On ne peut avoir € + €' = 0. En effet, (x,,) et (¥,,) sont clairement positives donc leurs limites € et £’ également. Si on avait £ + €' = 0,
on aurait donc € = £’ = 0, ce qui est impossible puisque £2 = 7 — ¢’ par exemple.
Onen déduitque €' — € —1 =01i.e. €' = € + 1. Ainsi
r=7-¢=6-¢
Il en résulte que € = 2 ou £ = —3. Puisque € > 0, £ = 2 puis €' = 3.

3. Posons u,, = x,, — 2 etv, =y, — 3 pour n € N. Remarquons que pour tout n € N,

Uppr = V4=V, =2

Upy1 =V9+u,—3

__ Un
Vé—v,+2

_ Un
Vo+u, +3

On en déduit que pour tout n € N,

Y] (Y]
iy g ' — U
Vé—v,+2° 2
|Unl |t
<

[Up41l = —— <
T O tu, 437 3

Par conséquent, pour tout n € N,

[Vpsal _ |t
o] < 5 < 2
On en déduit sans peine que pour tout n € N,
1 1
[uan| < 6—n|u0| et |ugpql < @|“1|

Les suites (u,) et (Uy,41) convergent donc vers 0 : il en est donc de méme de la suite (u,). On en déduit alors que (v,) converge
également vers 0. Finalement, les suites (x,,) et (y,,) convergent respectivement vers 2 et 3.
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Solution 35

1. Supposons (u,) non majorée, on peut en extraire une suite (uUgp(,)) divergeant vers +oo. Mais comme (Ug(n) + Ug(n)) converge vers 0

en tant que suite extraite, (Ug(y)) diverge vers —co. Alors, (ug(n)) diverge vers +oo et (Ug(n)) diverge vers —oo car q est impair. On en

b

déduit que (uq,(n) —

p

n—-+oo

si on suppose (u,) non minorée. Ainsi (u,,) est bornée.
On montre de la méme maniére que (v,,) est bornée ou on remarque que (v,) = (u, + v,) — (1,,) est bornée en tant que différence de
deux suites bornées ((u, + v,) est convergente donc bornée).

vg(n)) diverge vers +o0, ce qui contredit lim uy — vg = 0. On aboutit de 1a méme maniére a une contradiction

2. Soient ¢ une valeur d’adhérence de (u,,). Alors il existe une suite extraite (4g(,,)) convergeant vers €. Alors (Uy(p)) converge vers —¢.

p

Par conséquent, (ucp(n) -

Ug(n)) converge vers €P + ¢4 car q est impair. Mais elle converge également vers O en tant que suite extraite.

Ainsi €P + €9 = 0. On en déduit sans peine que ¢ = 0 (les deux termes de 1’égalité précédente sont de méme signe car p et q sont
impairs). Ainsi O est la seule valeur d’adhérence de (u;,).
On montre de la méme maniére que 0 est I’unique valeur d’adhérence de (v,).

3. Il est classique de montrer qu’une suite bornée possédant une unique valeur d’adhérence converge vers cette valeur d’adhérence. Ainsi

(uy,) et (v,) convergent vers 0.

Révision suites

Solution 36

1. Tout d’abord, une récurrence évidente montre que u, > 0 et v,, > 0 pour tout n € N.

Ensuite, pour toutn € N, v, — Uy =

= (v, — uy). Puisque vy — uy > 0, on en déduit par une récurrence évidente que v, — u, > 0

ie. u, < v, pour tout n € N. On en déduit également que la suite de terme général v,, — u,, est géométrique de raison 5 et donc

Pour tout n € N

5

un+1_un=§(\/m_un) n(\/U_n—\/u_n)ZO

1

Un+1_Un=_(Vunvn_Un)= n(\/u_n_\/v_n)so
2 2

Ainsi (u,,) est croissante tandis que (v,,) est décroissante.
Les suites (u,) et (v,) sont donc adjacentes : elles convergent donc vers une limite commune L.

4o

. On rappelle ’inégalité classique In(1 + u) < u pour tout u €] — 1, +oo[.
Il s’ensuit que

y y=x\_y-—x
— = L = <
Iny—Inx=In> 1n(1+ x )< .
lnx—lnyzlnzzln(1+ﬂ><x_y
y y y

On en déduit alors facilement 1’inégalité voulue en tenant compte du faitque y —x > 0etx —y < 0.

3. Onavu a la question[I]que 0 < u,, < v, pour tout n € N, ce qui justifie que (c,,) est bien définie.
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Pour toutn € N,

Un+1 — Up41

a1 = In Un41 — In Uny1
_ Uy — Uy
In (v, + 4/tny) — In (u, +1/uyvy,)
_ Uy — Uy
In (Vo i+ /o) — I (y 25, (i + y/5)
Un —Up
= Cn

" Inv, —Inu,
Ainsi la suite (c,,) est bien constante.

1 Inv, —Inu
4. D’apres la questionet le fait que 0 < u,, < v, pour toutn € N,ona — < —%——"

1.
< —ie.u, <c, L v, pourtoutn € N.

n Up —Up Up
Le théoreme des gendarmes assure que (c,,) converge vers l. Mais comme (c,,) est constante,
= = b—a
~ " Inb—1Ina
Solution 37

1. Distinguons les trois cas.

* Six e[0,1],
P 1 x 1
f(X)=/ |x—t|dt+f |x—t|dt=f (X—t)dt+/(t—x)dt
0 x o .
2 t=x ) t=1 , 1
:[Xt_z] +|:5xt] =X —x+§
t=0 t=x
e Six <0,
1 tz t=1 1

0 t=0

e Six>1,

N =

1 t=1
s=[-pu=la-5] =x-
0 t=0

1 1 1 1 1 1
2. Pour x € [0,1], f(x) = x> —x + 5 f est donc décroissante sur [0, 5] et croissante sur [5’ 1]. De plus, g(0) = 5 g(z) =7 et

1 11
g) = 2 Ainsi f([0,1]) = [Z’ 5] c]0,1[. Comme u, € [0, 1] et que u,.; = f(u,,) pour tout n € N, on montre par récurrence que
u, € [0,1] pour tout n € N.
11
3. Comme u, € [0,1] et que f([0,1]) = [Z’ 3
pour tout n > 1.

11 11 11 L. 11
], u; € [4_1’ 5] De plus, f([z, 5]) c f(lo,1]) = [Z’ 5] On en déduit que u,, € [Z’ 5]
‘o , 1171 1 i .y 1 11
4. f est dérivable sur [0,1] et f'(x) = 2x — 1. Donc pour x € [Z’ 5], flx) e [—5,0]. Ainsi |f'| est majorée par 5 sur [Z’ 5|
On sait que si (u,,) converge, elle converge vers un réel de I’intervalle [0, 1] et nécessairement vers un point fixe de f car f est continue

1
sur [0, 1]. Les points fixes de f sur [0, 1] sont les solutions de x* — x + 5 =X La seule solution de cette équation comprise entre 0

2 11
etlestl=1— g Remarquons que | € T 5]. On applique alors classiquement 1’inégalité des accroissements finis. Soit n > 1.

. . JJ1 1 ) o 1 .
Puisque u,, et [ appartiennent a 3 et que |f’| est majorée par 5 sur cet intervalle, on a :

1 . 1
1) = FON < 5lttn = el - [tir = | < 5 litn =]

‘ 1 .
On prouve alors par récurrence que |u, —c| < Sl |u; — c| pour tout n > 1, ce qui prouve que (u,,) converge vers C.
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R 1 .
5. Supposons u, > 1. Montrons qu’il existe ny € N tel que u, appartient a [0, 1] . Tant que u, > 1, u,yq = u, — 5 On ne peut avoir
n
u, > 1pourtout n € N, sinon on aurait u,, = uy— 5 pour tout n € N et (u,,) divergerait vers —oo ce qui contredirait le fait que u,, > 1

; - 1_1
pour tout n € N. Notons donc ny = min{n € N | u, < 1}. Onadonc u,,_; > 1. Ainsi u,, = 1 — 3 > 5 Donc u,, € [0,1] et
on est ramené au cas précédent. On prouve de la méme fagon que (u,,) converge vers c.

. 1 PN g
Supposons maintenant uy < 0. Alors u; = 5 U > 0.0On adonc u; € [0,1] ouu; > 1 et on est ramené & un des deux cas traités

précédemment. On en déduit & nouveau que (u,,) converge vers c.

REMARQUE. Il est encore plus facile de se convaincre de ces résultats a 1’aide d’un petit dessin faisant figurer le graphe de f et
la premiere bissectrice.

Solution 38

Inx . . " . . . .
1. Posons ¢: x — ~ @ est clairement continue sur R% et une étude rapide montre que ¢ est strictement croissante sur 0, e] et

strictement décroissante sur [e, +oo[. De plus, pour tout entier n > 3,

[

) 1 _ 1 .
—oo—lér+ncp<ﬁ<z—cp(e) et cp(e)>n>0—ll£r01cp

donc le théoreme des valeurs intermédiaires montre que 1’équation (E,,) admet exactement deux solutions, 1’une sur ]0, e[ et I’autre
sur Je, +oo[.
Autrement dit, pour n > 3, il existe bien deux solutions u,, et v, a I’équation (E,) et 0 < u, < e < v,.
u L. e . . C g
2. Pour tout n > 3, In(u,) = 7” On en déduit que 0 < In(y,) < - puis lim In(u,) = O par encadrement. Par continuité de
n—>+oo

I’exponentielle en 0, lim u, =e° = 1.

n—>+oo

3. Comme (u,) converge vers 1 i.e. (1, — 1) converge vers 0

1_ In(1+ (u, —1))

n Uy n—-+00

Solution 39

1. Soit n € N*. Posons f, : x — cosx — nx. f, est dérivable et f;(x) = —sinx —n < 0 pour tout x € [0, 1]. f, est continue et
strictement décroissante sur [0, 1]. De plus, f,,(0) =1 > O et f,(1) = cos(1) —n < 0. On en déduit que f, s’annule une unique fois sur
[0,1]. D’oli Iexistence et "unicité de x,,.

COS Xp, " L 1 .

2. On acos x, = nx, etdonc x,, = .~ pour tout n € N*. On en déduit que |x,,| < -, pour tout n € N* puis que (x,) converge vers

0.

3. Soit n € N*. Remarquons que f,, > f,,41 sur [0, 1]. Donc f,(x,41) = frus1(Xns1) = 0 = f,,(x,,). La stricte décroissance de f;, implique
que X1 < X,. Par conséquent la suite (x;,) est décroissante.

. cos X 1
4. Comme x,, — 0 et que cos est continue en 0, cos x,, —> cos0 = 1. Donc x,, = Lo~ =
n—+oo n—+o0o n n—+oco N
2
X 1 1 1 . cos X
5. Comme x, — 0,cosx, = 1—=40(x7).0rx, ~ —donccosx, = 1—-—+ O<—2>. Ainsi x,, = L
n—-+o n—+o0o 2 n-+o0 N n—-+oo 2n n n n—+oo

1 1 1 1 1
— ——+0(—).Onendéduitque x,, — — ~ ——.
n 2n3 (n3> e Xn = e 213
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Séries a valeurs dans un espace vectoriel normé

Solution 40

On prouve aisément par récurrence que ||, 11 — Uy|| < k™||u; —upl| et donc que u, 1 —u, = O (k™). Puisque k € [0, 1[, 1a série télescopique
Uy,41 — Uy converge abolument donc converge i.e. la suite u converge.

neN

Solution 41

s 1 . N .
1. Comme les séries 2 u, et Z o sont absolument convergentes, leur produit de Cauchy a savoir Z v, est convergente. De plus,

+00 +o00 +00 1 +oo
Y on=(30)(3 5] =22 m
n=0 n=0 n=0 n=0

2. Soit(ey, ..., e4) une base de cet espace vectoriel E. Comme Z u, converge absolument, on en déduit que les séries Z ey (u,,) convergent
également absolument (k € [[1, d])). En effet, puisque toutes les normes sont équivalentes, on peut par exemple munir E de la norme
d

définie par ||x|| = Z lex(x)| de sorte que |e;(x)| < |x|| pour k € [1,d]. En appliquant ce qui précéde aux séries absolument

k=1
+o00 +00

convergentes Z e;(u,), on en déduit que les séries Z e;(vy,) converge et que Z ex(vy) = 2 Z e; (). On en déduit alors que la

n=0 n=0
+0oo +0o0
série Z v, converge et que Z v, =2 Z Upy.
n=0 n=0
Solution 42
Il est clair que DX est nul pour k > n donc
. 5109
exp(D) = E
k=0 ™
Soit p € [0, n]. Alors
© © 0 sik>p
DYI)(XP) = (XP)\™) = !
(XP) = (XP) P ok gik<p
(p—k)!
Ainsi, d’apres la formule du bindme
bk
exp(D)(XP) = > ( )xp—k = (X +1)P = T(XP)
k=0 p

Les endomorphismes exp(D) et T coincident sur la base canonique de K,,[X] : ils sont donc égaux.
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