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Normes

Exercice 1 ★★★ CCP MP 2016

Soient α0,… , α𝑛 des réels distincts (𝑛 ≥ 1). On pose N(P) =
𝑛
∑
𝑘=0

|P(α𝑘)|. Montrer que N

est une norme non euclidienne sur ℝ𝑛[X].

Exercice 2 ★★★

On considère un espace euclidien E de produit scalaire ⟨⋅, ⋅⟩ que l’on munit d’une normeN
(qui n’est pas nécessairement la norme euclidienne associée au produit scalaire précédent).
On note S la sphère unité pour la norme N i.e. S = {𝑦 ∈ E, N(𝑦) = 1} et on pose pour
𝑥 ∈ E

N∗(𝑥) = sup
𝑦∈S

|⟨𝑥, 𝑦⟩|

1. Montrer que l’application N∗ est bien définie sur E.

2. Montrer que N∗ une norme sur E.

3. Dans cette question, on suppose que E = ℝ𝑛 et que ⟨⋅, ⋅⟩ est le produit scalaire usuel
sur ℝ𝑛.
Déterminer N∗ lorsque N est la norme ‖ ⋅ ‖2, la norme ‖ ⋅ ‖∞ et la norme ‖ ⋅ ‖1.

Exercice 3 ★★★ Quelques normes matricielles

Pour A ∈ ℳ𝑛,𝑝(ℝ), on pose

N1(A) = max
1≤𝑖≤𝑛

𝑝
∑
𝑗=1

|A𝑖,𝑗| N2(A) = max
1≤𝑗≤𝑝

𝑛
∑
𝑖=1

|A𝑖,𝑗|

N3(A) =
√√√

√

𝑛
∑
𝑖=1

𝑝
∑
𝑗=1

A2𝑖,𝑗 N4(A) = √max Sp(A⊤A)

1. Montrer que N1, N2, N3 et N4 sont des normes sur ℳ𝑛,𝑝(ℝ).

2. Montrer que si 𝑛 = 𝑝, ce sont des normes d’algèbre sur ℳ𝑛(ℝ).

Exercice 4 ★★

Soit (E, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé.

1. Montrer que pour tout (𝑥, 𝑦) ∈ E2,

‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ ≤ 2max {‖𝑥 + 𝑦‖, ‖𝑥 − 𝑦‖}

2. Montrer que l’on peut avoir l’égalité même si 𝑥 et 𝑦 sont non nuls.

3. Désormais la norme est euclidienne. Montrer que pour tout (𝑥, 𝑦) ∈ E2

‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ ≤ √2max {‖𝑥 + 𝑦‖, ‖𝑥 − 𝑦‖}

Peut-on améliorer la constante √2?

Exercice 5 ★★ Comparaison de normes usuelles de 𝕂𝑛

On pose pour 𝑥 = (𝑥1,… , 𝑥𝑛) ∈ 𝕂𝑛,

N1(𝑥) =
𝑛
∑
𝑖=1

|𝑥𝑖| N2(𝑥) =
√√

√

𝑛
∑
𝑖=1

|𝑥𝑖|2 N∞(𝑥) = max
1≤𝑖≤𝑛

|𝑥𝑖|

Montrer que

N∞ ≤ N1 ≤ 𝑛N∞ N∞ ≤ N2 ≤ √𝑛N∞ N2 ≤ N1 ≤ √𝑛N2

et montrer que chacune des ces inégalités est optimale.

Exercice 6 ★

Soit E un ℝ-espace vectoriel muni d’une norme ‖.‖. On se donne (𝑥1,… , 𝑥𝑛) ∈ E𝑛.
Montrer que l’application

N∶ {
ℝ𝑛 ⟶ ℝ+

(λ1,… , λ𝑛) ⟼
‖
‖
‖

𝑛
∑
𝑘=1

λ𝑘𝑥𝑘
‖
‖
‖

est une norme sur ℝ𝑛 si et seulement si (𝑥1,… , 𝑥𝑛) est une famille libre.
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Exercice 7 ★★

Soit E un espace vectoriel que l’on munit de deux normes N1 et N2. On définit les deux
boules unités B1 = {𝑥 ∈ E, N1(𝑥) ≤ 1} et B2 = {𝑥 ∈ E, N2(𝑥) ≤ 1}. Montrer que
N1 = N2 si et seulement si B1 = B2.

Exercice 8 ★

Soit 𝑓𝑛∶ 𝑥 ∈ ℝ+ ↦ 𝑥𝑒−𝑛𝑥 pour 𝑛 ∈ ℕ∗. Calculer ‖𝑓𝑛‖∞.

Exercice 9 ★

Soit 𝑓𝑛∶ 𝑥 ∈ ℝ ↦ sin𝑛(𝑥) cos(𝑥) pour 𝑛 ∈ ℕ∗. Calculer ‖𝑓𝑛‖∞

Exercice 10 ★★★ Inégalités de Hölder et Minkowski

Soient 𝑝 et 𝑞 deux nombres réels strictement positifs tels que 1
𝑝 + 1

𝑞 = 1.

1. Prouver l’inégalité de Young,

∀(𝑢; 𝑣) ∈ (ℝ∗
+)2, 𝑢𝑣 ≤

𝑢𝑝
𝑝 + 𝑢𝑞

𝑞

2. Soient 𝑥1,… , 𝑥𝑛 et 𝑦1,… , 𝑦𝑛 des réels strictement positifs. Prouver l’inégalité de
Hölder,

𝑛
∑
𝑘=1

𝑥𝑘𝑦𝑘 ≤ (
𝑛
∑
𝑘=1

𝑥𝑝𝑘)

1
𝑝
(

𝑛
∑
𝑘=1

𝑦𝑞𝑘)

1
𝑞

3. Soient 𝑝 > 1, 𝑥1,… , 𝑥𝑛 et 𝑦1,… , 𝑦𝑛 des réels strictement positifs. Prouver l’inéga-
lité de Minkowski,

(
𝑛
∑
𝑘=1

(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘)𝑝)

1
𝑝
≤ (

𝑛
∑
𝑘=1

𝑥𝑝𝑘)

1
𝑝
+ (

𝑛
∑
𝑘=1

𝑦𝑝𝑘)

1
𝑝
.

Convexité

Exercice 11 ★★ Epigraphe

Soit 𝑓∶ I → ℝ où I est un intervalle de ℝ. On appelle épigraphe de 𝑓 l’ensemble

{(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∣ 𝑥 ∈ I, 𝑦 ≥ 𝑓(𝑥)}

Montrer que 𝑓 est convexe si et seulement si son épigraphe est une partie convexe de ℝ2.

Exercice 12 ★

Soient E et F deux ℝ-espaces vectoriels ainsi que 𝑓 ∈ ℒ(E, F). Soit C une partie convexe
de E. Montrer que 𝑓(C) est une partie convexe de F.

Exercice 13 ★ Matrices stochastiques

On note 𝒮 l’ensemble des matrices stochastiques de ℳ𝑛,𝑝(ℝ), c’est-à-dire l’ensemble des
matrices M ∈ ℳ𝑛,𝑝(ℝ) à coefficients positifs et telles que

∀𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛⟧ ,
𝑝
∑
𝑗=1

M𝑖,𝑗 = 1

Montrer que 𝒮 est une partie convexe de ℳ𝑛,𝑝(ℝ).

Distance

Exercice 14 ★★

On considère E l’espace vectoriel des suites réelles bornées que l’on munit de la norme
uniforme. On pose 𝑢∶ 𝑛 ∈ ℕ ↦ (−1)𝑛. Calculer la distance de 𝑢 au sous-espace vectoriel
F de E formé des suites convergentes.

Exercice 15 ★★

Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé E. On pose 𝑑(𝑥, A) = inf
𝑎∈A

𝑑(𝑥, 𝑎)
pour 𝑥 ∈ E. Montrer que

∀(𝑥, 𝑦) ∈ E2, |𝑑(𝑥, A) − 𝑑(𝑦, A)| ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦)
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Equivalence de normes

Exercice 16 ★★★

On pose E = 𝒞1([0, 1], ℝ) et pour 𝑓 ∈ E, N(𝑓) = ‖𝑓‖∞ + ‖𝑓′‖∞.

1. Montrer que N est une norme sur E. N est-elle équivalente à ‖.‖∞ ?

2. Pour 𝑓 ∈ E, on pose N′(𝑓) = |𝑓(0)| + ‖𝑓′‖∞. Montrer que N′ est une norme et
qu’elle est équivalente à N.

Exercice 17 ★★★ Centrale MP 2010

Donner un exemple de deux normes non équivalentes sur un espace vectoriel normé.

Exercice 18 ★★★ Centrale PSI 2010

Soit E = 𝒞([0, 1]). Pour 𝑓 ∈ E, on pose ‖𝑓‖∞ = sup
[0,1]

|𝑓| et ‖𝑓‖2 = (∫
[0,1]

𝑓2)

1
2

.

1. Montrer qu’il existe 𝑏 ∈ ℝ+ tel que ∀𝑓 ∈ E, ‖𝑓‖2 ≤ 𝑏‖𝑓‖∞.

2. SoitV un sous-espace vectoriel deE de dimension finie. Montrer qu’il existe 𝑐 ∈ ℝ+
tel que ∀𝑓 ∈ V, ‖𝑓‖∞ ≤ 𝑐‖𝑓‖2.

3. Soit V un sous-espace vectoriel de E. On suppose qu’il existe 𝑛 ∈ ℕ∗ tel que ∀𝑓 ∈
V, ‖𝑓‖∞ ≤ 𝑛‖𝑓‖2. Montrer que V est de dimension finie et que dimV ≤ 𝑛2.

Exercice 19 ★★★ D’après Centrale MP 2006

On note E l’ensemble des fonctions 𝑓 de classe 𝒞2 sur [0, 1] telles que 𝑓(0) = 𝑓′(0) = 0.
Pour 𝑓 ∈ E, on pose

N∞(𝑓) = sup
[0,1]

|𝑓| N(𝑓) = N∞(𝑓 + 𝑓″) N1(𝑓) = N∞(𝑓) + N∞(𝑓″)

1. Montrer que N∞, N et N1 sont des normes sur E.

2. Montrer que N∞ n’est équivalente ni à N ni à N1.

3. Soit 𝑓 ∈ E. Montrer que pour tout 𝑥 ∈ [0, 1],

𝑓(𝑥) = ∫
𝑥

0
sin(𝑥 − 𝑡)(𝑓(𝑡) + 𝑓″(𝑡)) d𝑡

4. Montrer que N et N1 sont équivalentes.

Exercice 20 ★★ Comparaison de normes usuelles de 𝒞0([𝑎, 𝑏], 𝕂)

On pose pour 𝑓 ∈ 𝒞0([𝑎, 𝑏], 𝕂),

N1(𝑥) = ∫
𝑏

𝑎
|𝑓(𝑡)| d𝑡 N2(𝑥) =

√√√

√
∫

𝑏

𝑎
|𝑓(𝑡)|2 d𝑡 N∞(𝑥) = max

𝑡∈[𝑎,𝑏]
|𝑓(𝑡)|

1. Montrer que

N1 ≤ (𝑏 − 𝑎)N∞ N2 ≤ √𝑏 − 𝑎N∞ N1 ≤ √𝑏 − 𝑎N2

et montrer que chacune des ces inégalités est optimale.

2. Montrer que ces trois normes ne sont pas équivalentes.

Exercice 21 ★★★ TPE-EIVP MP 2012

On pose pour une partie A de ℝ et P ∈ ℝ[X], NA(P) = sup
𝑥∈A

|P(𝑥)|.

A quelle condition nécessaire et suffisante NA est-elle une norme sur ℝ[X]?
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Exercice 22 ★★★ Banque Mines-Ponts MP 2022

Soit E = 𝒞1([0, 1], ℝ). On pose pour tout 𝑓 ∈ E :

• ‖𝑓‖1 = ∫
1

0
|𝑓(𝑥)| d𝑥 ;

• N1(𝑓) = ‖𝑓‖1 + ‖𝑓′‖1 ;

• N2(𝑓) = |𝑓(0)| + ‖𝑓′‖1.

1. Montrer que N1 et N2 sont des normes.

2. N1 et N2 sont-elles équivalentes?

Exercice 23 ★★ ESTP 1982

On considère une suite réelle (𝑎𝑛) strictement positive et bornée. On note E = ℝ[X]
l’ensemble des polynômes à coefficients réels.

1. Soit (P, Q) ∈ E2. On pose 𝑢𝑛 =
𝑎𝑛
2𝑛 P(𝑛)Q(𝑛) pour 𝑛 ∈ ℕ. Démontrer la conver-

gence de la série ∑
𝑛∈ℕ

𝑢𝑛.

2. On pose alors pour (P, Q) ∈ E2,

⟨P, Q⟩ =
+∞
∑
𝑛=0

𝑎𝑛
2𝑛 P(𝑛)Q(𝑛)

Montrer que ⟨⋅, ⋅⟩ est un produit scalaire sur E.

3. On suppose maintenant la suite (𝑎𝑛) positive et non strictement positive. Donner
une condition necessaire et suffisante portant sur la suite (𝑎𝑛) afin que ⟨⋅, ⋅⟩ définisse
encore un produit scalaire sur E.

4. On suppose maintenant 𝑎𝑛 = 1 pour tout 𝑛 ∈ ℕ, et l’on désigne par N1 la norme
euclidienne associée au produit scalaire ⟨⋅, ⋅⟩ correspondant à cette suite particulière
(𝑎𝑛). Cette norme est-elle équivalente à la norme N2 définie par

∀P ∈ E, N2(P) = sup
𝑥∈[0,1]

|P(𝑥)|

Suites

Exercice 24 ★★★

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit 𝑢 ∈ ℒ(E) tel que ‖𝑢(𝑥)‖ ≤ ‖𝑥‖
pour tout 𝑥 ∈ E.

1. Montrer que E = Ker(IdE−𝑢) ⊕ Im(IdE−𝑢).

2. Soit 𝑥 ∈ E. Pour 𝑛 ∈ ℕ∗, on pose 𝑥𝑛 =
1
𝑛

𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑢𝑘(𝑥). Montrer que (𝑥𝑛) converge

vers la projection de 𝑥 sur Ker(IdE−𝑢) parallèlement à Im(IdE−𝑢).

Exercice 25 ★

Soit A ∈ ℳ𝑝(ℝ) telle que la suite de terme général A𝑛 converge vers L. Montrer que L
est une matrice de projecteur.

Exercice 26 ★★★ CCP MP 2019

Soit E un espace préhilbertien réel muni de son produit scalaire ⟨⋅, ⋅⟩. On note ‖⋅‖ la norme
associée.
On dit qu’une suite (𝑥𝑛) ∈ Eℕ converge fortement vers 𝑥 ∈ E si lim

𝑛→+∞
‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ = 0 et

que (𝑥𝑛) converge faiblement vers 𝑥 si ∀𝑦 ∈ E, lim
𝑛→+∞

⟨𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦⟩ = 0.

1. a. Montrer que si (𝑥𝑛) converge faiblement, sa limite est unique.
b. Montrer que la convergence forte implique la convergence faible.

2. Montrer que (𝑥𝑛) converge fortement vers 𝑥 si et seulement si (𝑥𝑛) converge faible-
ment vers 𝑥 et lim

𝑛→+∞
‖𝑥𝑛‖ = ‖𝑥‖.

3. Montrer que, en dimension finie, ces deux modes de convergence sont équivalents.

4. Donner un contre-exemple en dimension infinie.
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Exercice 27 ★★★★

1. Soit (𝑢𝑛) une suite à valeurs réelles telle que lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 0. Montrer que
l’ensemble des valeurs d’adhérence de (𝑢𝑛) est un intervalle.

2. Soit 𝑓∶ [𝑎, 𝑏] → [𝑎, 𝑏] continue et (𝑢𝑛) définie par 𝑢0 ∈ [𝑎, 𝑏] et 𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛)
pour tout 𝑛 ∈ ℕ. Montrer que (𝑢𝑛) converge si et seulement si lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛+1−𝑢𝑛 = 0.

Exercice 28 ★

SoitA une matrice antisymétrique réelle telle que (A𝑛)𝑛∈ℕ converge. Montrer que la limite
est nulle.

Exercice 29 ★★★

Soit 𝑎 ∈ ℝ. Pour 𝑛 ∈ ℕ∗, on pose A𝑛 = (
1 −𝑎𝑛𝑎
𝑛 1

).

Montrer que lim
𝑛→+∞

A𝑛𝑛 = (
cos 𝑎 − sin 𝑎
sin 𝑎 cos 𝑎

).

Exercice 30 ★★

Soient A le point d’affixe 𝑖 et B le point d’affixe −𝑖. On définit la suite (M𝑛)𝑛∈ℕ de points
du plan par M0, M1 le milieu de [AM0], M2 le milieu de [BM1], M3 le milieu de [AM2],
M4 le milieu de [BM3] et ainsi de suite.

1. Soit 𝑛 ∈ ℕ. Préciser la définition des points M2𝑛 et M2𝑛+1.

2. On note, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑧𝑛 l’affixe de M𝑛. Montrer que les suites (𝑧2𝑛)𝑛∈ℕ et
(𝑧2𝑛+1)𝑛∈ℕ sont arithmético-géométriques.

3. Etudier la convergence des suites (M2𝑛)𝑛∈ℕ, (M2𝑛+1)𝑛∈ℕ et (M𝑛)𝑛∈ℕ.

4. Que dire de la suite (M3𝑛)𝑛∈ℕ ?

Exercice 31 ★★

Soit (𝑧𝑛)𝑛∈ℕ une suite complexe telle que pour tout 𝑛 ∈ ℕ

𝑧𝑛+1 =
𝑧𝑛 + |𝑧𝑛|

2

1. On note 𝑥𝑛 et 𝑦𝑛 les parties réelle et imaginaire de 𝑧𝑛.

a. Déterminer une relation de récurrence liant 𝑦𝑛 et 𝑦𝑛+1. En déduire la limite de
(𝑦𝑛).

b. Déterminer le sens de variation de (|𝑧𝑛|).
c. Déterminer le sens de variation de (𝑥𝑛).
d. En déduire la convergence de (𝑥𝑛). On ne cherchera pas à calculer la limite de

cette suite.
e. En déduire la convergence de (𝑧𝑛). Que peut-on dire de sa limite?
f. Déterminer la limite de (𝑧𝑛) si 𝑧0 ∈ ℝ+ et si 𝑧0 ∈ ℝ−.

2. On note 𝑟𝑛 le module et θ𝑛 l’argument principal (i.e. appartenant à ] − π, π]) de 𝑧𝑛.

a. En exprimant 𝑧𝑛+1 sous forme exponentielle, exprimer d’une part 𝑟𝑛+1 en fonc-
tion de 𝑟𝑛 et θ𝑛 et d’autre part θ𝑛+1 en fonction de θ𝑛.

b. Déterminer la limite de (θ𝑛).

c. Soit α ∈] − π, 0[∪]0, π[. En remarquant que pour 𝑎 ≢ 0[π], cos 𝑎 = sin 2𝑎
2 sin 𝑎 ,

donner une expression simplifiée de S𝑛 =
𝑛
∏
𝑘=1

cos α
2𝑘

pour 𝑛 ∈ ℕ∗. En déduire

que (S𝑛) converge vers sinα
α .

d. En déduire la limite de (𝑟𝑛) puis celle de (𝑧𝑛) en fonction de 𝑟0 et θ0.

Suites extraites

Exercice 32 ★★

Pour 𝑥 ∈ ℝ, on note {𝑥} = 𝑥−⌊𝑥⌋ la partie fractionnaire de 𝑥. Montrer que la suite ({√𝑛})
n’admet pas de limite.

http://lgarcin.github.io 5

Es
pa

ce
s

ve
ct

or
ie

ls
no

rm
és

http://lgarcin.github.io


© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

Exercice 33 ★★★ ENS Ulm/Lyon PC

Soient (𝑎𝑛), (𝑏𝑛), (𝑐𝑛) trois suites réelles telles que 𝑎𝑛+𝑏𝑛+𝑐𝑛 tend vers 0 et 𝑒𝑎𝑛+𝑒𝑏𝑛+𝑒𝑐𝑛
tend vers 3. Montrer que les suites (𝑎𝑛), (𝑏𝑛), (𝑐𝑛) convergent.

Exercice 34 ★★★ Centrale PC 2016

Soient (𝑥𝑛) et (𝑦𝑛) deux suites telles que (𝑥0, 𝑦0) = (0, 0) et

∀𝑛 ∈ ℕ, {
𝑥𝑛+1 = √7 − 𝑦𝑛
𝑦𝑛+1 = √7 + 𝑥𝑛

1. Montrer que les suites (𝑥𝑛) et (𝑦𝑛) sont bien définies.

2. On suppose que les deux suites convergent. Déterminer rigoureusement leur(s) li-
mite(s) possible(s).

3. Montrer que (𝑥𝑛) et (𝑦𝑛) convergent.

Exercice 35 ★★★

Soient (𝑢𝑛) et (𝑣𝑛) deux suites de nombres réels et 𝑝 et 𝑞 deux entiers naturels impairs
tels que

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 + 𝑣𝑛 = 0

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑝𝑛 − 𝑣𝑞𝑛 = 0

1. Montrer que les suites (𝑢𝑛) et (𝑣𝑛) sont bornées.

2. Que peut-on dire des valeurs d’adhérence des suites (𝑢𝑛) et (𝑣𝑛)?

3. En déduire que lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = 0.

Révision suites

Exercice 36 ★★★

Soient 𝑎 et 𝑏 deux réels tels que 0 < 𝑎 < 𝑏. On définit deux suites (𝑢𝑛) et (𝑣𝑛) par :

{
𝑢0 = 𝑎

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+1 =
1
2 (𝑢𝑛 +√𝑢𝑛𝑣𝑛)

{
𝑣0 = 𝑏

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑣𝑛+1 =
1
2 (𝑣𝑛 +√𝑢𝑛𝑣𝑛)

1. Montrer que les suites (𝑢𝑛) et (𝑣𝑛) convergent vers une limite commune 𝑙 ∈ ℝ.

2. Soit 𝑥 et 𝑦 deux réels tels que 0 < 𝑥 < 𝑦. Montrer que 1𝑦 ≤
ln 𝑦 − ln𝑥
𝑦 − 𝑥 ≤ 1

𝑥 .

3. Montrer que la suite de terme général 𝑐𝑛 =
𝑣𝑛 − 𝑢𝑛

ln 𝑣𝑛 − ln𝑢𝑛
est bien définie puis mon-

trer que la suite (𝑐𝑛) est constante.

4. En déduire la valeur de 𝑙.

Exercice 37 ★★ CCP

On pose pour 𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = ∫
1

0
|𝑥 − 𝑡| d𝑡. On définit une suite (𝑢𝑛) par 𝑢0 ∈ [0, 1] et la

relation de récurrence 𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛) pour tout 𝑛 ∈ ℕ.

1. Exprimer 𝑓(𝑥) pour 𝑥 ∈ [0, 1], pour 𝑥 ∈] −∞, 0] et pour 𝑥 ∈ [1, +∞[.

2. Montrer que 𝑢𝑛 ∈ [0, 1] pour tout 𝑛 ∈ ℕ.

3. Montrer que 𝑢𝑛 ∈ [14 ,
1
2] à partir d’un certain rang.

4. Majorer |𝑓′| sur [14 ,
1
2]. En déduire que (𝑢𝑛) converge vers une limite finie à déter-

miner.

5. Que peut-on dire de (𝑢𝑛) si 𝑢0 > 1 ou si 𝑢0 < 0?
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Exercice 38 ★★ Mines-Télécom (hors Mines-Ponts) MP 2021

Soit 𝑛 ∈ ℕ∗. On note (E𝑛) l’équation ln(𝑥)
𝑥 = 1

𝑛 .

1. Montrer qu’il existe des suites (𝑢𝑛) et (𝑣𝑛) telles que, pour 𝑛 assez grand, 𝑢𝑛 et 𝑣𝑛
vérifient (E𝑛) et 0 < 𝑢𝑛 < 𝑒 < 𝑣𝑛.

2. Montrer que la suite (𝑢𝑛) converge. On note ℓ sa limite

3. Trouver un équivalent de 𝑢𝑛 − ℓ.

Exercice 39 ENSEA

1. Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗, l’équation cos𝑥 = 𝑛𝑥 possède une unique solution
𝑥𝑛 ∈ [0, 1].

2. Déterminer la limite de (𝑥𝑛).

3. Etudier la monotonie de (𝑥𝑛).

4. Etablir que 𝑥𝑛 ∼
𝑛→+∞

1
𝑛 .

5. Déterminer un équivalent de 𝑥𝑛 −
1
𝑛 .

Séries à valeurs dans un espace vectoriel normé

Exercice 40 ★★

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, 𝑘 ∈ [0, 1[ et 𝑓∶ E → E tels que

∀(𝑥, 𝑦) ∈ E2, ‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖ ≤ 𝑘‖𝑥 − 𝑦‖

Soit 𝑢 ∈ Eℕ telle que 𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛) pour tout 𝑛 ∈ ℕ. En considérant la série ∑
𝑛∈ℕ

𝑢𝑛+1 −

𝑢𝑛, montrer que 𝑢 converge.

Exercice 41 ★ Petites Mines 2016

Soit ∑𝑢𝑛 une série numérique absolument convergente.

Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, on pose 𝑣𝑛 =
𝑛
∑
𝑘=0

𝑢𝑛−𝑘
2𝑘

.

1. Montrer que la série ∑𝑣𝑛 converge et calculer sa somme.

2. Reprendre la question précédente lorsque ∑𝑢𝑛 est une série absolument conver-
gente à termes dans un espace vectoriel normé de dimension finie.

Exercice 42 ★★

Pour P ∈ 𝕂𝑛[X], on pose D(P) = P′ et T(P) = P(X + 1). Il est clair que D et T sont des
endomorphismes de 𝕂𝑛[X]. Montrer que exp(D) = T.
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