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INTEGRALES A PARAMETRES

Convergence dominée

Solution 1

2\™"
Posons f,,: t — (1 + E) pour n € N*.

Soit t € R,. Alors In(1 + t2/n) = t?/n+ 0(1/n). Ainsi —nIn(1 + t2/n) = —t?+ o(1). Autrement dit, ET —nln(1 + t3/n) = —t2.
En passant, a I’exponentielle, lir;;+o}n(t) = ¢~**. La suite de fonctions ( fn)ng\,:ooconverge donc simplement V(;II“S tobo—> et

Par ailleurs, pour tout x € R_’:z:ctf)ut n € N* (1+x)" > 1+ nx (utiliser la formule du bindme par exemple). Ainsi, pour tout t € R,
A+22/n)" >1+2puis0 < f,(t) <

convergence dominée. Ainsi

1
. Comme la fonction t » —— est intégrable sur R, , on peut appliquer le théoréme de
1+1¢2 1+12 g +»> on peut appliq

+oo
lim f,(¢) dt = f et dt
n—+oo 0

Solution 2

tint
1. Posons pour (x,t) € R X R%, o(x,t) = ﬁ Pour tout x € R, t = (X, t) est prolongeable par continuité en 0 (de limite nulle)
In(t)
et o(x,t) o=t
1
Six > 1,alors 2x—1 > letenprenanta €]1,2x —1[, ¢(x,t) = I donc t — @(x, t) est intégrable au voisinage de +oo par critére
t—=+0c0

de comparaison.
1
Six>1, 7= O(p(x,t)) donc t — @(x,t) n’est pas intégrable au voisinage de +oo par critére de comparaison.
t—>+00

En conclusion, le domaine de définition de f est |1, +oo].
2. On effectue le changement de variable u = %
@) = T tnt dt
)y a4+
_ ' nudu _ *° ulnu du 5
=Tl SLiv =), arwr =IO
w(1+5)
Ainsi f(2) = 0.

3. Pour tout t € RY,
lim o(x,t)=0
X—+00
De plus,

" t|Int|
< 11
V(x, t) € [1’ +°°[XR+’ |CP(.X', t)l — (1 + tz)z

et P est intégrable sur R} d’aprés la premiére question. En vertu du théoréme de convergence dominée, lim f(x) = 0.
X—>+00

=9(0)

Solution 3

Par concavité de In,

vx € [0,4/n], <1 - x_Z) =exp <n In (1 - %)) < exp(—2)

n
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L’inégalité est encore valide pour x = \/Z

2 n
x )
Posons f,,(x) = (1 - ) Tio, ,—n](x) pour x € R, Soit x € R,. Pour n > x?,

Ju(x) = exp <nln (1 - %))

Comme In(1 + u) ~ u, f,(x) — e~ La suite ( fn) converge donc simplement vers x > e~
u—-0 n—+o0o

2 2
sur R,. Comme x — e = o(1/x?),
X—=+00

*" est intégrable sur R, . La majoration précédente permet alors d’appliquer le théoreme de convergence dominée. Ainsi

Vn 2\N +o0
lim f (1 - x_) dx = / e dx
n—+oo 0 n 0

X—e

Solution 4

1
Posons I, = / nf(t)e™™ dt. Via le changement de variable u = nt,
0

I, = fn fu/n)e™ du
0

—-Uu

+0oo
Posons g,(u) = f(u/n)l[o,n)w) pour u € R,. Alors I, = / g,(u) du. De plus, (g,,) converge simplement vers la fonction u — f(0)e
0

Enfin, f est continue sur le segment [0, 1] donc bornée sur ce segment. En posant M = r[na>]< Ifl,
0,1

V(n,u) e N* X R,, |g,(w)| < Me™™

et u — e % est intégrable sur R, . Le théoréme de convergence dominée permet alors d’affirmer que

lim I, = / " F(0)e~* du = £(0)
0

n—->+oo

Solution 5

1. Soit x € nZ. Alors pour tout n € N, f,(x) = 0.

Soit maintenant x € R \ Z. Alors |cos x| < 1donc lim ncos"x = 0 puis lim f,(x)=0.
n—+oo n—>+oo

Finalement la suite (f;,) converge simplement vers la fonction nulle.

1 T
2. Posons x,, = = pour n € N*. Alors pour tout n € N*, x,, € [O, E]'

D’une part, nsin(x,) — 1. D’autre part, cos™(x,,) = e?n(cos(1/m) et

n—->+oo

In(cos(1/n)) = In(1+o0(1/n))= = o(1/n))

-+ -+
de sorte que cos™(x,) — 1.

n—-+oo
Finalement, lim f,(x,) =1 # 0 donc la suite (f,;) ne converge pas uniformément.
n—+oo
i s
Soit maintenant a € ]0, E]' Alors pour tout x € [a, f]’
| fn ()] < ncos™(a)sin(a)

donc
[fnloo < ncos™(a)sin(a)

(c’est méme une égalité) donc lim |f,,] = 0 puisque 0 < cosa < 1. Ainsi (f;,) converge uniformément vers la fonction nulle sur
-+
[a T[] n [o]
t 2 .
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3. Méthode n°1
Remarquons tout d’abord que f,, est positive et que

fffno:) at = -

€
Soit € € R}. Comme g est continue en 0, il existe o« € R} tel que |g(x) — g(0)] < 5 pour tout x € [0, a]. Ensuite,

n
n+1

" I [cos™*1 t];z_r =

f * L0t dt - / * £.(6)g(0) dt| < f * £(0lg(t) — g(0)] dt
0 0 0

< f LOlg®) — g0)] dt + f ’ R0le(t) - g0 dt
0 o

< (e dt + : L (D)]lg — 2(0)]l« dt
fo S0 f HOlg - 5O

< f 0 di + f * hOllg = 8Os dt

+llg— g0l f £ di

2(n +1)

IA

 +lg - 5Ol f gror

2
Comme (f;,) converge uniformément vers la fonction nulle sur le segment [a, g], lim f fu(t) dt = 0. 1l existe donc N € N tel
n—>+oo
¢4

3
que pour tout entier n > N, ||g — 2(0)|l f fn(t) dt < e. On en déduit que pour n > N,
(o4

f ? (080 di - f ? h(0g(0) di
0 0

<eg
Ainsi N .
2 2
im [ e - [ £ o -
n—+oo o 0
Finalement,
ng(o0
f 0@ at = "EY — 4q)
donc .
2
lim f Jn(Dg(t) dt = g(0)
n—->+oo 0
Méthode n°2

L application ¢ — cos™*! t est bijective de [0, /2] sur [0, 1], strictement décroissante et de classe C* donc, par changement de variable

z 1
/0.2 Ja(Dg(t) dt = ni-i-l_é f(arccos("/u)) du

La fonction u +— f (arccos("*W)) converge simplement sur [0, 1] vers la fonction constante égale a f(0) car f est continue en 0. De
plus, f est bornée [0,1] donc u +— f (arccos(”“\/a)) est dominée par une constante (clairement intégrable sur le segment [0, 1]). On
peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée de sorte que

1 1
lim f SO du = f £0) du = £(0)
0

n—>+oo 0
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On en conclut immédiatement que
2
lim f Ja(Dg(t) dt = g(0)
n-+oo Jo

Solution 6

1
O ! t —» ———— dans la suite.
n pose f, T+ o) ans la suite

1 o . o
1. Pour n € N*, f,,(¢t) L donc f;, est intégrable sur R, et u,, est bien définie.
La fonction f; est constante égale a 1. Elle n’est évidemment pas intégrable sur R, donc u, n’est pas définie.

2. La suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction nulle sur R%. De plus, pour tout n € N, |f,| = f, < fi et f; est
intégrable sur R} donc (u,) converge vers 0 d’apres le théoréme de convergence dominée.

3. Lasuite (f;,) est décroissante donc la suite (u,,) I’est aussi. De plus (u,,) converge vers 0. D’apreés le critére spécial des séries alternées,
la série Z(—l)”un converge.
Pour tout t € R} et pour tout n € N*
1 (_1)n+1
1 148 Z (—Dk 4 Qe
1 (

_2+[3_1+_ 1+t3)k 1+L
1443 1+¢3

Ainsi .

too 1 t3)"+1
+
f 1 dsSuen
0 1

‘ [ -5 - St
0 k=1

Comme lim u,,; =0, on en déduit que
n—+oo

+0o0 n +0o0 dt
S= > (-D'u, = li —Dkuy = — —
nz::l( Viup = lim szl( ) fo 2+ 13

+00 (l)k
Sfo ‘2+t3 E(1+t3)k

4. On effectue d’abord le changement de variable u = t/ VE Alors

% +o0 du
S=-"—
0

2 1+ ud

On décompose en éléments simples : il existe (o, 8,7) € R3 tel que

1 1 o BX +vy

F(X =
X) = X3+1 X+DX2-X+1) X+1 teC X+1

Alors a = (X + 1FX))(-1) = = De plus, lim xF(x)=0=a+Bdoncf = —%. Enfin, FO) =a+y=1doncy = % Ainsi
—>+00

Foo = ( 1 X-2 )_1( 1 1 2X-1 ) %_( 1

X+1 X2+X+1/ 3 T2 X —1/2)2 + (\/3/2)?

X+1 2 X2-X+1
On en déduit que

+00 +oo

+L[arctan(2u_l)]

o V3 V3

/+°° du _1[111( u+1 )
o l1+uw 3 Vuz—u+1
u+1l

Or lim ————— =1 (utiliser un équivalent) donc
U7+ \fy2 —yu+1

‘/‘+mﬂ= arctan( 1 )= T + T = 2n
o 1+w 2\/_ V3 V3/ 23 63 33
NE
33
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Solution 7

—nt 1
Remarquons que I’intégrale définissant a,, est bien définie puisque f(t) ¢ =0 <T> = ofe™ ) car f est bornée.
- t

\/7t0

1 +o0o e_u
a, = —f flu/n)— dt
0 Vu
e 4 et
La suite de fonctionz de terme général g, : u — f(u/n)— converge simplement vers u — f(0)— sur R} car f est continue en 0. De
u u

e—nt
\ﬁ t

Par le changement de variable u = nt,

plus, comme f est bornée, il existe M € R, tel que

—u

Vn € N*, Yu € RE, |gn(u)| < MeT
u

—Uu
Oro: umr ¢ _ estbien intégrable sur R, (¢(u) ~ 1A uet e(u) = o(e™™)) donc, par théoreme de convergence dominée,
u—0 u—>+0o0o

u
+00 +o0 e~ U
() d —>f FOE d
‘/(; g u un_._‘_oo A ﬁ u

On en déduit que
f) d
On n—+co \/_ \/_

du

REMARQUE. On peut préciser que par le changement de variable t = \/ﬂ,

f+m e_u +00 2 \/_
— du = f e dt=+m
0 \/a 0

Solution 8

Comme f est continue en 0,

. n_f(O) si0<t<1
nkliloof(t)_{f(l) six=1

est continue par morceaux sur [0, 1]. Enfin, f est continue donc bornée sur le segment [0, 1]. Il existe

0 i0<t<l1
De plus, g: tl—){f() SO

fa) six=1
donc M € R, tel que |f(t)] < M pour tout t € [0,1]. Comme ¢t — M est évidemment intégrable sur le segment [0, 1], on peut appliquer le
théoréme de convergence dominée :

1
lim I, = / g(t) dt = £(0)
0

n—+oo

Solution 9

Onpose f,: tER, e tet], = / Jn(t) dt pour n € N*. La suite de fonctions (f,,) converge simplement sur R vers la fonction

1 si0<t<1
fiteER, el sit=1
0 sit>1

Alors f est bien continue par morceaux sur R . De plus, pour tout n € N*,

si0<t<1
sit>1

0] < {i
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1 si0<t<L1

est intégrable sur R, . D’apres le théoréme de convergence dominée,
et sit>1 "

et la fonction t {

+o0
lim In=f fHdt=1
+00

0

Solution 10

sin?(nx)

sin?(x)

sin?(nx)

, ) T i _ sin®(nx) 2 A
1. Tout d’abord, x — est continue sur ]0, —]. De plus, comme sinu ~ u, lim ———= = n*. Ainsi x —

2 umo  x—0 sin?(x) sin®(x)
T
prolongeable en une fonction continue sur le segment [0, 5], ce qui justifie que I, est bien définie.

2. On fixe n € N* et on effectue le changement de variable linéaire u = nx. On obtient

I 2 sinfu
LU 2, o~ du
n o hZsin“(u/n)

Posons
sin’ u . nm
T siu € ]O, —]
fn i ur § n2sin®(u/n) 2
0 sinon
de sorte que
I +o0
z- [ o
n
0
On va maintenant appliquer le théoréme de convergence dominée. Soit u € R’} . En utilisant I’équivalent de sin en 0, on obtient
2
sin“u
lim u) =
n—-+oo fn( ) u?

sin®u

Ainsi la suite de fonctions (f,,) converge simplement sur R’ vers la fonction f: u "

2 i nm
. s 2 m . nn
sin(x) > 7Tx pour x € ]0, > ] On en déduit que pour u € ]O, > ],

2
0< fw < T/

e qes nm . . . 1
et cette inégalité est encore valable pour u > -5 La fonction f est continue sur R%, hm+ fwy=1letf(w) = 0O (ﬁ) donc f est
u—0 U—>+00
2

s A s N PN .4
intégrable sur R, de méme que T f. D’apres le théoreme de convergence dominée,

I oo oo
2o [ ha — [ fea
0 0

On en déduit automatiquement 1’équivalent demandé.

Solution 11

o
. De plus, par concavité de sin sur ]0, 5]

11
Soit y € R*. Lapplication t ~ '/ est une bijection strictement croissante de classe €' de 0,1] sur ]0,1], de dérivée t ;ty . Par le

changement de variable x = t'/Y on obtient donc

1 1
y/o XY f(x) dx=/(J Y F(E1Y) dt

On va appliquer le théoréme de convergence dominée.
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* Pour tout y € R%, t ~— t1/Y f(£'/?) est continue sur 0, 1].

* Pour tout t €]0,1], lim ¥ =1 desorte que lim t/Yf(¢'¥) = f(1) par continuité de f en 1.
y—=+oo y—=+o0

e Pourtoutt €]0,1] ety € R%,
[V F()] < max If]
0,1

Ce maximum existe car | f| est continue sur le segment [0, 1]. De plus, la constante r[na)]( | f] est évidemment intégrable sur ]0, 1].
0,1

Par théoréme de convergence dominée,

1
lim yf xVf(x) dx = lim /
y=te” Jo y=too Jo

Intégration terme a terme

1

1
(9 () dt = f Q) dt = £1)
0

Solution 12

Posons @(x, t) = e™* sh(x\/?) pour (x,t) e RX R,.

1. Remarquons tout d’abord que f est impaire. Soit alors x € R,. On prouve aisément que lim e~!/2 sh(x\/t) = 0 donc o(x,t) =
t—+o0

t—>+o0

_t 1

0 (e 2 ) A fortiori o(x,t) = o (t_z) Par conséquent, t — @(x, t) est intégrable sur R . Ainsi f est définie sur R, et finalement sur
t—>+o00

R par imparité.

2. Rappelons que
T 2n+1

u
VuER, shu=Y 4
u shu nZ::O(Zn+1)!

On en déduit que
1
+0o0 —t n+-
2n+1 gt 1F3

X
V(x,t) ERXR,, (x,t)= Y ——
ngo @2n+1)!

Il s’agit maintenant d’appliquer le théoréme d’intégration terme a terme. Posons

1
+o0  _t n+-
et 2

I, = ot
b,  @n+1)!

Par intégration par parties,

1
L, = Elln—l
Il s’ensuit que
1
n= Gapl 0

et a I’aide d’une derniére intégration par parties

One en déduit que

I" = 22n+1p)

1
—t nt-
x2n+1e tt 2

+00
Fixons x € R. La série Z / _——
b 2n+ 1)

donc via le théoréeme d’intégration terme a terme que

dt i.e. la série Z I,x*"*1 converge en tant que série exponentielle. On en déduit

+0o0
flx) = Z Ian"“
n=0

http://1lgarcin.github.io 7


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

3. On peut enfin rajouter que

xﬁ TR yon xﬁ x?
I = Z 22npy| =

e4
2 2

Solution 13

1. Soit x € [—1,1]. Pour tout t € [0, 1]

—t +o0 +o0
—— —(1-t¢ By = 1—t)x""
R DDCPEDNEOE

Par ailleurs, pour tout n € N,

1 1
1 1 x"
1—x"Pdt= | QA—0x"e" dt = ”( - )=
f0|( x| L( x “\3mr1 3m+2) T GnrDGr+2)

xn

et —m—m—————— =
(37’1 + 1)(3n + 2) n—+oo
terme a terme.

1
1
(0] <ﬁ) donc la série Z f |(1 — £)x"£3"| dt converge. On peut donc appliquer le théoréme d’intégration
0

1
/0 - xt3 Z (1 — e de = Z : Gn + 1)(3n +2)

2. En prenant x = 1, on obtient

P = LR e e
L (Bn+1)3Bn+2)  J 1-8 _0t2+t+1_0(t+l)z+<£>2_\/§ V3 N
2

Solution 14

1. Par intégration par parties, I,, = nl,,_; pour n € N*. Comme I, = 1, on obtient aisément I,, = n! pour n € N.

a
2. Soi x € R. Comme Z a,, converge (absolument), la suite (a,) converge vers 0. A fortiori, elle est bornée. On en déduit que n—'" =
« h—>+00

1 s x" Lo A N @
o (—') Comme la série entiére Z — est de rayon de convergence infini, il en est de méme de la série Z —"Ix”.
n! n! n!

'/<+00
0

Comme la série Z |a,,| converge, on peut appliquer le théoréme d’intégration terme a terme :

+o0 +oo+ooaxex axex
f e *f(x) dx:f Z o f - dx = Ean
0 0 n=0 n!

3. Pourtoutn € N,

a,x"e™

n!

_ lan|

o™ dx = |a,|

Solution 15

1. Puisque In(x)In(1 —x) ~ —xInx, 11m In(x)In(1 — x). En posant u = 1 — x, In(x) In(1 — x) = In(1 — u) In(u). Comme llrl’(l) In(1 —
u)In(u) = 0, lm} In(x) ln(l —Xx) = 0 A1ns1 x +— In(x)In(1 — x) est prolongeable en une fonction continue sur [0, 1] donc elle est
intégrable sur le segment [0, 1] : I est bien définie.
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2. C’est du cours

+oo p
Vxel- L1 (1 -x) = %
n=1

Le rayon de convergence est 1.

3. Pour x €]0,1[,
+o0

()1 —x) == %x” In(x)

n=1

1
Pour tout n € N*, x Ex" In(x) est continue sur ]0, 1[ et prolongeable en une fonction continue sur [0, 1], elle est donc intégrable

sur [0,1].
n
De plus, pour tout n € N*, x — —% In(x) est positive sur ]0,1]. On peut donc appliquer le théorémpe d’intégration terme a terme
positif :
+o0
I=>1,
n=1

1
oul, =— f x"In(x) dx. Par intégration par parties
0

1 1 1 ! 1
—_ n+l n —
I, = n+1[x ln(x)]0+n+1/0 x™ dx CERN

Lintégration par parties est 1égitimée par le fait que lim x"*!In(x) = lim x"**!In(x) = 0.
x—0 x—1

Ainsi
+o00 1
=y 1
= n(n+1)?
4. On procede a une décomposition en éléments simples :
1 _(n+1)—-n 1 1 1 1 1

nn+12 nn+12 nn+1) (M+12 n n+l (n+1)2

i o4 . 1 1 - .
Comme la série télescopique z s et la série de Riemann converge,

+1
+0o0 +00 +o00 +o0 2
1 1 1 1 1 T
I=) —— - =1-) —==2—-) —=2——
I S Py 2, 2 6
n=1 n=1 n=2 n=1

Solution 16

In(t) In(1 —¢)
t

De plus, ¢(t) ~ —In(¢t) donc @(t) = i
t-ot t=0t t

1. Posons ¢(t) = . @ est continue sur ]0, 1[.

Par ailleurs, ¢(t) ~ (t—1)In(1 —¢t) donc tlir{l o(t) = 0.
t—>1" -1~

Tout ceci montre que @ est intégrable sur |0, 1[ donc I’intégrale I converge.

2. Pourt €]0, 1],
+o0o0 tn
Inl-t)= ), ——
n
n=1

donc

o) = ) up(1)
n=1
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avec
In(t)t"1

un(t) = n

Soit n € N*. Comme u,(t) =0 (i), u, est intégrable sur 0, 1]. De plus, u, est positive sur |0, 1] donc on peut appliquer le

-0t \/7

théoreme d’intégration terme & terme positif
+0o0 1
I=>" | uu(t)dt
n=1v0
Par intégration par parties,

1

! 1 (! 1 1 1
- 1 -
/ u,(t) dt:—E/ In(H)t"1 dt = —F[ln(t)t”]0+ﬁf "l de = —
0 0 0

Ainsi
+0o0
n=1
On peut confirmer avec Python.
>>> from import log
>>> from import quad

>>> quad(lambda t:log(t)*log(1-t)/t,0,1)[0]
1.2020569031596005

>>> sum([1/n*+3 for n in range(1,1001)])
1.2020564036593442

Solution 17

n
1. Remarquons que pour tout t € [0,1],0 < <1donc0 < a, <1.Onen déduit que R > 1.

2. Si les u,, sont continues par morceaux sur le segment [a, b] et si la série de fonctions Z u,, converge uniformément sur [a, b], alors

b +

+o0 b
Do wn®de= | D u,) de
n=0"Ya

a n=0

(xt)"

1+t

3. Soitx €] —1,1[. Posons u,, : t € [0,1] — Pour tout t € [0,1],

|x|ntn
u,(t) = —— < |x|"
a0 = T <

et la série z |x|" converge donc z u,, converge normalement sur [0, 1]. Ainsi

+00 +00 1 1 +o0 1 +o0 (xt)” 1 dt
Z apx" = Z u,(t) dt = Z u,(t) dt = f Z dt = f S ]
n=0 n=0J0 n=0 0 n=0 1+t 0 (1 + 01 = xt)

0

Une décomposition en éléments simples donne

1 1 (1 L X )
A+0)@—=xt) 1+x\1+t 1-—xt

Ainsi

+00
3 anx = 1 (i1 + 0l - a1 — ) = A=)
n=0
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REMARQUE. On peut en fait faire différemment de que ce qui est suggéré par 1I’énoncé. En effet, on remarque que
1 1
A 1
ap+ap = —— dt= | t"dt=
n ¥ ni / 1+t n+1
0 0
Ainsi pour x €] — 1,1],
+0o0 +o0 +o0 er_l
n+l1 n+l _
Zanx +Zan+1x _Zn+1
n=0 n=0 n=0
+00 +00 41 +0o0 1
Donc, en notant f(x) = Z a,x" et en remarquant que x — Z est la primitive nulle en 0 de x — Z x" = , on
1 1—x
. n=0 n=0 n=0
obtient
xf(x) + f(x) —ap = —In(1 - x)
et donc n(2) — In(1 )
n(2) —In(1 — x
foy = R
+ X
puisque ay = In(2).
Solution 18
. . 5 . ) 1 1
1. f est clairement continue sur ]0,1]. De plus, f ~. (Inx)=. Par croissances comparées, f(x) = ——. Comme X —» —— est
x—0

X—>+00 X \/;
intégrable sur ]0, 1], il en est de méme de f.

2. Pour tout n € N*, u,, est clairement continue sur [0, 1]. Comme u(x) ~, (In x)2, on conclut comme 4 la question précédente que
x—0

Ug est intégrable sur ]0, 1]. Pour n € N*, limu,, = 0 donc u, est prolongeable en une fonction continue sur le segment [0,1] : elle est
0

1
donc intégrable sur ]0, 1]. Posons I, = f u,(x) dx. Comme x —~ x?"*!In(x)? admet une limite nulle en 0%, on peut intégrer par
0

parties :
1
T 2n+1

2
2n+1

n [x2n+1(1n x)z](l) _

1 1
2n —_ 2n
/0‘ x“"In(x) dx = T 1 /0‘ x“"In(x) dx

A nouveau, x = x2"*11n(x) admet une limite nulle en 0* donc on peut & nouveau intégrer par parties :

1 1
2 1 ) 1 2 2
I, =— [ ——— [x*"*n(x)| — xdx | = ————— | x*"dx= ———
n 2n+1<2n+1[ (0], ~ 551 A en+172 ), 2n+1)

3. Remarquons que pour tout x €]0, 1],

(nx)?

= > (=1)"uu(x)
n=0

1+ x2
Remarquons que u,, est positive sur [0,1] de sorte que |(—1)"u,| = u,. On a vu que u, était intégrable sur ]0,1] et que I,, =
2 1 1
Up(x) dx = —= ~ -—.0r ) — converge donc ) I, converge également. D’apres le théoréme d’intégration terme a
/(; n(x) (2n +1)3 notoeo 4n2 Z n2 g Z " gece P £
+00
2(=1)"
terme, f est intégrable sur |0,1]et] = —_—
f & 10.1] nZ::O Cn+1p
. . (=" S L .
4. Notons S, et R,, la somme partielle et le reste de rang n de la série Z m Cette série vérifie de maniere évidente le critere
neN
spécial des séries alternées donc
2 2

—_ = < =
1= Sl = Rl < Qrn+1)+1)3 (2n+3)3

< ei.e. 2n+ 3 > 3/2/e ou encore

2
Pour que S,, soit une valeur approchée de I a € pres, il suffit donc de choisir n tel que m <

nZ%(’VZ_/s—3>.

http://1garcin.github.io 11


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

>>> from import quad
>>> from import log, ceil, abs
>>> I=quad(lambda x:log(x)+*2/(1+x*%2),0,1)[0]
>>> def valeur(eps):
n=int(ceil(((2/eps)**(1/3)-3)/2))
return sum([2+«(-1)*xk/(2+xk+1)**3 for k in range(n+1)])

>>> for eps in (.1,.01,.001,.0001,.00001):
abs(I-valeur(eps))

np.float64(0.06210770748126082)
np. float64(0.004033633407186654)
np. float64(0.0005564157597381936)
np. float64(4.5210712852350454e-05)
np.float64(5.1161537582000705e-06)

Solution 19

L’idée est de faire apparaitre le développement en série entiere de x T—x C’est impossible en 1’état puisque e > 1 pour t € R,.
Néanmoins

t
Vt € R*, et—l Z te” e —nt — E te_”t

Ceci est valide puisque 0 < e! < 1 pour ¢ € R*. On cherche alors a appliquer le théoréme d’intégration terme a terme. Pour cela, posons

fn: t € R% > te™™. On vient de voir que la série de fonctions Z [, convergeait simplement vers la fonction f : t — pril R%.De
neN*

plus, les f,, sont bien continues (par morceaux) sur R’ . Enfin, par intégration par parties

+00 +o0
Vn € N*, fult) dt = =1 [te=nt] " + 1 e dt = —
b " n 0 nJ, n2

puisque

limte™ = lim te™™ =0
t—=0 n—+oo

—nt

Remarquons que cette intégration par parties justifie a posteriori 1’intégrabilité de f, puisque ¢t — e~ est évidemment intégrable sur R .

Comme les f,, sont positives sur R, le théoreme d’intégration terme a terme positif s’applique.

+o0

f £(0) di = Z £0) dt

+00 [dt _+oo 1
doi- X
0

ou encore

Solution 20

sm( )
et

Montrons d’abord que I’intégale de 1’énoncé converge. Posons f : t — . f est continue sur R}, lim f = 1 en utilisant des équivalents
0
1
usuels et f(t) = @(e™?)etafortiori f(t) = o (t_z) Tout ceci prouve que f est intégrable sur RY.
t—>+o00 t—>+o00

L’idée est de faire apparaitre le développement en série entiere de x — T—% C’est impossible en 1’état puisque e’ > 1 pour t € R,.

Néanmoins +oo
t in(t)e™!
Vi € R% Stm( i = Sin( )e—f = Z sin(t)e~fe ™ = Z sin(t)e™"
n=0
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Ceci est valide puisque 0 < e! < 1 pour t € R%. Posons f;, : t € R%  sin(t)e™™. Pour N € N*,

+00 sin(t) +00 N +00 +o00
fo T de— nZ::l fo(t) dt = PIRAGK:

ef —

0 0 n=N+1
+0o0 .
:f sin £ o—(N+1)t dt
— p—t
o 1—e

Par double intégration par parties, on montre classiquement que

fo o d=

nz+1

Finalement, en notant I I’intégrale de 1’énoncé

oo | sin ¢|
5/ e Nt gt

&1
=
‘ nz=:1n2+1 el —1

Par inégalités de concavité/convexité, e! — 1 > t et | sint| < ¢ pour tout ¢t € R* donc

oo | sint| oo 1
f t—le_Nt dt < f €_Nt dt = ﬁ
o ¢~ 0

On en déduit que

N
1 1
I- < =
( Z n2+1|- N
n=1
puis que
N +00
1 1
N—lg—looz_:nz-l-l — n2 +1
n=1 n=1
Solution 21

1. Soit n € N. Tout d’abord, f, est continue (par morceaux) sur R,. De plus, pour tout x € R,,0 < fu(x) < e Xetx — e
intégrable sur R, d’aprés le cours. On en déduit que f, est intégrable sur R, et donc que J,, converge.

X

est

On peut ensuite appliquer le théoréme de convergence dominée : la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction

1 six=0

0 sinon

fixm { . De plus, pour tout n € Net tout x € R, |f,(x)| < e ¥ et x — e est intégrable sur R,. On en déduit que

+o0
(J,,) converge vers f f@) dt=o.
0

REMARQUE. On peut procéder plus simplement en remarquant que pour tout entier n > 2,

1
n—1

+0o0 dx
Oansf —x+ 1) =
0 (

2. On remarque que poue tout x € R,
Ja() = =fu(X) = 11 (%)
En intégrant sur R, on obtient
Jn + 1Jpp = f,(0) — xETw fn(x) =1

. . . . 1
Puisque lim J, =0, lim nJ,,; =0.AinsiJ,, ~
n—+oo n—+oo n-+c0 N — 1 notoo

1
.
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3. a. D’apres la question précédente,
|Jn+1| — JrL+1 — 1 1
|Jn| Jn l’lJn N n-+o

D’apres la reégle de d’Alembert, le rayon de convergence de Z J,z" vaut 1.
b. Soit z € C tel que |z| < 1. On va appliquer le théoréme d’intégration terme a terme.

* Pour tout n € N, z" f,, est continue par morceaux et intégrable sur R, puisque f, I’est.
. Z z" f,, converge simplement sur R, (série géométrique) vers la fonction

e  (x+1e™*

1—- 2 x+1-z
x+1

QX

* La fonction ¢ est continue par morceaux sur R,.
e Pourtoutn € N,

+oo
L= [ x= e, = ozl
0 n—+0o0

Or Z || converge puisque |z| < 1 donc Z I,, converge.
+0o0 +00 +0o0
1 —X
Z ann = f (P(x) dx = f M dx
— xX+1—-z
n=0 0 0

REMARQUE. A nouveau, on peut raisonner de maniere plus rudimentaire a I’aide de sommes partielles.

On en déduit que

z

n+1
n + — (= + _ +
szjk:f mwe—xdx=f dex_/ 00( z >n+1e—x,i
__Z x+1-z x+1 __Z
k=0 0 1 x+1 0 0 1 x+1

+oo< z )n+le_x. dx < |Z|n+1J

,  \x+1 1-Z [T 1=z
x+1

|Z|n+1

et lim ———1J,,; =0, ce qui permet de conclure.
n—>+oo 1- |Z|

Par inégalité triangulaire,

Solution 22

On pose f(x) = e™* cos(1/x) pour x € R,.

1. f est continue par morceaux sur R, . De plus, f(x) = ©(e™)etx — e * est intégrable sur R,. Ainsi f est intégrable sur R,. A
X o]

>+

fortiori, I converge.

2. En utilisant le développement en série entiere de cos,

+00
(—1)"x"e™™
Vx e Ry, f(x) = —_—
+ f( ) nz=:0 (2n)'
. (1rane
Posons f,,: x e R, — o
. Z Jn converge simplement vers f sur R,.
neN
* Pour tout n € N, f;, est intégrable sur R, puisque f;, est continue sur R, et f,(x) = o(1/x?).
X—+00

* f est continue par morceaux sur R, .
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+00 +0o0
* Par récurrence et intégration par parties, on montre que f x"e™ dx = n! pour tout n € N. Ainsi [,, = / g, ()] dt =
0 0

n!
m. De plllS,
I
n+l _ n+1 _ 1 . 1 <1
I, 2n+1)(2n+2) 22n+1) no+e 4

donc Z I,, converge en vertu de la régle de d’Alembert.

On en déduit par intégration terme a terme que

+0o0 +0o0 (—1)”1’1!
1= (-1, =
nzzz) nzz:o (2n)!

Continuité

Solution 23

1
Posons CP(X, t) = m

1
1. Pourtout x € R, ¢(x,t) ~ — eto(x,t) ~
tsot X t—

pEasy donc I’intégrale définissant f est définie si et seulementsix < letx+1>1
+00

ie.0<x <1l

2. Fixons a €] — o0, 1[.

a. Pour tout x €] — o0, al, t — @(x,t) est continue par morceaux sur |0, 1].
b. Pour tout t €]0, 1], x — ¢(x, t) est continue sur | — oo, a].
¢. Pour tout (x,t) €] — 00,a]x]0,1],

1
< < ——=
0<olbat)< ta(t+1)

1
ett » ——— est intégrable sur [0, 1].
ta(t +1)
Ainsi g est continue sur | — o0, a] pour tout a €] — o0, 1] et donc sur | — oo, 1[.

3. On va d’abord modifier I’expression de f pour simplifier le raisonnement. Soit x €]0, 1[. D’apres la relation de Chasles

Yo Rt
f(x)zfotx(1+t)+f1 O+ D)

1
En effectuant le changement de variable ¢ — n dans la seconde intégrale :

1 1
f<x>=f _d fL=g<x>+g(1—x>
0

+
tX(1+t) o t1=x(1+1t)

1 1 1
[ a+-t x R |
g(x)—/0 =) dt = 0t dt A 1+tdt_1—x gx—-1)

Comme g est continue en 0 et g(0) = In(2),

Tout d’abord

g0 = M@ +o) et g) = Tt —In@)+o()

On en déduit que

) = T +o(1)

et, comme f(x) = f(1 — x),
= 1 +0(1)

x-0t X
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Solution 24

+ Comme f est intégrable sur R, elle y est continue par morceaux. Par conséquent, pour tout x € R, t = e~ f(¢) dt est continue par
morceaux sur R.

* Pour tout t € R, x > e~ f(t) est clairement continue sur R.
* Pour tout (x,t) € R, [f(t)e™ ™| = |f(t)| et |f] est intégrable sur R puisque f I’est.

D’apres le théoréme de continuité des intégrales a parametre, f est continue sur R.

Dérivation

Solution 25

pour tout x € R}.

+0oo x
Posons F(x) = f arctan(x/t) dt et G(x) = f In(¢) dt
0

1+1¢2 2—-1
0
s o s e , In(t) In(t) .
Remarquons déja que I’intégrale définissant F(x) est bien définie. Tout d’abord, o1 L —In(¢) donc t — 71 est intégrable au
- t—=0 -
In(¢
voisinage de 0*. On va maintenant justifier que ¢t — tzn(_ )1 est prolongeable par continuité en 1, pour justifier 1’existence de G(x) pour
x > 1. En effet,
In(¢) t—1 1 1
t2_1 t—=1 tz—l t—1 t+1 t—1 2
1
Finalement G est bien définie sur R% et le théoréme fondamental de 1’analyse montre alors que G'(x) = xlzl(f)l pour tout x € RX \ {1} et
1
que G'(1) = 5
In(¢
Ensuite, nous allons montrer que G est continue en 0. En effet, puisque tzn( )1 —In(¢) et que I'intégrale définissant G(x) converge,
- t—0
X X
G(x) ~ —f In(t) dt. Orf In(t) dt = xInx — x —> 0 de sorte que lim G = 0 = G(0).
x—0% 0 0 x—0t 0
arctan(x/t)

On va ensuite montrer que F est continue sur R . Posons u(x, t) = pour (x,t) € (R%)2. Soit a € R%. Alors

1+ ¢2

. o o
* pour tout x € R, t = u(x, t) est continue par morceaux sur R’ et intégrable sur R% car u(x,t) = o(1/t?) et u(x, t) 5
t—+400 t—=0

* pour tout t € R*, x — u(x, t) est continue sur [a, +oo| ;
* pour tout x € R, t — u(x,t) est continue par morceaux sur R ;

* pour tout (x,t) € R, X R},
/2

ux,t)| < ——
utx. 0 < 775

/2 1
* la fonction t — T/tz est intégrable sur R, (continue sur R, et équivalente a t — 7 en +00).

On peut donc affirmer que F est continue sur R,..
On va maintenant montrer que F est également dérivable sur R et calculer sa dérivée.

. . T
* pour tout x € [a, +oo[, t — u(x, t) est continue par morceaux sur R’ et intégrable sur R% car u(x,t) = o(1/t?) et u(x, t) — 5
t—>+00 t—0
 u admet une dérivée par rapport a sa premiére variable sur [a, +co[XR} et

t

o U
V(x,0) € [a, +oo[XRY, 5o (00 = sy

* pour tout t € R, x — u(x,t) est continue sur [a, +oo][ ;
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* pour tout X € [a, +oo[, t — u(x,t) est continue par morceaux sur R ;

* pour tout (x, t) € [a, +oo[XR,

du t
—X )| <
ax( )| (2 +a?)(1+¢2)
. t o . (o S 1
* la fonction ¢t — CET DR ETD)] est intégrable sur R, (continue sur R, et équivalente a t — 7 en +00).

On peut donc affirmer que F est de classe C! sur [a, +oo[ pour tout a € R¥ et donc sur R%. De plus,

tdt

+0oo
Vx € R, F'(x) = —_—
x €RL F'(x) fo (2 + x2)(1 + t2)

A I’aide d’une décomposition en éléments simples, pour x # 1

t 1 t t
(2+x)(A+12) 1—x2<t2+x2_t2+1)

On en déduit que

2 2 +0o0
VxERi\“LF%“:zuix%[m<aIZ>L =

Ainsi F’ et G’ coincident sur R} \ {1} et comme elles sont continues sur R}, elles coincident sur R%. Par conséquent, F et G sont égales a

une constante prés sur R’ . Enfin, lim F = F(0) = 0 puisqu’on a montré que F était continue sur R, et donc en 0 et limG = 0. La contante
0 0

en question est donc nulle : F et G coincident donc sur R} .

Solution 26

1. Lalinéarité de R provient de la linéarité de I’intégration. La linéarité de S provient de la linéarité de I’intégration et de la dérivation.
Soith € C°(R,, R). Fixons a € R,. L’application x — h(x sin t) est clairement continue sur [0, a] pour tout t € [O, 5] et ’application

. . . ~ . T . .
t — h(xsint) est clairement continue par morceaux (et méme continue) sur [0, 5] pour tout x € [0, a]. De plus h étant continue sur

le segment [0, a], elle est bornée sur [0, a]. Il existe donc M € R, tel que

vmoem@xthwmmMSM

T
La fonction constante égale & M étant clairement intégrable sur [0, 5]’ R(h) est continue sur [0, a] et, par suite sur R,.

Soit g € C}(R,,R). Remarquons que S(g)(x) = g(0) + xR(g')(x) pour tout x € R,. Comme g’ est continue sur R, ce qui précede
montre que R(g") est continue sur R, et donc S(g) également.

2. On procede par intégration par parties :
T
2 s n+l :
Wi = sin”"(¢) sin(t) dt
0
T

=[- sin™*1(t) cos(t)]og +(m+ 1)/2 sin"(t) cos?(t) dt
0

=(n+ 1)f3 sin(£)(1 — sin®(t)) dt
0
=n+1DW, —(n+ )W,
Ainsi (n + 2)W, ., = (n + D)W,,.

3. Larelation précédente montre que pour tout n € N, (n + 2)W,,,, Wi, .1 = (n + 1)W,,;W,,. La suite de terme général (n + 1)W,, ., W,
est donc constante égale a son premier terme Wy Wj = 5
Posons f,, : x = x™. Un calcul évident montre que R(fy) = f; et que S(fy) = fo, ainsi SoR(fy) = fy. Soit maintenant n € N*. Un calcul
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2 2
non moins évident montre que R(f,,) = EW" fn et S(f) = nW,_1 f,,. Ainsi S o R(f,) = nW,W,_; - Jfn = [, puisque nW,W,,_; =

Comme toute fonction polynomiale est combinaison linéaire des f,,, on obtient par linéarité de So R, S o R(P) = P pour tout polyndme
P.

ST

4. Soit g € CY(R,,R). Montrons que R(g) est de classe C! sur R,. Soit a € R,. Pour tout ¢ € [0, g] x + g(xsint) est de classe C!
sur [0, a] de dérivée x + sin(t)g’(x sint). Pour tout x € [0, a], t — g(xsint) et t — sin(t)g’'(x sin t) sont continues par morceaux (et

T
méme continues) sur [O, 5] Enfin, g’ est continue sur le segment [0, a], elle y est bornée. Il existe donc M € R, tel que

V(x,t) € [0,a] X [0, g] ,| sin()g’(x sin t)| < M sin(t)

s
Comme ¢t —€ (t) est clairement intégrable sur [0, 5], on peut conclure que R(g) est de classe € sur [0, a] et par suite sur R,. De
plus,

3
Vx € R,, R(g)(x) = / sin(t)g’(xsint) dt
0
Fixons x € R,. On notera || - |[[o,x] a norme uniforme sur [0, x]. Par inégalité triangulaire

T

S o RE@()| < [RE@(O)] + x f " IR(@) (esin )] dt < [R)O)] + XZIR(@) ljo.0
0

Mais pour tout y € [0, x]

T T

2 2 . 2
S 2l [ sine dt= 21l

IR(®)' ()| = '— f * sin()g/(ysint) dt

TJo

Ainsi ’
IR(E) I[o,x] < %”g'”[o,x]

puis
|S e R(g)(x)] < 18(0)] + x[Ig"ll[o,x]

D’apres le théorémg:c de Weierstrass, il existe une suite (Q,,) de polyndmes convergeant uniformément vers g’ sur [0, x]. On pose alors
P,(x) = g(0) + f Qu(t) dt pour tout x € R,. La suite (P,) est également une suite de polyndémes. On peut appliquer 1’inégalité
précédente a g — 19,1, ce qui donne

|S o R(g — B)(X)| < [(g = B)(O)] + x[I(8 — Pn) llfo,x]
ou encore, par linéarité de S o R, de I’évaluation en 0 et de la dérivation

IS e R(g) = S o R(B,)(X)] < [8(0) — P,(0)] + xIg" = Pallfo,x]

et finalement
ISoR(g) — P,(x)| < xllg’ — Qn”[O,x]

car S o R(P,) = P, d’aprés la question précédente et car P, = Q,, et B,(0) = g(0) par construction des B,. Puisque (Q,,) converge
uniformément vers g’ sur [0,x], lim ||g’ — Qpulljo,x] = 0. Ceci montre que
n—>+oo

1ir+n P,(x) = So R(g)(x)

Enfin comme Q,, converge uniformément vers g’ sur [0, x],
X X
lin B, =)+ tim [ Qu0)dr=g0)+ [ g0 dt = gx)
n—+oo n-+oo Jo o
Par unicité de la limite, S o R(g)(x) = g(x). Ceci étant valable pour tout x € R,, So R(g) = g.
Solution 27
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7L £in . PP . .
1. Posons ¢(x,t) = In(cos? t + x?sin’ t) pour (x,t) € R% X [0, 5]' Remarquons déja que ¢ est bien définie puisque cos? et sin® sont
positives et ne s’annulent pas simultanément. Pour la méme raison, x = @(x, t) est de classe C! sur R et
2xsin® t

T de
Vix,t) e RE x[0,=| = = (x,t) = —————
(x.0) * [ 2] ax( ) cos2t + x2sin®t

Soit (a, b) € ([Ri)2 tel que a < b.

2bsin® ¢

T dop
V(x,t) € [a,b] X |0, = =|— x,t’ﬁ—
(x.0) € la.b] [ 2] ax( ) cos?t + aZsin’t

2bsin® ¢ ) ) 0 . .
ett » ———————— est évidemment intégrable sur le segment [0, —]. Par conséquent, f est bien de classe C! sur [a, b] et par
cos2t + aZsin” ¢ 2

extension sur R .

2. De plus,
s

2xsinfrdt fo7 sin? t dt

cos? t + x2sin® ¢ o

Vx € RE, f’(x)=f2
0

cos2t + x2sin® ¢

Via le changement de variable u = tant,

TE
f5 sin®rdt /+°° u? du
b cos2t+xzsin®t  J,  (L4+x2u)(1+u?)

Lorsque x # 1,

u? 1 ( 1 1 )
A+ x2u2)1+u2)  x2—-1\14+u2 1+x2u

On en déduit que

2x (TC T[) s

Vx RN f(0 =573~ 2%) T 151

2 2x
Par continuité de f', cette égalité est en fait vraie pour tout x € R*. On en déduit I’existence d’une constante C telle que
Vx e RY, f(x)=C+min(x+1)

Or f(1) = 0 donc

Vx e RE, f(x) = 7rln<x+ 1)

2
Solution 28

—tx

1. Posons f(x,t) = te+ T pour (x,t) € R} X R.
s Pour tout x € R%, f(x,t) = o0(1/t?) donc x — f(x,t) est intégrable sur R,.
t—>+o0
1 . . of te=tx
* Pourtoutt € R, x = f(x,t)estde classe C* sur R} et a(x, 1) = i 1

d
e Pour tout x € R*, t — a—g:(x, t) est continue par morceaux sur R, .
» Donnons-nous a € R}.

V(x,t) € [a, +oo[XR,, %(x, t)‘ < e ta

t

ett — e % est intégrable sur R,.

Ainsi g est de classe C! sur [a, +oo[ pour tout a € R* donc de classe C! sur R%.
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2. De plus, roo o
VxelR*,g’(x):—f0 H_ldt
Notamment +oo
Vx € R%, —g'(x) + g(x) = A e~ X dt = %

3. Soit x € R}. Effectuons le changement de variable u = xt :

+00 —u +oo —u
e 1 e
g(x):/ du:—/ - du
, utx XJo 1+-=

De plus,

VueR,, lim T

et

V(u,x) € R, X R%,

u

Comme u — e~ * est intégrable sur R, , on peut appliquer le théoréme de convergence dominée de sorte que

+o0 U +oo
lim/ udu=/ etdu=1
x—o+o0 Jo 1+ . 0

On en déduit que g(x) ~ %

>+

REMARQUE. On peut aussi intégrer par parties pour x > 0 :

too L —tx
xe
xg(x) =/ dt
o 14+t
B [ e_tx :|+00 +o0 e_tx dt
o 1+1], , (1 +1)?

+00 e
=1— _c
/0 aro &

Or pour tout x > 0,
+00 e_tx +o0 1
0< — dt < e~ dt = =
b, (1+1)? X
donc, d’apres le théoréme des gendarmes,
+00 —tx
li dt=0
v /0 1+ 1)
puis
lim xg(x)=1
X—+0o0
ou encore .
xX) ~ =
g( )x—>+oo X
Solution 29
20
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1. Tout d’abord, F est clairement paire puisque cos ’est.

1 — cos(xt)

—Fe
t2

2

2
~t. Soit x € R. Alors 1i1’(§1+ [l t) = % carcosu = 1— u? + o(u?). Ainsi t = f(x,t)
t— u—-0

Posons f: (x,t) e RX R} —

—t
e 1
est prolongeable par continuité en 0. Par ailleurs, comme cos est bornée, f(x,t) = O ( ) A fortiori, f(x,t) = o (t_z) donc
t t

—+00 t_Z —+00
t = f(x,t) est intégrable au voisinage de +o0. Ainsi t — f(x,t) est intégrable sur R} et F(x) est bien défini. La fonction F est donc
définie sur R.

2. Puisque |sin’ | = |cos| < 1, sin est 1-lipschitzienne sur R en vertu du théoréme des accroissements finis. Notamment, pour tout u € R,
| sin(u) — sin(0)| < |u — 0] i.e. | sinu| < |u].

3% f

@(x, t) = cos(xt)e~t. De plus,

3. Pour tout t € R%, x = f(x,t) est de classe €2 sur R et pour tout (x, ) € R X R¥,

2f

V(X, t) eR X Ri, @

(x, t)’ = |cos(xt)e”!| < et
ett — e ! est intégrable sur R%. Par conséquent, F est de classe €2 sur R et
+oo
Vx €R, F'(x) = / cos(xt)e™" dt
0

On peut remarquer que F”(x) est la partie réelle de

+oo +o0o0 .
/ e*te=t dt = f el gp— L _ 14X
0 0

1—ix 1+ x2
Ainsi F"(x) = L pour tout x € R
1+ x2 '

REMARQUE. On aurait aussi pu procéder a une double intégration par parties.

Remarquons que

+oo .
F'(x) =/ Me‘t dt
o t

En particulier, F'(0) = 0.

REMARQUE. On aurait aussi pu remarquer que F étant paire, F’ est impaire et donc F’'(0) = 0.

Par conséquent,
Vx € R, F'(x) = arctan x + F'(0) = arctan(x)

Enfin, on a clairement F(0) = 0 et

P
Vx € R, F(x) = F(0) + f arctan(t) dt
0

_ x [T tdt o .
= [tarctan 1,‘]0 - A i+ par int€gration par parties

1 X
= xarctan X — [— In(1 + tz)]
2 0
1 2
= Xxarctan x — z]n(l + x%)

Solution 30
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1. f est dérivable sur R d’apres le théoréme fondamental de I’analyse. De plus,

Vx eR, f'(x)= e

e X*(1+1%)

———— Pourtoutt € [0,1], x — @(x,t) est dérivable sur R et pour tout (x,t) € R x [0,1],

P Dt R x 10,1
osons ¢ : (x,t) € R X [0,1] — o7

d¢ _ —Xx2(1+£2)
3 (x,t) = —2xe . ;
V(x, 1) € [0,1] X R, ‘%(x, t)| <2

et t — 2 est évidemment intégrable sur [0, 1]. Ainsi g est dérivable sur R et
1
Vx eR, g'(x) = —2xf e~ X+ gy
0
On en déduit que f2 + g est dérivable sur R et

X 1
Vx € [0,1], (f2+g)'(x) = 2f' (x)f(x) + g'(x) = 2~ / et dr —2x f e+ p
0 0

En effectuant le changement de vatiable u = tx,

1 X X
xf e+ qp = / e e qy = e‘xzf e dt
0 0 0

Par conséquent, (f2 + g)’ est nulle sur I’intervalle R de sorte que f2 + g est constante sur R. Enfin,

1
(f* +2)0) = j(; T f_ttz = arctan(1) — arctan(0) = g

donc f2 + g est constante égale a g sur R.
2. Il est clair que
Y(x,t) € Rx[0,1], 0 < o(x, 1) < e~

donc ,
VxeR, 0<g(x)<e™

B

T
On en déduit que lim g = 0. On en déduit que lim f? = e Comme f est clairement a valeurs positives sur R, lim f = - Autrement
+o00 +o0 +oo
dit,
+00
T
/ et dt = g
0
Solution 31
—xt?
Dans la suite, )= ——.
ans la suite, on pose @(x, t) iR

1. a. <« Pourtoutt € R,, x — ¢@(x,t) est continue sur R,.
* Pour tout x € R, t — (X, t) est continue par morceaux sur R, .

1 1 . o . .-
* Pour tout x € R, |p(x,t)] < T2 ett — T2 est intégrable sur R, (c’est la dérivée de arctan qui admet une limite
finie en +0).

Ainsi f est continue (et a fortiori définie) sur R, .
b. Fixons a € Rj.

* Pour tout x € [a, +oo[, t — ¢@(x, t) est continue par morceaux et intégrable sur R, d’aprés la domination précédente.
* Pourtout t € R, x = ¢(x, ) est de classe C! sur [a, +oo].
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* Pour tout (X, t) € [a, +o0[XR,,
tze—xt2
1+

2,—xt?
= tle+ = < e~xt? < pmat?

d¢
|S20e0| = ‘

et t > e~ est intégrable sur R, (79" = o(1/t2)).
t—>+00
Par conséquent, f est de classe C! sur [a, +oco[ pour tout a > 0 et donc de classe ! sur R%.

2. a. On peut de plus affirmer que

+00 o _xt2 +o0 2 +00  _x¢2 +00 +0o0
t“e 1+t )— 1 .2 e 2 2
Vxem%ﬂ@=—£ LH2m=_£ __fﬁrﬁxtmzl l+ﬂdF£ exfm=fuy£ o

Via le changement de variable u = t\/;,

+o0 1 +oo 1 p
e dr = —/ e du = —\/t
J v 2V

1 /=n
d’apres le résultat admis. Ainsi f est bien solution de 1’équation différentielle y' — y = 5\ 3

b. Les solutions de 1’équation homogene sont les fonctions x — Ae* avec A € R. On cherche une solution particuliére de (E) de la

1 /n
forme x = @(x)e* avec ¢ de classe C! sur R% (variation de la constante). On aboutit a ¢'(x)e* = —z\/; ou encore ¢'(x) =

moe¥ e* 1 e* - iy Tet
——.-—.Comme — ~ ——, X+ — estintégrable au voisinage de 0% et on peut donc choisir ¢(x) = — dt. Ainsi
2 4/x Vx x=0F 4 fx VX R

les solutions de (E) sont les fonctions
X -t
e
X Ae* + ¥ f dt
0
avec A € R. Il existe donc A € R tel que

X -t
Vx € R, f(x) =Ae* — @ex/ ¢ at
0

v
Comme f est continue en 0 et comme f(0) = =,

\V]

T X et
Vx eR,, f(x)= gex — gexf ¢ at
0

On peut éventuellement rajouter que par le changement de variable u = \/_t,

- Vx
Vx eR, f(x)= Eex - ﬁe"f e du
0

NE

+00
_ 2
Et comme / e % du=
0

+0o0
Vx € R, f(x)= ﬁex f e ¥ du
Vx

‘ REMARQUE. Cette expression finale n’est pas forcément «meilleure» que I’expression initiale...
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Solution 32

1— tx 1
Posons g(x,t) = te e~!.Ona g(x,t) — —x. Ainsi / g(x, t) dt converge.
t—=0 0

+00
Six>0,g(x,t) ~ & i, Orf e—Dtt dt converge si et seulement si x < 1.
t 0o
1

-+
t

—t — +0oo
e e
Six<0,g(x,t) ~ - Or— = o(e™) etf e~ dt converge.
t— [Se] 1

+0o0 t—>+

1
On en déduit que / g(x,t) dt converge si et seulement si x < 1. Le domaine de définition de F est donc | — o0, 1].
0
D’apres I’inégalité de Taylor-Lagrange :

Yu > 0,|e* — 1] < ue*
Yu<o,e* -1 < —u

Soienta < Oetb €]0, 1[. Remarquons que g est continue sur [a, b]X]0, +oo[. En utilisant les inégalités précédentes, on déduit les majorations
suivantes.

* Six € [0,b], |g(x,t)| < xe*~Dt < pel>=Dt pour tout t €]0, +oo].
* Six €[a,0],|g(x,t)| < —xe~t < —ae~" pour tout ¢ €]0, +oo[.
Si on pose @(t) = max(be®®Dt, —ge"), on a donc |g(x, t)| < @(t) pour (x,t) € [a, b]x]0, +oo[ et @ est intégrable sur |0, +oo[ car b—1 < 0.

og

9
Par ailleurs, g est dérivable par rapport a sa premiére variable et %(x, t) = —ex~1t, 3x est continue sur [a, b]x]0, +oo[. De plus,

)
|§(x, )| < eVt pour (x, t) € [a, b]x]0, +oo[ et t - eVt est intégrable sur |0, +oo[ car b —1 < 0.

Par conséquent, on peut utiliser le théoréme de dérivabilité d’une intégrale & parametre : F est donc de classe C! sur [a, b] et par suite sur
] — o0, 1[. De plus,

+00 1
F'(x) =— Dt qp = ——
x—1
0

Comme on a clairement F(0) = 0, on peut donc affirmer que F(x) = In(1 — x) pour tout x €] — o0, 1.
Solution 33

1. Soit x € R et & € [0,7]. Remarquons que x> — 2xcos8 + 1 = (x — cos 8)? + sin® 8. Cette derniére expression est positive et ne
s’annule que si x = cosB etsin® = 0i.e. 6 € {0,7} et x € {—1, 1}. Le domaine de définition de f estdonc D = R\ {1, 1}.

2. Soit x € D \ {0}. Remarquons déja que 1/x € D. De plus,

f(x)=/nln<x2<1—£cose+%>) d6=/n21n|x| de+/(;n<1—%cose+ ) do =2ninfx|+ 1(5)

0 0

3. Posons h(x,0) = In(x? — 2xcos © + 1) pour x €] — 1, 1[x[0, 7t].
Soit 0,a € [0, 1[. Pour tout x € [—a,a], ® — h(x,0) est continue sur le segment [0, ] donc intégrable sur ce segment. Pour tout
2x—2
% D (x,0) #cg:;il est définie et continue sur le compact [—a, a] X [0, ]. Elle y est notamment bornée. Il existe donc
K e R, tel que

V(x,0) € [-a,a] X [0, 7], %(x, e)’ <K

Enfin, la fonction constante 6 — K est évidemment intégrable sur [0, 7t]. D apres le théoréme de dérivation des intégrales & paramétre,
f est de classe C! sur [—a, a]. Ceci étant valable pour tout a € [0, 1[, f est de classe €' sur | — 1,1].
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4. Soit x €] — 1, 1[. D’apres la question précédente,

Fx) = '/'n 2(x — cos ©) &0
0

x2—2xcosO+1

On obtient la décomposition en éléments simples suivante :

2(x —cosB) 2(x — cos ©) 1 1
x2—2xcos8+1 (x—e®)(x—e®) x—e® x—ei®

o (7_do
x—e® " J x—ei®

fo
b1 0
= f do + f T deeie par le changement de variable © > —0
A _

Ainsi

Alors, pour tout 6 € [—T, 7],

1 e_ie +00
- _ — _ Z xne—i(n+1)6
x —ei® 1— xe~i® =

car |xe~®| = |x| < 1. Comme la série Z |x|" converge, en posant f,, : 8 — x"e~{"*18 13 série Z fn converge normalement et donc
uniformément sur le segment [—7, 7t]. On peut donc appliquer le théoréme d’interversion série/intégrale de sorte que

bid do +00 b +0o00 b
f 5 - _ Z xne—i(n+1)6 do = — Z X" e—i(n+1)6 do=o0
-7 Xx—e n=0vY-m n=0 T

car pour tout n € N,

—i T
T e—i(n+1)6 06— e i(n+1)8 ~o
—i(n+1)
_n -

5. D’apres la question précédente, f est constante sur | — 1,1[. Or f(0) = 0. Donc f est nulle sur | — 1, 1[. De plus, si |x| > 1, alors
1/x €] — 1,0[U]0, 1] et d’apres la seconde question, f(x) = 27 1In |x|. Pour récapituler,

0 si|x] <1
2rln|x| si|x|>1

f(x)={

Solution 34

arctan(xt)

Dans la suite, X0 = '
ans la suite, on posera f(x,£) = S~

1. arctan est de classe C! sur R et

1<1

vVt € R, |arctan’'(t)| = T2 S

Ainsi arctan est 1-lipschitzienne sur R et

Yu € R, |arctan(u)| = | arctan(u) — arctan(0)| < |u — 0| = |u|

2. Soit x € R. Tout d’abord, t — f(x,t) est continue sur ]0, +oo].
De plus, arctan(u) ~ou donc
u—0

li 1) =
Jip, .0 = x

Ainsi t — f(x,t) est prolongeable par continuité en 0F.
Enfin, arctan est bornée sur R donc

o = o)

—+00

On en déduit que t — f(x, t) est intégrable sur ]0, +oo[. Par conséquent, F est définie sur R.
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3. On utilise le théoréme de continuité d’une intégrale a parametre.

 Pour toutt € R%, x = f(x,t) est continue sur R.

* Pourtout x € R, t = f(x,t) est continue (par morceaux) sur R .

* D’apres la premiere question

x|

*
<
V(x,t) € RXRE, |f(x,0)] < T2

Notamment, si on fixe a € R,
a
V(x,t) € [—a,a] X R%, | < ——
(.0) € [~a,a] X RE, |f(x0)] < 15

a
ett— T2 est intégrable sur R (elle admet comme primitive a arctan qui admet une limite finie en 0 et +00).

On en déduit que F est continue sur R.
4. On utilise le théoreme de dérivabilité d’une intégrale a parametre.

* Pour tout t € R%, x = f(x, ) est de classe C! sur R.
* Pour tout x € R, t = f(x,t) est intégrable sur R.
 Pour tout (x,t) € R X R%,

3f 1

w0 = Trma T en

3
donc pour tout x € R, t a—i(x, t) est continue (par morceaux) sur R} .

e Enfin

d 1
V(x,t) eR X R*, |£(x,t)| < m

1
et t —» —— est intégrable sur R* .
1412 & +

On en déduit que F est de classe C! sur R.

5. D’apres la question précédente,

+0o0 dt
Vx € R, F/(x) =
¥ ) fo 1+ )1 +x0)
Pour x% # 1,
1 1 A+2)-Q+x*) 1 ¥ 1
1+ +x22) ~ x2—1 A+2)Q+x22)  ~ x2—1\14+x22 141

On en déduit que

F'(x) = ! x? +°° _da a1 (x [arctan(xt)]$ ™ — [arctan(£)] )
T ox2-1 ,  1+x2 o 1+2) x2-1 0 0

On en déduit que
——  si R\ {1
) 20 ) six € Ry \ {1}
—_— 1 * —_—
% ) six € R* \ {-1}

Par continuité de F’ sur R,
T

Vx € R, F/(X) = m

6. Comme F(0) = 0, on en déduit que

gln(1+x) six >0
F(x)=14n )
—Eln(l—x) six <0
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Solution 35

1. Posons f(x,t) = In(t)e™*!. Pour tout x € R, t — f(x, t) est continue (par morceaux) sur |0, +oo].
Pour tout x € R, f(x,t) = 0(1/\/_) donc t = f(x,t) est intégrable en 0F. Si x > 0, alors In(t)e™* = 0(1/t?) par croissances
t-0t t—+00
comparées donc t — f(x,t) est intégrable en +00. Si x < 0,alors 1 = o(f(x,t)). Or t — 1 n’est pas intégrable en +oo donc

t — f(x,t) non plus. Comme t — f(x,t) est positive au vosinage de +ln f ty, I’intégrale définissant F(x) diverge en +oo0.
En conclusion le domaine de définition de F est RY.

2. On vérifie 1€ théoreme de dérivation des intégrales a parametre.

* Pour tout x € R%, t = f(x,t) est intégrable sur R.
s Pour tout t € R%, x =~ f(x,t) est de classe C! sur R%.

of

* Pourtout x € R%, t — a(x, t) = —tIn(t)e~** est continue par morceaux sur R*.

* Soit a € R. Pour tout (x,t) € [a, +oo[ XR%,

‘a (x, t)‘ < t|Intle™® = ¢(t)

Or ¢(t) — 0 et, par croissances comparées, @(t) = o(1/t?) donc @ est intégrable sur R%.
t=0 t—>+00

On en déduit que F est de classe C! sur U [a, +o0[= RE.
aeR}

3. De plus, pour tout x € R¥,
+00
F'(x)=-— f tIn(t)e=>t dt
0
On procede a une intégration par parties.
F'(x) =

+00 1 1 +00 1 1
[zrln(t)e—xf];“"o - f (In(t) + Ve~ dt = —}F(x) -3 fo e~ dt = —;F(x) - =

0

K=
X

S s 1 1 . N N
Ainsi F est solution sur R% de I’équation différentielle y' + < y = -z L’ensemble des solutions de 1’équation homogene est vect(x +—

In(x)
Tx

1/x). Par variation de la constante, une solution particuliere de I’équation avec second membre est x — — . Uensemble des

In(x)

solutions de I’équations avec second membre est donc (x — _T) + vect(x — 1/x).

REMARQUE. En effectuant le changement de variable u = xt, on obtient bien

Vx € R%, F(x) = — >

On peut montrer que F(1) = —y ot y désigne la constante d’Euler.

Solution 36

Remarquons déja que ¢ est continue sur le compact [a, b] X [c, d] donc elle y est bornée. Posons alors M = ||¢]| -

1. On vérifie qu’on peut appliquer le théoréeme de continuité des intégrales a parametre pour affirmer que x — f o(x,y) dy est continue
sur [a, b].

* Pour tout x € [a,b], y = @(x,y) est continue (par morceaux) sur [c, d].

* Pourtout y € [c,d], x = @(x,y) est continue sur [a, b].
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* Pour tout (x,y) € [a,b] X [¢,d], |o(x,y)] £ M ety — M est évidemment intégrable sur [c,d].

d
Comme x — f ¢(x,y) dy est continue sur [a, b], on peut alors appliquer le théoréme fondamental de 1’analyse qui stipule que F est
c

une primitive de cette fonction. Ainsi F est de classe ! sur [a, b] et
d
vVt € [a,b], F'(t) = f o(t,y) dy
C

2. On va alors appliquer le théoréme de dérivation des intégrales & paramétre pour prouver que G est de classe C! sur [a, b]. Posons
t

e(t,y) = / ¢(x,y) dx pour (t,y) € [a,b] X [c,d] de sorte que

d
Vi € [a,b], G() = f P(t,y) dy

» Pour tout t € [a,b], y — U(t,y) est intégrable sur le segment [c, d] puisqu’elle y est continue (théoréme de continuité des
intégrales a parametre comme a la question précédente).

e Pour tout y € [c,d], t = P(t,y) est de classe C! sur [a, b] en vertu du théoréme fondamental de I’analyse.
e Pourtoutt € [a,b],y — %—lf(t,y) = o(t, y) est continue (par morceaux) sur [c,d].
* Pour tout (¢,y) € [a,b] X [c,d],

S| = tote. )l <M
et y — M est intégrable sur [c,d].

Par conséquent, G est de classe C! sur [a, b] et
d &0 d
velasl 60 = [ Fenw= [ sena-re
c c

3. Comme F(a) = G(a) =0, F = G sur [a, b] et notamment F(b) = G(b), ce qui conclut.

Solution 37

1. Posons @, : (x,t) = (£ + x*)™".

1
* Soit x € R%. Alors t — ¢,(x,t) est continue (par morceaux) sur R, et ¢,(x, ) 7 pan avec 2n > 2. Ainsi t — @,(x,t) est

intégrable sur R, .
* Soit t € R,. Alors x = ¢,(x,t) est de classe C! sur R,.

9
ﬂ(x, t) = —4nx3¢,,1(t) est continue (par morceaux) sur R

» Soitx € R}. Alors t — 3

Soit [a,b] C R,. Alors

V(x,t) € [a,b] X R%, |~ aa%(x, t)| < 4nb3¢,.1(a,t)

Or t = 4nb3¢,,1(a,t) est intégrable sur R, d’aprés le premier point.

On en déduit que h,, est de classe C! sur R et que

+00
Vx € R%, hy(t) = / —4nx3¢,q(x, t) dt = —4nx3h,, (1)
0
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2. Tout d’abord,

+o0
dt 1 Y s
Vx € Ri, hl(X) = /0 m = ; [arctan(;)]o = 2_)(,'2 =X

T
en posant a; = 7
Supposons que pour un certain entier n € N¥, il existe un réel a,, tel que h,(x) = a,x>~*" pour tout n € N*. D’aprés la question
précédente,
1 2n—1 e _
Ry (x) = —5—=x 3]’1;1()(') =5 apx 2 = an+1x2 An+1)

4nx 2n
2n—1

en posant @, ,; = a,.

Lexistence de la suite (a,) est donc prouvée par récurrence.

3. On utilise la relation de la question précédente pour prouver que

n—1
2k—-1 = 2n-2) 2n—-2\ n
A N* = ==. = -
mEN, an = g 2k 2 2 n=1DI2 (n —1 )22n 1
Solution 38
1. f est dérivable sur R d’apres le théoréme fondamental de 1’analyse. De plus,
Vx eR, f'(x)= e’
e—x2(1+t2)

Posons ¢ : (x,t) € R x [0,1] » ————. Pour tout ¢ € [0,1], x = @(x,t) est dérivable sur R et pour tout (x,t) € R X [0,1],

N 14+t
o — 9y p—X2(1+£2)
3 (x,1) 2xe .

0
wLoemuxRW§unﬂgz
ett — 2 est évidemment intégrable sur [0, 1]. Ainsi g est dérivable sur R et
1
VxR, g'(x) = —2x f e X0+ gy
0

On en déduit que f2 + g est dérivable sur R et

X 1
Vx € [0,1], (f2+2)(x)=2f"(x)f(x)+g(x) = 2e‘x2f et dt — fo e~ (+1%) gy
0 0

En effectuant le changement de vatiable u = tx,

1 X X
xf e~ X+ qp = / e ¥ dy = e‘xzf e~ dt
) 0 0

Par conséquent, (f2 + g)’ est nulle sur I’intervalle R de sorte que f2 + g est constante sur R. Enfin,
1

(f* +8)0) = l % = arctan(1) — arctan(0) = g

T
donc f2 + g est constante égale a 7 sur R.

2. 1l est clair que
V(x,t) € RX[0,1], 0 < @(x,t) < e~
donc ,
VxeR, 0<g(x)<e™

B

Autrement

T
On en déduit que lim g = 0. On en déduit que lim f? = 1T Comme f est clairement a valeurs positives sur R, lim f = -
+oo +00 +o0

dit,
+0o0
T
f e dr = £
0

2

http://lgarcin.github.io 29


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin

MP Dumont d’Urville

Divers

Solution 39

1
Posons ¢(x,t) = m

1
1. Pourtout x € R, ¢(x,t) ~ — eto(x,t) ~
t—ot X t—+00

ie.0<x<1.

] donc I'intégrale définissant f est définie si et seulementsix < letx+1 > 1

2. On va d’abord modifier I’expression de f pour simplifier le raisonnement. Soit x €]0, 1[. D’apres la relation de Chasles

Voo T gt
f(x):fotx(1+t)+f1 FA+0)

1
En effectuant le changement de variable ¢ — n dans la seconde intégrale :

Posons

Alors g est définie sur [0, 1] et

Yoar Yoo
f(x)=]0- tX(1+t)+/0 A=—x(1 + 1)

Yo
g x“’fo D)

Vx €]0,1[, f(x) =g(x) + gl —x)

On va donc étudier les limites de gen 0% et 17.

Par ailleurs, puisque 1 —x > 0

donc

g(x) =

0

1 1 1 1
1+1t)—t = 1 =
A+D=t g [ g dt = - dt
(1 + £) A T+t 1-x ), T+t

1 1-x 1
osf d dtg/i:m(z)
o 1+t o 1+t

g(X) x—:_ 1—x

Enfin, on vérifie aisément que g est croissante et positive donc bornée au voisinage de 0. On en déduit que

et, comme f(x) = f(1 — x),

1
—-X

) ~ 7

o) ~ %

Solution 40
x—1 1 tx—l
1. Puisque 57 t*~1, I'intégrale f 111 dt converge si et seulement si x —1 > —1i.e. x > 0. Le domaine de définition de f est
t—>0
0
donc R}.

2. Soit x € R} . Par intégration par parties,

http://lgarcin.github.io
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Par ailleurs,

tx
Vte[0,1], 0 < —— <t*
(0.1] T Q402"
donc
L 1
Osf —sf t* dt =
b 1+1)? b x+1
puis

1 x
li ——dt=0
Xm0 fo 1+ 1)
On en déduit que

f) = 5-+o(3)

X—=>+00 2x X
ou encore 1
xX) ~ —
f( ) x—>+00 2X

3. Remarquons que

1

1 x-1 1 I ox
1 —_
f(X)=f G Chdind) dt=f tx_ldt—f t
o 1+¢ o o 1+¢

Pour tout x € R et tout t € [0,1]
t* 1
<—

0<
=14 148

donc pour tout x € R

1 x 1y
o< [ fpas [ o a=n)
o 1+t o 1+t

En particulier,

.. .1
Ainsi, comme lim — = +oo,
x—0t X

Solution 41

1. Soit p > o. Par définition de la borne inférieure, il existe ¢ €]a, p[ tel que f(t)e™9" soit intégrable sur R%. Comme f(t)e P! ~

f®e et f(H)e ™ = o(f(t)eP"), t — e P! f(¢) est intégrable sur R,. Par conséquent, F(p) est bien définie.
t—+o00

2. On montre d’abord le résultat lorsque € = 0.

3. Soit p > 0. Alors, par le changement de variable u = pt,

PF(p) = fo +mf(%)e—“ du

* Pour tout p €]0, +oo[, u f( >e‘” est intégrable sur R.

SR

* Pourtoutu € R, lim f(—) =¢.
P

—+00
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