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REVISIONS ORAUX

Suites

Solution 1

Inx . . " . . . .
1. Posons ¢ : x —» ——. ¢ est clairement continue sur R* et une étude rapide montre que ¢ est strictement croissante sur ]0,e] et

strictement décroissante sur [e, +oo[. De plus, pour tout entier 1 > 3,

1 1 1
—oo =1i - < - = t ->0=1
co=limp < <~ o(e) e o(e) > o> lime

donc le théoréme des valeurs intermédiaires montre que 1’équation (E,;) admet exactement deux solutions, I’'une sur ]0, e[ et I’autre
sur Je, +oo|.
Autrement dit, pour n > 3, il existe bien deux solutions u, et v, a I’équation (E,) et 0 < u,, < e < v,.

1
2. Comme ¢ est strictement croissante et continue sur |0, e], elle induit une bijection de ]0, e] sur ]lirp o, cp(e)] = ]—oo, E]' Notons ¥ sa
0
o 1 . 1
bijection réciproque. Alors pour n > 3, u,, = (E) Or ¥ est continue sur ]—oo, E] et donc notamment en O de sorte que

i 10 ()0 =

n—+oo

car (1) = 0i.e. P(0) = 1.
La suite (u,,) converge donc vers 1.

3. Comme (u,,) converge vers 1 i.e. (u,, — 1) converge vers 0

1_ In(1+ (u, —1))

n Uy n—+0o0

Solution 2

1. Soit n € N*. Posons f,, : x — cosx — nx. f, est dérivable et f;(x) = —sinx —n < 0 pour tout x € [0,1]. f, est continue et
strictement décroissante sur [0, 1]. De plus, f,,(0) =1 > O et f,(1) = cos(1) — n < 0. On en déduit que f,, s’annule une unique fois sur
[0,1]. D’oti I’existence et ’unicité de x,,.

COS Xy, « o 1 T

2. On a cos x;,, = nx, etdonc x,, = .~ pour tout n € N*. On en déduit que |x,| < - pour tout n € N* puis que (x,,) converge vers

0.

3. Soitn € N*. Remarquons que f,, > fy,,q sur [0, 1]. Donc f,,(x,,41) = fus1(Xn41) = 0 = f,,(x,,). La stricte décroissance de f,, implique
que X,,1 < X,. Par conséquent la suite (x,) est décroissante.

. COS Xy, 1
4. Comme x,, — 0 et que cos est continue en 0, cos x,, — cos0 = 1. Donc x,, = ~ =
n—+00 n—+00 n n-+c0 N
2
X 1 1 1 COs X
5. Comme X, —> 0,cosx, = 1—=+4+0(x2).0rx, ~ =donccosx, = 1——+O<—>.Ainsix =" =
1 1 n n—>+io n n—+oo 2 1 ( n) ln n-+oo N n n—+oo 2n? n2 n n n—+oo
- —— +0(—). Onen déduitque x,, — — ~ ——.
n  2n3 n3 uexn = e T o3
Solution 3
D’apres I’inégalité de Taylor-Lagrange,
|xP?

Vx € R, [sin(x) — x| < mR@x | sin® |- w
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On en déduit que

k=1 k=1 k=1 k=1
On en déduit que
- k
li LI . N
i (2 —n i) =0
Comme "
Z k _ n(n+1) 1
k=1 n2 - 2n2 n-+oo 2
on en déduit que
n
k 1
li (ry_1
Jm Son(5e) =3

Polynomes

Solution 4

1. Onaalors P = (X — a)? et P(X3) = (X3 — a)%.
Supposons que P divise P(X?). Comme a est une racine de P, a est également une racine de P(X3). Onadonc a® = ai.e.a € {0,1,—1}.
Réciproquement :

* sia = 0alors P = X?et P(X3) = X donc P divise P(X3);
e sia=1,alors P = (X —1)2et P(X3) = (X3 —1)? = (X — 1)%(X? + X + 1)? et P divise P(X3);
e sia=—1,alorsP=(X+1)?et P(X3) = (X3 +1)? = (X + 1)2(X? — X + 1)? et P divise P(X?).

2. Dans ce cas, P divise P(X?) si et seulement si a et b sont racines de P(X3) = (X3 — a)(X3 — b). Ceci équivaut 4 (a®> = a ou a®> = b) et
(a® = bet b® = a). Comme a® # b3, on a nécessairement (a®> = a et b> = b) ou (a®> = bet b® = a).

e Casoua® =aeth® =b:ceciéquivauta a € {0,1,—1}et b € {0,1,—1}. Comme a # b, les paires {a, b} possibles sont {0, 1},
{0,—1}, {1, —1}. On a bien également a> # b3 et les polyndmes P correspondants sont X(X — 1), X(X + 1) et (X — 1)(X + 1).

» Casa® =betb® = a: ceciéquivaut 2 a® = a et b = a. On ne peut avoir a = 0 car sinon b = 0 et a = b, ce qui est exclu. D’otl
a® = 1 et a est une racine huitiéme de I’unité. De plus, a ne peut étre une racine carrée de 1’unité, sinon a®> = a et b> = a3, ce
qui est exlu. On doit donc traiter les 6 cas suivants :

in 3im

—Sia=e+,alorsb=a3=¢+.0Onabiena®# b3etP = (X — a)(X —b) = X2 —iW2X — 1 ¢ R[X].
Sia=e2 =ialorsbh=a>=—i.Onabiena® #b3etP =X -a)X-b) =X>+1 € R[X].

3im in
—Sia=e+,alorshb=a3=c¢%.0nabiena® #b3etP = (X —a)(X—b) = X2 — i/2X — 1 & R[X].
in 3im
Sia=e +,alorsh=a3=¢ ¢ .Onabiena® #b3etP = (X —a)(X —b) = X2 + iV2X — 1 ¢ R[X].
- Sia=e 2 =—i,alorsh=a®>=i.Onabiena® # b3 etP = (X —a)(X—-b) = X? +1 € R[X].
3im

in
—Sia=e¢ 4,alorsh=a3=e¢ +.Onabiena®# b3etP = (X — a)(X —b) = X2+ i2X — 1 ¢ R[X].
Finalement, on obtient 4 polyndmes P dans R[X], & savoir X(X — 1), X(X + 1), X? — 1 et X? + 1 et 2 autres polyndmes P, i savoir
X2 —i2X —1et X2+ iV2X — 1.

IS

3. Il reste donc  traiter les cas (a®> = a et b> = a) ou (b® = b et a® = b). Il suffit de traiter I’'un des deux cas puisqu’on obtient I’autre en
permutant a et b et qu’une permutation de a et b fournit le méme polynéme P. Traitons donc le cas a> = a et b> = a. On ne peut avoir
a=0sinonb=0eta=b.

» Sia=1,alorsb = joub = j? (onne peut avoir b = 1). Onaalors P = (X—1)(X—j) = X+ j?X+ jouP = X—-1)(X—j?) =
X2+ jX + j2.

*Sia = —1,alorsb = —joub = —j2 (on ne peut avoir b = —1). Onaalors P = (X + )X + j) = X> — j2X + j ou
P=X+1X+j%)=X*—jX+j%
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4. Faisons le compte : 13 polynomes conviennent ! Ce sont X2, (X — 1)%, (X + 1)%, X(X — 1), X(X + 1), X2 = 1, X2 + 1, X2 — iV 2X — 1,

X2+ ih2X -1, X2+ FPX A+ j, X2+ jX + j2, X% — j2X + j, X% — jX + j2. Les 7 premiers sont dans R[X].

Solution 5

S’il existe m € Z tel que 6 = %, alors P = X?" — 2(—1)"X" + 1.

* Si m est pair,
n—-1

P=(X"—1)2=H(X—e¥)2

k=0

qui est la décomposition en facteurs irréductibles de P dans C[X]. Il faut alors distinguer suivant la parité de n.

Si n est pair, alors
n
L
2

2
P=X-12X+1?]] <X2 —2cos2k77T + 1)
k=1

qui est la décomposition en facteurs irréductibles de P dans R[X].
Si n est impair, alors

-1
2 2

P= (X—l)ZH(XZ—ZcosszTC +1>
k=1

qui est la décomposition en facteurs irréductibles de P dans R[X].

* Si m est impair,
n-1

(2k+1)im \ 2
P=X"+1)2= H(X—e—n )

k=0

qui est la décomposition en facteurs irréductibles de P dans C[X]. Il faut alors distinguer suivant la parité de n.

Si n est pair, alors
n
L]
2 2k +1 2
P= H(X2—2cosu+l)
k=0 h
qui est la décomposition en facteurs irréductibles de P dans R[X].
Si n est impair, alors

n-1

2 2
P=(X+1)? H <X2—Zcos@+l>
k=0

qui est la décomposition en facteurs irréductibles de P dans R[X].

Dans toutes les expressions précédentes, on convient qu'un produit indexé sur le vide vaut 1 et les facteurs sont bien irréductibles car les

cosinus ne valent ni 1 ni —1.
. N - mm
On suppose maintenant qu’il n’existe pas d’entier m € Z tel que 6 = - Remarquons que

P= (Xn _ enie) (Xn _ e—nie)

et par conjugaison
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On en déduit que la décomposition de P en facteurs irréductibles dans R[X] est

(X2 —2X cos (6 + 2an> + 1)

n-1
P=
k=0

Y . i T .
Les facteurs sont bien irréductibles car la condition © ¢ EZ assure qu’aucun des cosinus ne vaut 1 ou —1.

Solution 6

Supposons que P soit réductible sur Q. Alors il existe des polynémes Q et R non constants de Q[X] tels que P = QR. Puisque deg Q+degR =
degP = 3, I'un de ces deux polyndmes est donc de degré 1. Ceci implique alors que P admet une racine rationnelle ; notons la p/q avec
(p,q) € ZXN*"et pAq=1.0n aalors
(p/9)’ +3(p/q)* +2=0
ou encore
pP+3p%q+2¢°=0

Comme q divise 3pq +2¢°>, q divise également p*. Comme p A q = 1, ceci impose q = 1. On a alors p> + 3p? +2 = 0. A nouveau, p divise
p> + 3p? donc p divise 2. Ainsi p/q € {—1,1,—2, 2} mais on vérifie qu’aucun de ces quatre entiers n’est racine de P.
On a montré par I’absurde que P était irréductible sur Q.

Solution 7

1. Soit P un tel polynéme. Alors pour tout x € R, P(x) = P(x) = P(x). Les polynomes P et P coincident sur R qui est infini donc il sont
égaux. Ainsi P = Pi.e. P € R[X].
Réciproquement tout polyndme P € R[X] vérifie P(R) C R.

— /(1
2. Soit P un tel polynéme. P est forcément non nul : notons n = deg P. Alors pour tout z € U, P(z)P(z) = 1 ou encore P(z)P <E) =1.0n

=(1 —/1
en déduit que pour tout z € U, P(z)z"P (E) = z". Posons Q = X"P <>—() Q est bien un polyndme et pour tout z € U, P(2)Q(z) = z".

Comme U est infini, PQ = X". Ainsi P divise X" et deg P = n donc il existe A € C* tel que P = AX". Mais la condition P(U) C (U)
impose alors A € U.
Réciproquement, tout polyndme de la forme AX" avec A € U et n € N convient.

n

3. Soit P un tel polynéme et posons P = Z a, X¥ avec ay, ..., a,, dans C a priori. Soient X, ... , X,, des rationnels distincts deux a deux.
k=0
Qo Yo ‘
Posons y, = P(xp) pour0 < k <n. Notons A =| : |,Y=]| : |etM = (x{)0<. - Ainsi MA = Y. M est une matrice de
<i,jsn
an yn

Vandermonde inversible puisque les x;, sont distincts deux & deux. Comme M est a coefficients dans Q, M~ I’est également. Enfin, Y
est aussi a coefficients dans Q par hypothése et finalement A = M~1Y est a coefficients rationnels. Ainsi P € Q[X].
Réciproquement tout polyndme P € Q[X] convient évidemment.

REMARQUE. La preuve qui préceéde est valable pour tout sous-corps de C (et pas seulement pour Q). En effet, tout sous-corps de C
contient Q et est donc infini : on peut toujours trouver n + 1 scalaires X, ..., X, distincts deux a deux dans ce sous-corps quelque soit
neN.

Solution 8

En multipliant la seconde équation par xyz, on obtient xy + yz + zx = 0. Notons a = xyz. En utilisant les relations coefficients/racines d’un
polyndme, on peut affirmer que X, y, z sont les racines du polyndme X — a. Ce sont donc les racines cubiques de @ qui ont toutes le méme
module.

Solution 9

1. Simple calcul.
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6.

7.

. On trouve sans difficulté¢ f(z}) = 0. On en déduit que P,(f(zx)) = O1ie. P, <2 cos

. On peut clairement choisir By = 2 et P, = X. Supposons qu’il existe n € N* et deux polyndmes P, et P,_; adéquats. En vertu de la

question précédente, le polynome P,,; = XP, — P,_; convient. Par récurrence double, pour tout n € N, il existe un polyndme P, tel
que Vz € C*, f(z") = B,(f(2)).

On vérifie alors aisément par récurrence double que la suite de polyndmes (P,,) définie par P, = 2, P, = X et B,,; = XB, — B,_; vérifie
deg B, = n pour tout n € N et que le coefficient dominant de P, vaut 1 pour tout n € N*.

. Soit Q un polyndme vérifiant Vz € C*, f(z") = Q(f(2)). Alors Q(f(2)) = P,(f(2)) pour tout z € C*. Ainsi Q — P, admet tous les

complexes de f(C*) pour racines. Or f(C)* est infini (par exemple, la suite (f(1)),en+ €st strictement croissante). Donc Q — B, = 0
ie.Q=P,.

2k + )m

n ) = 0. Comme cos est strictement

2k + m

décroissante sur [0, 7], les réels 2 cos pour k € [[0,n — 1] sont n racines distinctes de P,,. Or P, est de degré n et de

coeflicient dominant 1 donc .
n

T 2k + m
P, = H(X—ZCOST
k=0
a. On sait que P, ; = XPB, — P,_; donc P, ;(0) = —P,_;(0).
b. Or Py(0) = 2 donc P,,,(0) = 2(—1)" pour tout n € N. De plus, P;(0) = 0 donc Py, 1(0) = 0 pour tout n € N.

_2=0t =Dt

Notons A, le produit de ’énoncé. Alors (—2)"A,, = P,(0). Donc A,,,; = 0et A,, = (apn = et

Notons B,, la somme de I’énoncé. Par le changement d’indice k —» n — 1 — k, B,, = —B,, donc B,, = 0.

Solution 10

Soit P un tel polyndme. En substituant 0 & X dans la condition de 1’énoncé, on trouve P(0) = 0. Puis en substituant —1 a X, on trouve
P(—1) = 0. En substituant —2 a X, on trouve P(—2) = 0. Enfin, en substituant —3 a X, on trouve P(—3) = 0. On ne peut pas aller plus
loin. Ainsi P est divisible par X(X + 1)(X + 2)(X + 3). 1l existe donc un polyndéme Q € R[X] tel que P = X(X + 1)(X + 2)(X + 3)Q. La
condition de 1’énoncé donne X(X + DX +2)(X +3)(X + 4)QX) = XX + DX + 2)(X + 3)(X + 4)Q(X + 1) et donc Q(X) = Q(X + 1)
par intégrité de R[X]. On montre par récurrence que tout entier naturel est racine de Q — Q(0) donc Q est constant. Ainsi P est de la forme
AX(X+ DX +2)(X+3)avec A € R.

Réciproquement tout polyndme de la forme AX(X + 1)(X + 2)(X + 3) avec A € R vérifie bien la condition de 1’énoncé.

Solution 11

1.

Il est clair que Ry[X] C Ker u. Réciproquement, soit P € Ker u. Alors P(X + 1) — P(X) = 0. Ainsi P(n + 1) = P(n) pour tout n € N
puis P(n) = P(0) pour tout n € N. Aisni P — P(0) admet une inifinité de racines (tous les entiers naturels) : il est nul et P € Ry[X].
Ainsi Keru = Ry[X].

. 11 suffit de remarquer que deg N}, = k pour tout k € [0, n]. Ainsi (N, ..., N,,) est une famille de n + 1 polynomes a degrés étagés et

dim E = n + 1 donc c’est une base de E.

. On trouve u(Ny) = 0 et u(Ny) = Ny_; pour k € [[1,n].

. D’apres la question précédente, u*1(N;) = 0 pour tout k € [0, n]. Comme (Nj, ..., N,,) est une base de E, u"*! = 0. Or u(N,,) =

Np = 1 # 0 donc u est nilpotent d’indice n + 1.

. On a clairement Imu C R,_;[X]. Mais dim Keru = 1 d’apres la premiére question donc dimImu = n = dimR,,_;[X] d’apres le

théoreme du rang. Ainsi Imu = R,,_;[X].

Remarquons que H = {P € E, P(0) = 0} est un hyperplan de E en tant que noyau d’une forme linéaire non nulle. Comme Ker u est
une droite non incluse dans H, H est un supplémentaire de Ker u dans E. D’apres le cours, u induit un isomorphisme de H sur Im u.
Pour tout P € Imu, il existe donc un unique Q € H tel que u(Q) = P i.e. pour tout P € R,,_;[X], il existe un unique Q € E tel que
u(Q) =PetQ(0) =0.
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Algebre générale

Solution 12

1.
2.
3.

Cf. cours.
On a clairement I C A. Supposons que 1, € I. Par définition d’un idéal, pour touta € A, 14 X a € Ii.e. A C I. Ainsi I = A.

b OA = aOA (S Ia.
* Soit (x,y) € A%. Alors ax + ay = a(x + y) € 1,.
* Soit x € A. Alors pour tout y € A, (ax)y = a(xy) € 1.
On en déduit que I, est bien un idéal de A.
Supposons que A est un corps. Soit I un idéal non nul de A. Alors il existe a € I tel que a # 05. Mais comme A est un corps, a est
inversible. Par conséquent, 1, = aa™! € I car I est un idéal de A. D’aprés une question précédente, I = A.
Réciproquement supposons que les seuls idéaux de A soient {04} et A. Soit a un élément non nul de A. On sait que I, est un idéal de

A. On ne peut avoir I, = {04} sinon on aurait a = 0. Ainsi I, = A. Notamment 1, € I,. Il existe donc x € A tel que ax = 14.
Ainsin a est inversible et A est un corps.

Solution 13

Soit (x,y) € A? tel que xy = 0. Comme {0} est un idéal premier par hypothése, x = 0 ou y = 0, ce qui prouve que A est intégre.
Pour x € A, on notera (x) I'idéal engendré par x. Soit x € A. L’idéal (x?) est premier et x> € (x2) donc x € {x?). Il existe donc y € A tel
que x = x2y ou encore x(1 — xy) = 0. Notamment, si x # 0, on a xy = 1 par intégrité de A et donc x est inversible.

Solution 14

1.

Z est un sous-groupe discret de Z.

11 1la
Le sous-groupe engendré par ( 01 ) autrement dit I’ensemble des matrices de la forme ( 01 ) avec a € Z est un sous-groupe discret
de SLz(R)

Puisque I est discret, il existe un élément z, de I'* de module minimal. Mais par hypotheése Az, € I'* donc |A| > 1. Mais on a également

1 1 .
XF = I" donc })—L' > 1. On en déduit que |A| = 1. Il existe donc 6 € R tel que A = e°.

1
De plus, z; = Azy + 320 € et z; = 2cos0z,. Supposons que 2cos® & Z et posons z, = z; — |2cos0|)z,. Alors z, € T
puisque I' est un groupe. De plus, z, # 0 et |z,| < |zg|, ce qui contredit la définition de z,. Finalement 2cos® € Z. On a donc

1
cosO € {—1,—5,0, 5,1} etainsiA* = 1oul® =1.

11

Posons A =
01

A O
etB = . Pour tout n € Z, la matrice
0 A1

2n
B"AB™" = LA
0 1

appartient a I'. Comme I" est discret, la matrice I, est isolée et donc |A| = 1i.e. A = £1.
1n

Réciproquement si A = 1, on montre que I est I’ensemble des matrices de la forme ( ) avec n € Z donc I est discret. Si A = —1,
01

-1

1n
I' est I’ensemble des matrices de la forme et
01 0 -1

) avec n € Z donc I est a nouveau discret.
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Solution 15

On a 2P = 1[k] donc 2P = 1 dans Z/kZ. Notons r 1’ordre de 2 dans le groupe multiplicatif (Z/kZ)*. La remarque précédente montre que r
divise p. Or p est premier et on ne peut évidemment pas avoir r = 1 donc r = p. Puisque k est premier, (Z/kZ)* = (Z/kZ) \ {0} et 'ordre
de 2 divise le cardinal de (Z/kZ)* i.e. p divise k — 1. Enfin, 2P — 1 est impair donc k également i.e. 2 divise k — 1. Puisque p est impair,
2Ap = 1donc 2pdivise k — 1i.e. k = 1[2p].

Solution 16

Remarquons déja que G est commutatif. En effet, si (x,y) € G2, alors (xy)? = e ol e est le neutre. Ainsi xyxy = e puis en multipliant par
yx a droite, xy = yx.
. S - , - (z2z — G
Comme G est fini, il admet une partie génératrice minimale {g;, ..., g,}. On montre alors que 1’application{ ,_ _ € &
(Epen) — g1 gr
est un isomorphisme de groupes. On en déduit que |G| = |(Z/22)"| = 2".

Solution 17

1. Comme a € R%, det(A(h)) = a” # 0 pour tout i € R. Ainsi E C GL;(R). On vérifie de plus que
Y(h, k) € R?, A(h+ k) = A(h)A(k)

donc A est un morphisme de groupe de (R, +) dans GL,(R). Notamment, E = Im A est un sous-groupe de GL;(R). Enfin, Ker A = {0}
donc A est injectif et E = Im A est isomorphe a (R, +).

a’In(a) 0 0 In(a) 0 0 01
2. Ona A'(h) = 0 0 1 |doncV = A(0) = 0 0 1 | Tout d’abord, exp(tlna) = a'. Puis, en posant N = (0 0 >,
0 00 0 00

N? = 0 donc exp(tN) = I, + tN. En raisonnant par blocs,
a" 0o
exp(tV)=| 0 1 ¢t |=A®)
001
Algebre linéaire

Solution 18

1. Si P, et P, sont deux polynomes de R,[X] vérifiant :
vn eN, u,,, =au, + P(n) = au, + B,(n)
alors P;(n) — P,(n) = 0 pour tout n € N. Le polyndme P, — P, admet une infinité de racines : il est nul. Donc P, = P,.

2. Notons F I’ensemble des suites de la forme (P(n)),en avec P € Ry[X]. Comme Rp[X] est un R-espace vectoriel, F en est également
IRN N RN

. f est un endomorphisme et S, = f~!(F) est donc un sous-espace vectoriel de
(un)neN — (un+1 - OCu'n)nEN P

un. Notons f : {
RN.

3. Soientu,v € Sy et A, L € R. Onaalors Auty, 41 + [p1q = (Al +0y) + (AP, + uP,)(n). Par I"unicité montrée & la premiere question,
ona Py, = AP, + ub,.
Soitu € Sp. Dire que u € Ker ¢ équivaut adire que B, = 0i.e. Vn € N, uy,; = au,,. Ker ¢ est donc I’ensemble des suites géométriques
de raison a. Ainsi la suite (a™),,en engendre Ker ®. Puisque a # 0, cette suite est non nulle, ¢’est donc une base de Ker ¢.

4. Par définition de S, Im ¢ = R,[X]. Notons u Is suite de terme général nk. Onad(uy) = Ri. Comme a # 1, deg Ry = k. On en déduit
que (Ry, .., Rp) estune base de R,,[X]. La famille (uy, ... , up) est donc libre et vect(uy, ... , up) esten somme directe avec Ker ¢. Notons
u la suite de terme général o”*. La famille (u, uy, ... , u,) est donc libre. Par le théoréme du rang dimS, = dimKer¢ +rg¢ = p + 2.
On en déduit que (u, Uy, .. , up) est une base de S,
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5. Dans ce cas, p = 1 et a = 2. La question précédente montre que (u,,) est de la forme u,, = a2" + bn + c. On va déterminer a, b, c a
partir des 3 premiers termes de la suite. On calcule u; = 3, u, = 11. On est amené a résoudre le systeéme :

at+c=-2
2a+b+c=3
4da+2b+c=11

On trouve a = 3, b = 2 et ¢ = —5. Ainsi u,, = 3.2" + 2n — 5 pour tout n € N.

Solution 19

1. Posons L: g € L(E) » fogetR: g € L(E) » go f. Alors ® = L — R. De plus, L et R sont des endomorphismes de E qui
commutent. En effet, pour tout g € E, Lo R(g) = Ro L(g) = f o g o f. D’aprés la formule du bindme de Newton,

$ p
P = Z(—1)k( )Lp—koRk
k=0 k
On en déduit que pour tout g € L(E),
p
P\ .,_
LIOED) (—1)’<<k)fp Kogo f*

k=0

Dans la formule écrite au rang p = 2n — 1, pour 0 < k < p, on a soit k > n, soit p — k > n donc tous les termes de la somme
précédente sont nuls. ® est donc nilpotent d’indice inférieur ou égal a 2n — 1.

2. Soit a € L(E). Soit S un supplémentaire de Ker a. a induit un isomorphisme @ de S sur Im a. Soit T un supplémentaire de Im a. On
pose b(x) = @~ (x) pour x € Ima et b(y) = 0 pour y € T. Ainsi onabienaoboa = a.

REMARQUE. On peut aussi raisonner matriciellement. Notons A la matrice de a dans une base de E. On sait qu’il existe (P,Q) €
I, |0
GL,(K)? tel que A = PJ,Q ol n = dimE, r = rg(A) et J, = ((%‘»0) € M, (K). Comme J? = J,, on obtient ABA = A en posant

B = Q~1J,P~L. 1l suffit de prendre pour b I’endomorphisme de E dont la matrice est B dans la base précédente.

Montrons que ® est d’ordre 2n — 1 exactement. Pour p = 2n —2et0 < k < p, on a soit k < n, soit p — k < n sauf pour k = n — 1.
Ainsi
2n—-2
(DZn—Z(g) - (_1)n—1< ) )fn—l ogo fn—l
n—

D’apres ce qui précéde, il existe g, € L(E) tel que
[t oggo f1 = 1
Par conséquent, ®>"2(g,) = f*~1 # 0.

Solution 20

1. Comme £(R") = H; + H,, tout élément de L(R") — en particulier Id — peut s’écrire comme la somme d’un élément de H; et d’un
élément de H,.

2. On compose I’identité p; + p, = Id par p; une fois a gauche et une fois a droite pour obtenir :
pi+piep,=p pi+piopi=pi

On additionne ces deux égalités de sorte que
2pt + prepy+propr =2p

Mais comme p; € H; et p, € H,, p; o p, + p, © p; = 0. Ainsi 2p? = 2p; et finalement p? = p,. Donc p; est un projecteur.
Quitte a échanger p; et p,, on démontre de méme que p, est un projecteur.
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3. Soit f € H;. Onadonc f o p, + p, o f = 0. Comme p, est un projecteur, il existe une base B de R" dans laquelle la matrice de
Ir Onn—r

pyesth = (
On—nr Or
BeM,,(R),CeM,_, (R)yeeD € M,_,(R). On a donc FP, + P,F = 0, ce qui entraine A = B = C = 0. Par conséquent,

A|B
) our = rgp,. Notons F = ( oD ) la matrice de f dans cette méme base B avec A € M,(R),

0 0y -
F = ( 5 ! r’]; r ) Notons @ I’isomorphisme qui associe a un endomorphisme de R" sa matrice dans la base B. On a donc

n—r,r

Or Onn—r

ouD € M,,_,(R). Par conséquent dim H; <
On—r,r D

®(H,;) C G ou G est le sous-espace vectoriel des matrices de la forme (

dim G. Or dim G = (n —r)?. Ainsi dimH; < (n —r)? = (n —rg p,)>.
On prouve de la méme maniére que dim H, < (n —rg p;)?.

4. Comme H; @ H, = £(R"), dim H; + dim H, = n?. On déduit de la question précédente que
n* < (n—rgp)’ +(n—rgpy)’
Commen—rgp; >20etn—rgp, >0,
(n—rgp)’ +(n—rgp)* < [(n—rgp) + (n=rg p)I’ = [2n — (rg py + 12 py)I*

On sait que p; + p, = Id. Donc rg(p; + p,) = n. Or c’est un exercice classique que de montrer que rg p; + rg p, > rg(p; + p2). On
en déduit que rg p; + rg p, > n. De plus rg p; + rg p, < 2n donc

[2n— (tg py +1g py)I° < 1

Finalement, ,
n? <(n—rgp)*+m—rgp,)* <[2n—(1gp; +12p,)]° < n?

On en déduit que [2n — (rg p; + g p,)]> = n?ie. rg p; +1g py = net que n2 = (n —rg p;)? + (n — rg p,). Notons r = rg p;. On a
alors n? = (n —r)?> + r?i.e. r(n — r) = 0. Deux cas se présentent.

 Sir =0, alors p; = 0 et donc p, = Id. On a alors dim H; < (n —rg p,)* = 0. Donc H; = {0}. Par conséquent H, = L(R").
* Sir = n,alors p; = Id. On a alors dim H, < (n — rg p;)?> = 0. Donc H, = {0}. Par conséquent H; = £(R").

Réciproquement, on vérifie que ces deux couples (H;, H,) vérifient bien les hypothéses de 1’énoncé.

Solution 21

On applique le théoréme du rang a | ger(y4v)- Alors
dim Ker(u + v) = dim Ker(u| ger(u+v)) + dim Im(u; ger(ut0))
D’une part,
Ker(u) ger(u+v)) = Ker(u) N Ker(u + v) = Ker(u) N Kerv

D’autre part, soit y € Im(u) ger(u+v))- Il existe donc a € Ker(u + v) tel que y = u(a). Or u(a) + v(a) = 0p donc y = —v(a) € Im(v) donc
¥ € Im(u) N Im(v) donc Im(u| ker(u+v)) € Im(w) N Im(v) puis dim Im(u) ker(urvy) < dim(Im(u) N Im(v)).
On en déduit le résultat voulu.

Solution 22
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On supposera que a, b, ¢ et m sont des paramétres réels.

a’x+aly+az=m

a’x+y+az=m

x+ay+alz=m
(a®=1)y=0

0

a’x+y+az=m L, <L —-L,
x+ay+a’z=m

[
|

0

1-ad)y+al-a®)z=(01-a*mL, « L, —a’L,
x+ay+a’z=m
(@-1)y=0
al—ad®)z=010-a)m

x+ay+a’z=m

0

On distingue alors des cas.
Sia=1,
S8 = x+y+z=m
L’ensemble des solutions est le plan affine (m, 0, 0) + vect((1,—1,0), (1,0, —1)).
Sia=0
cos < {y=00 =mx=m
Le systeme n’admet de solutions que si m = 0 et dans ce cas, I’ensemble des solutions est la droite vectorielle vect(0, 1, 0).
Sia¢{0,1},
(@+a+1y=0
S{adl+a+a®)z=>010+a)m
x+ay+a*z=m

. . . 1+a—a>m 1+am
On a supposé a réel de sorte que a> + a + 1 > 0. L'unique solution du systéme est alors <( ) ( ) )

l+a+a?> " 1+a+a?
Solution 23

1. f est linéaire par linéarité de I’intégrale.

Soit k € [[0,n]. On a
k

1 . iy 1 k+1
f(Xk)=k—+1((X+1)k1—Xk 1)—m§)( I )Xl

Ainsi deg f(X¥) = k < net f(X¥) € R,[X]. Par linéarité, f(P) € R,[X] pour tout P € R, [X].
f induit bien un endomorphisme f,, de R,,[X].

2. Lexpression de f(XK) trouvée a la question précédente montre que la matrice de f, dans la base canonique est triangulaire supérieure
1 <k +1

et que ses coefficients diagonaux valent

pr G ) = 1 pour k variant de 0 a n. Le déterminant de f,, vaut donc 1.

Solution 24

Pour une matrice A, on notera A;; le coefficient en position (i, j) et A, j la matrice A privée de la i*me Jigne et de la j°™ colonne.
1. Notons U, I’ensemble des matrices de taille n € N* & coeflicients dans {—1, 1}. Faisons I’hypothése de récurrence suivante :

HR(n) : étant donné une matrice de U, on peut rendre cette matrice inversible en changeant n — 1 coefficients ou moins.
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HR(1) est évidemment vraie puisqu’une matrice de U est évidemment inversible.
Supposons HR(n) vraie pour un certain n € N*. Soit A € U,,;. Quitte a changer n— 1 coefficients de la matrice A,;, on peut la rendre
n+1

inversible. Notons A’ la matrice ainsi obtenue. Si A’ est inversible, alors HR(n+ 1) est vraie. Sinon, puisque det A’ = Z A detAl; =
i=1
0. Notons A” la matrice A’ ol on a changé A}; en son opposé. Alors
n+1
det(A”) = > A} det A},
i=1
n+1
= —Ajy det Ay + D) Al det Al
i=2
n+l
= —2A}; det A}y + D) Al det Ay
i=1
= —2A); det A}; + det A’ = —2A]; det A},
Puisque Aj1 = +1 et A}, est inversible, det(A”) # 0 et donc A” est inversible, ce qui prouve que HR(n + 1) est vraie.
Par récurrence, HR(n) est vraie pour tout n € N*,
Montrons maintenant qu’il existe des matrices de U,, pour lesquelles il faut changer exactement n — 1 coeflicients afin de les rendre
inversibles. 11 suffit de considérer une matrice de U,, dont toutes les colonnes sont égales au signe pres. Considérons par exemple la
matrice A de U,, dont tous les coefficients valent 1. Il faut au moins changer 1 coefficient dans n — 1 colonnes sinon deux colonnes
sont égales et la matrice n’est pas inversible.

2. On a évidemment card U,, = 2",

n 2
D, (detA? = ) (Z E(G)HAica))
i=1

A€U, A€U, \c€G,

n 2 n
=> 1> <€(G)HAic(i)> + > T AwswAia

AeU, | ceg, i=1 (G, ‘t) I= @%z i=1
O#T
n 2 n
= Z Z (E(c) H Aicr(i)) + z Z HAiG(i)Air(i)
AeU, ce€, i=1 (G, ‘C) c @% AeU, i=1
O#T

Comme la signature est a valeurs dans {—1, 1} de méme que les coefficients d’une matrice A de U, on a

n 2
2 (E(G) HAic(i)> =card &, = n!

ceEC), i=1

Soient maintenant o, T € &,, telles que o # t. Il existe donc j € [[1, n] tel que o(j) # 1(j). L’ application de U,, dans lui-méme changeant
n

le coeflicient Ajs(j) en son opposé est une involution et laisse le coeflicient A; r(;) inchangé de sorte que la somme Z H AjsiyAir(i)
AeU, i=1
est égale a son opposé et est donc nulle.

) P . 1
Finalement la moyenne recherchée, a savoir ——— Z (det A)? vaut n!.
card U, AST
n

Solution 25

1. Soient x et y deux réels distincts. Le déterminant de la matrice ( ) est x—Yy # 0 donc cette matrice est inversible. On en déduit que

Xy
fQ) fM
f) f)

Ceci prouve I’injectivité de f.

la matrice ( ) est également inversible. Son déterminant f(1)(f(x) — f(y)) est donc non nul. En particulier, f(x) # f(y).
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2. On montrer d’abord que f(0) = 0. Comme f est surjective, il existe x € R tel que 0 = f(x). La matrice ( X ) n’est alors pas inversible
donc x = 0.
101

Soit (x,y,z) € R3 tel que # x + y. Alors la matrice | 0 1 1 |a pour déterminant z — x — y # 0 et est donc inversible. La matrice

Xy z
f@ fO) f f@ o f(M
fo) f@) f | = 0 f(1) f(1) |est donc également inversible et a pour déterminant f(1)*(f(z) — f(x) — f(¥)). Ainsi
f&x) f») f(2) f&x) f) f(2)

f@) # fx)+ f).

Par surjectivité de f, f(x) + f(y) admet un antécédent u par f. Si on avait u # x + y, alors on aurait f(u) # f(x) + f(y), ce qui
contredit ce qui précede. Ainsiu = x + yet f(x)+ f(y) = f(w) = f(x+y).

3. On va montrer que f n’est ni majorée ni minorée. Comme elle est continue, elle sera surjective en vertu du théoreme des valeurs
intermédiaires.
Comme f est continue et injective, f est strictement monotone. Quitte a changer f en —f, on peut supposer f strictement croissante.
Comme f(0) = 0, f est strictement positive sur R} .

x+1/x 1

X

fx+1/x) f()
f  f&

particulier, I’application continue ¢ : x — f(x)f(x + 1/x) — f(1)? ne s’annule pas sur 'intervalle R*. Puisque f est strictement
croissante, (1) = f(1)(f(2) — f(1)) > 0. Ainsi ¢ est strictement positive sur R%. On en déduit que f(x + 1/x) > f(1)?/f(x) pour
tout x € R. Or f est continue en 0 et positive sur R} donc 1(i)131 f =0%. On en déduit que lirg+ fx+1/x) = +o0.

X—

De plus, pour x € R*, la matrice ( ) est inversible. On en déduit que ( ) est également inversible. En

x+1/x -1
-1 X
f(X)f(x+1/x) — f(=1)? ne s’annule pas sur Iintervalle R* . Par ailleurs, P(—2) = f(—1)(f(=2) — f(—=1)) > 0 par stricte croissance

de f, donc 1 est strictement positive sur R*. On en déduit que f(x + 1/x) < f(—=1)%/f(x) pour tout x € R* (attention au signe de
f(x)). Cecei permet aussi de conclure que lirg flx+1/x) = —o0.
x—>0"

De la mé&me maniere, la matrice < ) est inversible. On en déduit comme précédemment que 1’application P : x +—

Finalement, f n’est ni bornée ni majorée et elle est donc surjective en vertu du théoreme des valeurs intermédiaires.

La question précédente montre alors que pour tout (x,y) € R?, f(x+y) = f(x)f(y) et on prouve classiquement que f est une fonction
linéaire. De plus, f est non nulle car injective.

Réciproquement, supposons que f soit linéaire non nulle. Il existe donc A € R* tel que f(x) = Ax pour tout x € R. Soit A une matrice
d’ordre n inversible. Alors la matrice A’ telle que définie dans 1’énoncé est également inversible puisque det(A’) = A" det(A).

Solution 26

Il est clair que si x = y, alors D = 0. Réciproquement, supposons D = 0. Notons M la matrice dont D est le déterminant. Alors M n’est pas
T
inversible. 11 existe alors un élément X = ( ap a; A, az ay ) non nul du noyau de M. On posant P = ay + a; X + a,X? + a;X> + a, X4,

I’égalité MTX = 0 donne P(x) = P'(x) = P(y) = P'(y) = P"(y) = 0. Si # y, alors P compte au cinq racines avec multiplicité ce qui est
absurde puisque degP <4 et P # 0. Ainsi x = y.
Solution 27

Remarquons tout d’abord que si deux des a; sont égaux, le déterminant définissant D(x) admet deux colonnes identiques, il est donc nul. On

supposera donc par la suite les a; distincts deux a deux.
P(x)

Remarquons que T—a -~ H(x — ;) est polynomiale en x de degré n — 1. En développant le déterminant par rapport a la premiere ligne,
J#
on voit que D est polynomiale en x de degré inférieur ou égal a n — 1 (on peut notamment la prolonger par continuité en les a;).
Pour 1 < i < n, notons A; le déterminant de Vandermonde des complexes ay, ..., @;_1,Qj;1, ..., @,. On a donc A; = H (ax — ap).
1<j<k<n
JALkAL

On va calculer D(q;) pour 1 < i < n. La premiére ligne du déterminant définissant D(a;) a tous ses coefficients nuls hormis le ™ qui vaut

http://lgarcin.github.io 12


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

H(aj — a;). En développant par rapport a cette ligne, on a donc :
J#

D(a;) = ((—1)i_1 11— ai)) A= ((‘Di_l [1@—- ai)) (H(aj - ai)) Il (a-a)

j#i J<i J>i 1<j<k<n

JHLk

= (H(ai - aj)) (H(aj - ai)) H (ak — a))
Jj<i Jj>i 1<j<k<n
J#LK#L

= (H(ai - aj)) (H(ak - ai)) H (ax —a))
j<i i<k 1<j<k<n
J#LK#L

On peut partitionner I’ensemble {(j, k) € [1, n]]2 | j < k}en 3 parties suivant que j # ietk #ioubien j =ietk >ioubienk =ietj <i.
On a donc
D(a;) = H (ar — )
1<j<k<n

Autrement dit D(a;) = 8 pour 1 < i < nou & représente le déterminant de Vandermonde de a, ... , a,. Le polyndme D — & est donc de degré
inférieur ou égal & n — 1 et admet n racines distinctes (les a; sont supposés distincts deux a deux) : il est donc nul. On a donc D(x) = & pour
tout x € C.

Arithmétique

Solution 28

n

1
L’ensemble de I’énoncé est formé des entiers de la forme u,, = Z 10 pour n € N. On a facilement u,, = 5(10’“rl — 1). Remarquons que
k=0
si p = 3, alors p divise 111 par exemple.

Soit p un entier premier différent de 2, 3 et 5. Alors 10 = 2 X 5 est premier avec p. D’aprés le petit théoréme de Fermat, 10°P~! = 1 (mod p)
1

donc p divise 10°P~! — 1. Comme p # 3, p est premier avec 9. On sait que 9 divise 10°P~! — 1 puisque 6(10”_1 —1) = up_, € N. Donc 9p

divise 10P~! — 1 i.e. p divise up_,.

Solution 29

Soit (n, m) € N? un éventuel couple vérifiant n(n + 1)(n + 2) = m?.
Si n est pair, il existe p € N tel que n = 2p. On en déduit que
4pp+1(p+1)=m?
Ainsi 2 divise m? et donc m puisque 2 est premier. Il existe donc g € N tel que m = 2q. On en déduit que
pCp+1(p+1) =¢

Or p, 2p+1 et p+1 sont premiers entre eux deux a deux (il existe des relations de Bézout évidentes entre ces entiers) et on prouve alors clas-
siquement que p, 2p + 1 et p + 1 sont des carrés d’entiers en considérant les puissances de leurs facteurs premiers dans leurs décompositions
en facteurs premiers. En particulier, il existe des entiers naturels c et d tels que p = c> et p+1 = d?. Ainsid?> —c? = lie. (d +c)(d —c) =.
Onendéduitd —c=d+c=1etdoncc=0etd = 1.1l s’ensuit que n = 0 puis m = 0.
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Si n est impair, il existe p € N tel que n = 2p + 1. On en déduit que
22p+D)(p+1)(2p+3) =m?
Ainsi 2 divise m? et donc m puisque 2 est premier. Il existe donc g € N tel que m = 2q. On en déduit que

Cp+D(p+1)(2p+3)=2¢*

Donc 2 divise (2p + 1)(p + 1)(2p + 3). Comme 2p + 1 et 2p + 3 sont impairs, 2 divise p + 1 et donc p est impair. Il existe donc r € N tel
que p = 2r + 1. Il s’ensuit que
(4r +3)(r + D)(4r + 5) = ¢

r + 1 est premier avec 4r + 3 et 4r + 5 en vertu de relations de Bézout évidentes. De plus (47 + 5) — (47 + 3) = 2 donc le pged de 4r + 3 et
4r + 5 vaut 1 ou 2. Puisque 4r + 3 et 4r 4+ 5 sont impairs, leur pged vaut 1 i.e. ces entiers sont premiers entre eux. Finalement, r + 1, 4r + 3
et 4r + 5 sont premiers entre eux deux a deux et sont donc des carrés d’entiers comme précédemment. En particulier, il existe des entiers

naturels cet d tes que 4r + 3 = c> et 4r + 5 = d?. Ainsi d?> — ¢? = 2ie. (d+c)(d —c) = 2. Onen déduit que d —c = letd +c = 2i.e.

1 3 . . . :
c=3 etd = 5 ce qui contredit le fait que c et d sont des entiers.

On en déduit finalement que la seule solution de I’équation n(n + 1)(n + 2) = m? est le couple (0, 0).
Solution 30

1. Supposons que les ¢; admettent un facteur premier commun p. Puisque p divise ¢y, il divise I’'un des entiers a,, ..., a, en vertu du
lemme d’Euclide. Quitte a réordonner les a;, on peut supposer qu’il s’agit de a,. Mais p divise également ¢, donc il divise 1’'un des
entiers ay, as, ..., a,. En notant g; cet entier (j # 2), p serait un diviseur commun de a, et a;, ce qui contredit le fait que ces entiers
sont premiers entre eux par hypothese. Ainsi ay, ..., a, n’admettent pas de diviseur premier commun : ils sont premiers entre eux dans
leur ensemble.

r
2. D’apres la premiere question et le théoreme de Bezout, il existe (uy, ..., u,) € Z" tel que Z ukc, = 1. Ainsi
k=1

r

z buk _ b
k=1 aj a ...a,

Notons respectivement gy, et x; le quotient et le reste de la division euclidienne de bu; par a;. Alors on a bien Olegx; < ay, et

r
X

qu-i-a—k:b

k=1 k

ou encore

r
en posanty = Z k-
k=1
Reste a4 montrer I’unicité. Soit donc (¥, X1, ..., x}) € Z"*! tel que

b r xl
[Vk e [[1,r], 0 < x; < ak et —=y/+2—k
a ...a, =1 9
Ainsi
LX) — Xg
y-y =
ou encore

O =¥ay @ = Y elx = xi)
k=1
Fixons j € [[1,r]. Puisque g; divise chacun des ¢; avec i # j, I'égalité précédente montre que g; divise ¢j(x; — x;). Comme a; est
premier avec chacun des q; avec i # j, il est également premier avec leur produit ¢;. En vertu du lemme de Gauss, g; divise donc
’ ’ ’ N Iy .oz . £ 1..s . 2 1:
X — )fj. Or —q; < Xj —x; < @; donc X; — X; = 0i.e. Xj = X;. Ceci étant valable pour tout j € [[1, 7], on en déduit alors immédiatement
quey’ =y.
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Solution 31

1. Supposons que I’ensemble Q des nombres premiers p tels que p = 3[4] soit fini. Posons alors N = H p (on convient que N = 1 si
peQ
Q = @)etn = 4N — 1. Comme n est impair, les diviseurs premiers de n sont impairs et donc congrus a 1 ou 3 modulo 4. Comme

n = 3[4], les diviseurs premiers de n ne peuvent pas tous étre congrus a2 1 modulo 4. Il existe donc un diviseur premier q de n tel que
q = 3[4]. Si q appartenait & Q, q diviserait N et donc également 4N — n = 1, ce qui est impossible. Ainsi g € Q, ce qui est absurde.
L’ensemble Q est donc infini.
p-1
2. On sait que pour tout u € (Z/pZ)*, uP~! = 1 (petit théoréme de Fermat). Posons U = u 2 (U est bien défini car p — 1 est pair). On
adonc U2 =1lie. (U+1)(U—1) = 0. Comme Z/pZ est un corps, il est intégre et donc U = *+1.

3. Le polynome XP~! — 1 considéré comme un polyndme de Z/pZ[X] posséde p — 1 racines en vertu du petit théoréme de Fermat (2
p=t p-t p=t
savoir tous les éléments de (Z/pZ)*). Or XP~1 —1 = (X 2 — 1) <X 2+ 1) donc chaque racine de XP~! — 1 estracinede X 2 —1

p-1 —
oude X 2 + 1. Ces deux derniers polyndmes sont de degré p

donc possédent au plus P racines. C’est donc qu’ils possédent

2
Le nombre de u € (Z/pZ)* tels que u

exactement racines.

p-1 -1
2 = —1 vaut donc P

4. D’apres la question précédente, il existe u € (Z/pZ)* tel que up; =-1.

Si p = 1[4], on peut définir U = upT_l et on a alors U2 = —1. —1 est donc bien un carré.
Sip=3[4],-1= upT_l =uU?avec U = upT_s. Supposons que —1 soit un carré. Alors u = (—1)(U~
existe x € (Z/pZ)* tel que u = x2. Mais alors upT_l = xP~! = 1 # —1. On aboutit 2 une contradiction donc —1 n’est pas un carré.

1)2 est également un carré i.e. il

0 u
5. On vérifie que K est une sous-algébre commutative de M,(Z/pZ) de dimension 2 engendrée par I, et A = ( Lo ) mais ce n’est pas

vraiment ce qui est suggéré par la question.
X yu

) € K*i.e. (x,y) # (0,0).
y x

Montrons que K est également un corps. On raisonne par analyse/synthése. Soit M = (

. , x' yu xx' +uyy =1 o X' (x?—uy?) =x -
Supposons que M admette un inverse M’ = . Alors , ] .Onendéduitquey ., 7, . Une condition
y X xy'+x'y=0 Yy —x9) =y
nécessaire a I’existence d’un inverse est donc x? — uy? # 0.
Six = 0, alors y # 0 et donc x? — uy? = —uy? # 0 (on a évidemment u # 0). Si x # 0, alors x*> = uy? impliquerait que u est un
carré et on a vu que c’était impossible. On a donc bien x? — uy? # 0.
e

X2 —u 2 =x AN '+ ’ "+ ’
Y) .PosonsalorsM’:(x yu).OnaMM’:(xx wyy' ulxex’ +yy") .

Puisque x?—uy? # 0, il existe (x',y") tel que{ DI
Y@y —x)=y y X xx' +yy  xx' +uyy

Or
(O —uy)(xx’ +uyy') = xx' (e — uy?) + uyy'(x* — uy?) = x> — uy?
( —uy)(xy' +x'y) = xy'(x* —uy?) + yx'(x* —uy*) = —xy + xy = 0

Comme x? —uy? # 0, xx’ + uyy’ = 1 et xy’ + x’y = 0. On a alors bien MM’ = I,.

REMARQUE. K est un donc un corps & p? élément. On peut prouver que tous les corps a p? éléments lui sont isomorphes.
De maniére plus générale, si p est un nombre premier et n € N, on montre qu’il existe un unique corps a p” éléments a isomorphisme
pres.

Solution 32

Soient p et q deux nombres premiers consécutifs avec p < q.
Si p = 2, alors ¢ = 3 et p + q = 5 ne peut étre le produit de deux nombres premiers.
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Si p > 2, alors p et q sont impairs donc p + g est pair. Supposons qu’il existe deux nombres premiers a et b tels que p + g = ab. Comme

p + q est pair, un des deux nombres premiers a et b est égal a 2 par unicité de la décomposition en facteurs premiers. Supposons sans perte
p+gq
2

de généralité que a = 2. Alors b = est un nombre premier strictement compris entre p et g, ce qui contredit le fait que p et q sont des

nombres premiers consécutifs.
Solution 33

1. N(1) = N(1 - 1) = N(1)? donc N(1) € {0,1}. Mais N(x) = 0 = x = 0 donc N(1) = 1. De la méme maniére, N(—1)? = N(1) = 1
donc N(—1) € {—1,1}. Or N est a valeurs dans R, donc N(—1) = 1.

2. Supposons que q = 2 avec (c,d) € (Z*)?. On a donc ad = bc donc vplad) = vp(be) ie vy(a) +vp(d) = v,(b) + vp(c) ou enfin
vp(@) = vp(b) = vp(c) —vp(d).

3. Les deux premiers axiomes sont automatiquement vérifiés. Remarquons que I’aultramétrie implique directement le troisieme axiome.
Soit (m,n) € (Z*)?. Si m et n sont premiers entre eux, m et n n’ont pas de facteur premier commun donc vp(m) = 0 ouv,(n) = 0.
Par conséquent, v,(m + n) > 0 = min(v,(m), v,(n)). Dans le cas général, posons d = mAnetm’ etn’ telsque m = dm' etn = dn'.
Alors m' An’ = 1. Par conséquent,

vp(m+n) =v,(d(m'+n)) = vp(d)+vp(m'+n') > v,(d)+min(vy(m'), v,(n")) = min(vp(d)+vp(m'), vp(d)+vp(n')) = min(v,(dm’), v,(dn’

Enfin soit (q,7) € Q2.Si p = 0ou q = 0, I’inégalité vp(q+r) = min(vy(q), v,(r)) est trivialement vérifiée. Sinon, il existe (a, b, ¢, d) €

(Z*)* tel que q = Letr=5

5 g Alors vp(q + 1) = vp(ad + be) — vp(bd). D’apres ce qui précede, vp(ad + be) > min(vy(ad), vp(be))

donc
vp(q+r) = min(v,(ad), vp(be))—v,(bd) = min(v,(ad)—v,(bd), v,(bc)—v,(bd)) = min(v,(a)—v,(b), vp(c)—v,(d)) = min(v,(q), v,(r))
Puisque p > 1, on en déduit automatiquement que |q + r|, < max(|qlp, Iql,).

4. On montre par récurrence que N(n) < 1 pour tout n € N. Ensuite, N(—n) = N(—1)N(n) = N(n) donc N(n) < 1 pour tout n € Z.

Notons P I’ensemble des nombres premiers. Si N(p) = 1 pour tout p € P, la décomposition en facteurs premiers montre alors que
N(n) = 1 pour tout n € Z*. Mais alors pour q = % avec (a, b) € (Z*)?, N(q) = N(bq) = N(a) = 1 donc N est triviale. I existe donc
p € Ptel que N(p) < 1.
Soit a € Z premier avec p. Alors il existe (u,v) € Z? tel que au + pv = 1. Par ultramétrie, max(N(au), N(pv)) > N(1) = 1. Mais
puisque au et bv sont entiers, N(au) < 1 et N(bv) < 1. Ainsi max(N(au), N(pv)) = 1. Mais N(pv) = N(p)N(v) < 1 car N(p) < let
N(v) £ 1 donc N(a)N(u) = N(au) = 1. A nouveau, N(a) < 1 et N(u) < 1 donc N(a) = N(u) = 1. On a donc montré que N(a) = 1
pour tout entier a premier avec p.

a

b
= N(P)V"(a)_v"(b) = N(p)”!’(q). Posons alors o =

avec (a, b) € (Z*)?,

_In(N(p))
In(p)

La décomposition en facteurs irréductibles nous apprend alors que N(n) = N(p)*»™ pour tout n € Z. Si q =

N(a) _ N(p)*@

N(b) N(p)vp(b)
1

abien a > 0 car N(p) < 1let p > 1. De plus, N(p) = 7% D’apres ce qui précede,

alors N(b)N(q) = N(bq) = N(a) donc N(q) = .On

Vg € Q, N(q) = N(p)»@ = p=*%@ = |q|%

Solution 34

Premiere méthode : On fixe un entier a impair et on fait I"hypotheése de récurrence suivante :
HR(n) : a®' =1[2"]

Initialisation : Puisque a est impair, a = 1[2] et HR(1) est vraie. Hérédité : Supposons HR(n) vraie pour un certain n € N. Alors a? -1
est divisible par 2". De plus a4 1lest pair car a est impair. Ainsi @®" — 1 = (azn_l - 1)(azn_l + 1) est divisible par 2" x 2 = 2" je.
" =1 [2"*1] de sorte que HR(n + 1) est vraie.

Conclusion : Par récurrence, HR(n) est vraie pour tout entier n € N*. Deuxiéme méthode : On fixe n € N*. Comme a est impair, a A 2" = 1.
D’aprés le petit théoreme de Fermat, a®®") = 1[2"]. Or @(2") = 2"* — 2"~1 = 21 donc @ = 1[2"].
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Solution 35

1. Comme Z/pZ est un corps
X=x < x(x—-1)=0 < (x=00ux=1)
2. Comme 34 =2 X 17 et 2A 17 = 1, on peut considérer I’isomorphisme d’anneaux naturel ¢ de Z/347Z sur Z/27 X Z/17Z. Alors

2

¥ =x = o(x?) =¢(x) = @(x)*=p(x)

En posant ¢(x) = (y, z), ceci équivaut a y*> = y et z2 = z. D’aprés la question précédente, on a donc
x*=x < (y,2) €{00,0),(0,1),(1,0),(1, 1)}
Il s’agit donc maintenant de trouver les antécédents de (0, 0), (0, 1), (1,0) et (1,1) par @. Les solutions de x> = x sont par conséquent

0,18,17 et 1.

REMARQUE. On confond ici les entiers avec leurs classes modulo 34, ce qui est trés mal.

REMARQUE. Sion n’est pas a1’ aise avec les anneaux Z/nZ, on peut raisonner en termes de congruence. I s’agit en fait de résoudre k? = k[34]
2| k(k=1)

dans Z. Cette équation équivaut 4 34 | k> —k ou encore 2 X 17 | k(k —1). Comme 2 A 17 = 1, ceci équivaut au systéme {17 Lk —1)"

comme 2 et 17 sont premiers, ceci équivaut a
2lkou2|k—-1
17 |koul7 | k-1

21k 21k-1 21k 21k-1
ou ou ou
171k~ |17k 171k=1 |17]k—-1

k = 0[2] k=1[2] k=0[2] k=1[2]
{k =of17] *" {k =o[17] " {k =1017] " {k = 117]

Des solutions particulieres de chacun de ces systémes sont respectivement 0, 17, 18 et 1 donc, comme 2 A 17 = 1, on prouve classiquement
que I’ensemble des solutions recherchées est {0, 1,17, 18} + 34Z.

ou encore a

et finalement a

Solution 36

1. On sait que (Fp, +, X) est un corps et que (5, X) est un groupe. Ainsi (€, X) est également un groupe puisque c’est I'image de [Fy, par

I’endomorphisme de groupe x — x2.

3. D’apres un résultat sur les polyndmes interpolateurs de Lagrange :
X—-a

d .
P=3 P [ 5o
)

i=1 j#

1l existe donc des entiers my, ... , my tels que

( H a; — ai) P= Z m;P(a;) H(X - aj)
i=1

1<i<j<n Jj#i
Soit n € Z. Alors
n
( H a; — ai) P(n) = Z m;P(a;) H(” - q)
1<i<j<n i=1 j#i

Puisque p divise les P(a;), p divise le membre de droite. Les a; étant distincts modulo p, aucun des facteurs @; — a; n’est divisible par
p. Comme p est premier, le lemme d’Euclide permet d’affirmer que p divise P(n).
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p-1 —
4. Soity € €. Il existe donc x € [, tel que y = x2. Alorsy 2 = xP~! =1 car [}, est un groupe multiplicatif d’ordre p — 1.

-1
Montrons ensuite que card C = pT Soit (x,y) € ([F;",)Z. Alors x2 =y? <& (x—y)(x+y)=0 < x=+y.Deplus, yet—y

sont distincts car p # 2. Ainsi tout élément de C admet exactement deux antécédents par 1’application x € F x2. Comme cette

-1
application est d’image C par définition, le lemme des bergers permet de conclure que card F, = 2 card € i.e. card € = p_.

2
p-1 p1 -1
Soit P = X 2° — 1. Supposons qu’il existe a € F, \ Ctel que a 2 = 1. Comme degP = card C = pT, la question précédente

montrerait que P(n) est divisible par p pour tout n € Z, ce qui est évidemment absurde (prendre n = 0 par exemple).

REMARQUE. L'énoncé essaie de rester dans le cadre du programme et évite de parler de I’anneau des polynomes [, [X]. Si ’'on s’autorise

ce petit écart du programme, les choses sont plus simples. On peut encore affirmer qu’un polynéme non nul de [F,[X] posséde au plus autant
p-1 -1
de racines que son degré. Le polyndme X 2 — 1 possede donc au plus P racines dans [p,. Tous les éléments de € sont des racines de
p-1 p-1
X2 —letcardC = b= 5 donc C est exactement 1’ensemble des racines de X 2 .

Solution 37

Le polyndme P — 7 admet les A; pour racines donc il est divisible par les X — A;. Comme les A; sont distincts, les X — A; sont premiers entre
eux deux a deux. On en déduit que (X — A;)(X — A,)(X — A3)(X — A,) divise P — 7. On montre classiquement que le quotient d’un polyndme
a coefficients entiers par un polyndome unitaire a coefficients entiers est un polyndme a coefficients entiers. Il existe donc un polyndéme Q a
coeflicients entiers tel que

P=7+X-2)X-2)X—23)X-24)Q

Supposons qu’il existe n € Z tel que P(n) = 14 alors
7= (n—A)(n—A)(n— A3)(n — A4)Q(n)
Comme Q(n) et les n — A; sont entiers, les n — A; seraient quatre diviseurs de 7 distincts deux a deux dont le produit divise 7. Or 7 posséde
pour diviseurs —1, 1, —7 et 7 mais le produit de ces quatre entiers ne divise évidemment pas 7.
Ainsi I’équation P(n) = 14 ne posséde pas de solution entiére.

Intégrales impropres

Solution 38

1. Soit f une fonction de classe C"**! sur [a, b] & valeurs dans un espace vectoriel normé de dimension finie. Alors
b—-
fb) = 2 2@ b - aye+ f G jeney ar
On raisonne par récurrence sur 1. La propriété est vraie pour n = 0, car si f est de classe C*,
b
f6) =@+ [ foa
a

Supposons que la propriété soit vraie pour un certain n € N. Supposons que f soit de classe €"*2. A fortiori, f est de classe C"**!
donc on peut écrire

fb) = Zf (a)(b— a) + f(b f(”“)(t) dt

En intégrant par parties,

+1 b _ f\n+l (n+1) b _ f\n+1
f (b- f(n+1)(t) dt = (Izn _:)1)' f(”“)(t)] %f(”“)(t) dt = f(nTl(;)(b_a)nH_,_ %f(”“)(t) dt

a a

ce qui permet de conclure.
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2. On peut déja effectuer le changement de variable t = u? pour «simplifier» I’intégrale. L’intégrale de 1’énoncé est alors de méme nature

+oo .
sin(u sinu
que I’intégrale de Dirichlet f # du. L'intégrale converge en 0 puisque u — est prolongeable par continuité en 0. De
0

plus, sous réserve de convergence, on obtient par intégration par parties

+o00 . +o0
sinu cosuqte cosu
du = — - 5 du
u u I u
s T

cosu Ny . . cosu
= 0. La deuxieéme intégrale converge également puisque ” =

Le crochet converge puisque, cos étant bornée, lim >
u—>+co U u—-+co

1
O <ﬁ) On peut alors en conclure que I’intégrale de Dirichlet converge et donc I’intégrale de 1’énoncé également.

sin(+/1) 1

~ —,dou

t t—>0t \/;

REMARQUE. Le changement de variable initiale n’était pas nécessaire. On aurait pu directement remarque que

in(W1) _ sin(yt) 1

s
I’intégrabilité en O et procéder a une intégration par parties en écrivant = —

Vi W

i t
3. Posons f: t @ dt. Soit n € N*. Remarquons que

n+1 n+1
f fmm—ﬂm=f () — f() e

D’aprés I’inégalité de Taylor-Lagrange, pour tout t € [n,n + 1]

[f(®) = f(n)| < |t — n|max |f'] < max |f’|
[n,t] [n,n+1]

cos(Y0) _ sin(y1)
t2

0r (0= 335

donc, pour tout t € [n,n + 1],

1 1 3 3

!
V'Ol 5m+ 5 2552 = 5m

Ainsi, pour tout t € [n,n + 1],
3
If(®) = f(n)]| < 2

puis, par inégalité triangulaire,

n+1
< [ iro-soas 23

n+1
f £0) dt - f(n)

n+1 +0o0
On en déduit que la série Z f(t) dt—f(n) converge (absolument) par comparaison a une série de Riemann. Comme f f@) dt
0

n>1vn
n+l1

converge, la série Z f(t) dt converge et donc la série Z f(n) également.
n>1vn n>1

Solution 39

Notons F I’'unique primitive de f sur R, s’annulant en 0. On a donc F’ + F = ¢. Par variation de la constante, il existe A € R tel que
X
Vx € R,, F(x) = e‘xf eto(t) dt + Ae™™
0
Notons ¢ la limite de ¢ en +o00. On a donc

Vx € Ry, fx e(t)et dt = fx eet dt + fx(cp(t) —0)et dt = 6(e* — 1) + /x(cp(t) — £)et dt
0 0 0 0
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+0oo
Puisque (p(t)—#)e! = o(e'), quet — e est positive et que ’intégrale f e! dt diverge, on a par intégration des relations de comparaison
t—>+o00
0

x( (t)— &)t dt = ( x‘dt)
/Ocp e x_pfmo /0 e

ou encore .
f (p(t) — €)et dt = o(e)
o X400
Ainsi
X
/ e(et dt = ¢e* + o(e)
0 X—>+00
puis
F(x) = ¢+0(1)
X—>+00
Ainsi F admet également pour limite € en +oo. Puisque f = ¢ — F, f admet pour limite 0 en +oco.
Solution 40

1. Posons g = f' + af de sorte que f est solution de 1’équation diftérentielle y’ + ay = g. Par variation de la constante, il existe A € C
X

tel que f(x) = e_“xf edg(t) dt + Ae™% pour x € R,. Puisque g = 0(1),
+0o0

0
X X
f etg(t) dt = 0(/ e dt)
0 Xt 0

x x 1
at| 4t = Re(a)t t = Re(a)x __ 1
]0- le%| /0- e d Re(@) (e )

Orpour x € R,

On en déduit que
X
/ eUg(t) dt = o(eRe(@x)
0 X—>+00

puis finalement que

X—=>+00

X
lim e™%* f eYg(t) dt =0
0

Par ailleurs, il est clair que lim e~®* = 0 puisque Re(a) < 0. Finalement, on a bien lim f = 0.
X—>+00 +o0
REMARQUE. On peut aussi introduire la fonction @ : x — e®* f(x). On a alors @'(x) = o(e®). Ainsi
X—=+00

P(x)—(0) = o (f le| df)
0

On en déduit sans peine que @(x) = eR@¥je @(x) = €™ puislimf = 0.
X—+00 X—>+00 +00

2im _ —
2. Posons j=e3 etg=f" — jf.Alors g’ — jg = f" + f' + f admet une limite nulle en +o0. Puisque Re(j) < 0, la premiére question
montre que g admet une limite nulle en +oo. Puisque g = f' — jf et Re(j) < 0, la premiére question montre & nouveau que f admet
une limite nulle en +o0.

3. Soient P € C[X] dont les racines sont toutes de parties réelles strictement négatives et D I’opérateur de dérivation. Si f est une fonction
de classe C" (avec n = deg P) telle que lim P(D)(f) = 0, alors lim f = 0. 1l suffit de raisonner par récurrence sur le degré n de P.
+0oo0 +o0

Sin = 0,iln’y arien 2 démontrer. Supposons le résultat vrai pour un certain n € N. Soit alors P € C[X] de degré n+ 1 dont les racines
sont de parties réelles strictement négatives et f une fonction de classe €"*1 sur R, telle que lim P(D)(f) = 0. Soit a une racine de

+o0
P. On peut donc écrire P = (X — a)Q avec deg Q = n. Posons g = Q(a)(f). Alors g’ — ag = P(D)(f) admet une limite nulle en +oo.
Puisque Re(a) < 0, la premiére question montre que limg = 0. Or g = Q(D)(f) et deg Q = n donc, par hypothése de récurrence,
+00

lim f = 0. Par récurrence, le résultat est vrai pour tout n € N.
+00
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Solution 41

X
1. D’apres la théoreme fondamental de 1’analyse, F : x — f f(¢) dt est une primitive de f sur R,. De plus,
0

F(x) — F(0)

Vx € RE,

=g(x)
donc )ICI_I)I}) g(x) = F'(0) = f(0).

2. D’apres I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

Vx € Ry, [F(x)| =

s¢f0x dtJ/O.xf(t)Z dt </x\ f0+°of<t)2 dr

Vx e RY, [g(x)] <

f0x1-f(t) dt

+00
En posant C = f f()? dt,
0

le

donc lim g(x)=0.
X—+0o0
3. Soit x € R%. Par intégration par parties,

[Car o= [ Lrora=-[B0] o [(FOFO,

0

L’intégration par parties est l1égitime car, par continuité de F en 0,

F(t)?
t

lim

t—0

= lim g()F() = g(0)F(0) = 0

Ainsi

x 5 x x
[ eera=-T s [gorwasz [ soroa
0

0 0
Par inégalité de Cauchy-Schwarz,

fx g(t)2 dt < 2\/fx g(t)? dt\/fx f(@)? dt <2C fx g(6)? dt
0 0 0 0

X
/ g(t)? dt < 4C?
0

puis

X +00
La fonction x — f g(t)? dt est croissante (intégrande positive) et majorée donc admet une limite en +oo. L’intégrale f g(t)? dt
0

0
converge donc i.e. g est de carré intégrable sur R, .

Solution 42

— — +o0  _
t et t

. e i 1 . c ey e
1. Soitxel.t— s est continue sur [Xx, +oo[ et — = o0 72 ) par croissances comparées. Lintégrale w3 dt converge donc

t t—>+o00
X

et f est définie sur L.
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2. On peut remarquer que
X -t
vx el, f(x) = f(1)— f eT dt
1
donc f est dérivable sur I d’aprés le théoréme fondamental de 1’analyse et

—X

Vx el f'(x)= —eT

et 1 't
3. On sait que < ST et I’intégrale / - diverge donc
0

t—0

1 1
seo-sw= [ Far ~ [ ==

Comme lim —In(x) = +o0,
x—=0*

)~ =In(x)

+0o0 —t —t +o00 +o0 —t —x +o0 —t
e e e e e
f(x)-f - d _[T] ‘f t_zdt‘T_f =&
b RY b b

et et too —t
Comme — = o0 (T) et que / s dt diverge,
1

Par intégration par parties

(.,
I

Ainsi

f) ~ =

x—=+00 X

1
4. Tout d’abord, f est continue sur I. De plus, f(x) ~o- In(x) donc f(x) =0 (T) par croissances comparées. Enfin, f(x) ~
x—=0 X

-0 X X—>+00

+oo
e 1
= donc f(x) = o (F) par croissances comparées. Ainsi f est intégrable sur I et f f(t) dt converge.
X
0

—+00

Par intégration par parties,
+00 +oo
| rwa=trops- [ o
0 0
Cette intégration par parties est 1égitime car
tf(t) ~ —tint et tf(t) ~ et
t—ot t—+400

de sorte que
lim tf(t) = lim tf(t)=0
tIO f( ) ¢ 1 o f( )

fomf(t) dt:—fomtf’(t):/ome—‘ dt=1

e—t

Ainsi

Solution 43

1
——— ~ —. Alors, en posant
t2 t>+oo 12 p

+o0 Lt
G(x) = f 1=em 4
p

t2

+00 —t
yex 1—e )
Lintégrale / = dt converge puisque
1
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onadonc lim G(x) = 0. Par conséquent,

X—=>+0o0
F(x)=G(x)-G(7x) — 0
X—>+00
Remarquons que
1—e! 1
- - = = 1
t2 t—o0t t + O( )

—t

1
l—e 1
On en déduit que I’intégrale f ( - —) dt converge. Notons C sa valeur. Alors en posant pour x > 0
0

t2 t

1
1—et 1
Hx) = [ (——-=

@) f (—-7)a
X
ona lim H(x) = C. Par conséquent,
x—0+

7x
F(x) = H(7x) — H(x) + f % = H(7x) — H(x) + In(7) — C—-C+1In(7) =In(7)

Solution 44

| —

1 . y
- par croissance comparces donc

_Int I _ _
1. Posons f(x,t) = poas pour (x,t) € RX R}.Six #0, f(x,t) lt o( ) et f(x,t) =, 0(

Nl W

t2 t

t — f(x,t)est intégrable sur R .
1 Int
Enfin, 7.5, (?—2 donc t — f(0, ) n’est pas intégrable au voisinage de 0%.
t—0
Le domaine de définition de F est donc R*.

2. Effectuons le changement de variable u = 1/t :

+00 0 +oo
F(1) =f LI —f ) du —f DY g = —F(1)
0 0

2 22 2
1+t +°ol+(1/u) u uz+1

Ainsi F(1) = 0.

3. Soit x € R}. Effectuons le changement de variable u = x/t.

F(x) = _/0 In(x/u)  xdu
+

- x2 + x2/u2  u?
+o0
1 1 -1
f n(x) — In(u) du
0

x 1+ u?

2
_ minx
To2x
7tln|x
Comme F est clairement paire, F(x) = 2|x|| | pour x € R*.

Solution 45
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1. Soit x € [1, +o0].

fx—f(at)_f(t) dt—fxM dt—fo dt
1 t - 1 t 1 t

En effectuant le changement de variable u = at dans la premiere intégrale

x—f(at)_f(t)dtz adet— xmdt
/1 t t Lt

a

Enfin, d’apres la relation de Chasles,

/* ICORT ORI O f @,
t

2. Soit x € [1,+oo[. Comme f est continue, elle admet un minimum m, et un maximum M, sur le segment [X, ax]. Alors

ax ax ax
t
P t X t P t

0] (t)

ou encore

my In(a) <
X

0
x_ln(a)f - At <M,

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe donc ¢, € [x, a,] tel que

dt < M, In(a)

Sia>1,

1 [ f@
flen) = @), de
Oou encore ax
1D 41 = fena

P

Ceci est encore valable si a = 1 (prendre ¢, = x par exemple). Comme ¢, > x, lim f(c,) = € de sorte que
X—>+00

O} ([) = ¢1n(a)

X—=>+00
X

dt converge et que

+co
On en déduit que f w

1

oo%_f(t)dt=€1n(01)_/1af(7t)dt

1

Solution 46

1. Soitn € N*. L’application t — f(t)e~*/" est continue sur le segment [0, 7t] donc u,, est défini. Cette application est également continue
sur R, et f(Hetm = 0(1/t?) de sorte que v, est défini.
t—>+o00
2. Soit n € N*. Puisque I’intégrale définissant v,, converge, on peut écrire que

(k+1)1

Z f(te ' dt

=0 Ykn
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Mais en effectuant un changement de variable dans chaque intégrale, on obtient

+0o0 T
v, = Z f f(t + km)e~(t+kmin 4t
k=00
Par mt-périodicité de f, on en déduit que
+o0 T +o0
v, = z e—krt/nf f(t)e—t/n dt = u, Z e—kn/n — U,a,
k=0 0 k=0
avec
+0oo 1
— —km/n _
an_kz—:()e T 1—e-T/n

. v o . N . PR (1 n
3. 1l s’agit jute d’un équivalent classique, a savoir e —1 ~ wu. On en déduit immédiatement que a,, ~ s

u—0 n—+oo

T
4. Remarquons tout d’abord que comme f f@) dt =0,
0

u, = /:E fH)(e " —1) dt

T
t
On remarque que eth_1 ~ —.ce qui permet de conjecturer que u,, ~ - f tf(t) dt (ce qui précéde n’est en aucun cas
n—+co

n—+o0o
une preuve). On en déduirait alors la limite de (v,,). On propose alors deux méthodes.
Avec le théoréme de convergence dominée. Posons f, : t — (et/" — 1)f(t). La suite de fonctions (f,) converge simplement vers
la fonction nulle. De plus, pour tout n € N*, | f,,| < |f| sur [0, t] et |f| est évidemment intégrable sur [0, 7t]. D apres le théoréme de
convergence dominée, (u,,) converge vers 0.
On remarque ensuite que la suite de fonctions (nf,,) converge simplement vers la fonction t —» —f(t). De plus,

vn € N*, Vt € [0,71], |nfy(D)] = n(1 — e~ M)|f(O)] < tIf (O]
en utilisant la convexité de exp. La fonction t — t|f(¢)| est 2 nouveau intégrable sur le segment [0, 1] donc, par convergence dominée,

T T
1
(nu,,) converge vers —f tf(t) dt. Puisque v, = ayu, eta, ~ E, lim v, = —= / tf(t) dt.
0 0

n—+c0 T n—+o0
Sans le théoréme de convergence dominée. Remarquons que f est continue donc bornée sur le segment [0, 7t] (elle est méme bornée
sur R, puisqu’elle est m-périodique). En notant M un majorant de | f| sur [0, 7],

T
[u,| < Kf 1 —et/m)dt = K(m+ n(e~™n — 1))
0

Or via le méme équivalent usuel que précédemment,

lim n(e™™"—-1)=—-=n
n—>+oo

de sorte que (u,,) converge bien vers 0.
On constate que

un+%f0ntf(t) dt=/:f(t)<f£—1+%) dt

L’inégalité de Taylor-Lagrange donne pour t € R

t t t2
e n—1+ —‘ < —
‘ " nl = 2n?
Par inégalité triangulaire, on obtient donc
1 (" K " Kn?
u,+= | tf@®dt| < — | ?dt=—
" nl JORIE 2n2f0 6n2

http://lgarcin.github.io 25


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

En particulier,

w2 [Ty = o(l)
n n n—>_+oo n2

0
A fortiori

1 T
u, ~ ——/ tf(t) dt
n—+o0o n 0

Via I’équivalent de (a,,) précédemment trouvé, on en déduit que

1 T
lim U”=_Ef tf(t) de
0

n—+oo

Solution 47

1
1

De maniere plus générale, posons J,, ,, = / t"In(t)P dt pour (n, p) € N2. J, ¢ est clairement définie et, pour p > 0, t" In(t)P =0 (T)

0 t—0 t

par croissances comparées donc ¢ > " In(¢)P est intégrable sur |0, 1]. J,, ;, est donc également définie pour p > 0.
Par intégration par parties, lorsque p > 0,

1 t”+1 1 p 1 .
n P dt = p| — £ n p—
fo t" In(t)P dt [n 1 In(t) ]0 ] /0‘ " In(t)P~ dt

Cette intégration par parties est légitime car la seconde intégrale, a savoir J,, ,_; converge. De plus, le crochet est nul par croissances com-
parées. Ainsi

Inp == n+ IJ"’p'l

Par une récurrence facile
_(oPpt_ (-1pp!
P (1P 0T (n4 1Pt

En particulier,
L =] = (=1)"*n!
n — Jn,n — m

Solution 48

Supposons f intégrable sur R . Par décroissance de f,

2x 2x
f) dt < f(x) dt = xf(x)
X X
et « «
foars [ feax= L2
x/2 x/2
Ainsi, pour tout x € R,
2%

f©) dt < xf(x) <2 xf(t) dt

x x/2
+00 X 2x +o0 2x
Mais / f(t) dt converge donc lim f f@) dt = lim f@) dt = f f(t) dt de sorte que lim f(t) dt = 0. Pour les
0 X—>+00 0 X—+00 0 0 x—=0 x
X
mémes raisons, lim f() dt =0. Ainsi lim xf(x) = 0 par encadrement.
- X—>+00

x/2
1

(x+2)In(x+2)°
f n’est pas intégrable en +oo puisque f admet pour primitive x — In(In(x + 2)) et lim In(In(x + 2)) = +oo.
X—+00

La réciproque est fausse. On peut par exemple considérer f(x) = f estbien décroissante sur R, et lim xf(x) = 0 mais
X—+00
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Convexité

Solution 49

Par une premiére intégration par parties

21 21

21
f()cos(t) dt = [f(t)sin t]én — f'(t)sint dt = —f f'(t)sint dt
0

0 0

Par une seconde intégration par parties

21 21 21
f f()cos(t) dt = [f'(t) cos t]f)7T - f f'(®)cost dt = f'(2m) — f'(0) — / f"(t)cost dt
0 0

0

Enfin, 2 2 2 2
[ f()cos(t) dt = f fr@) dt — f f"(t)cost dt = f [ () —cost) dt
0 0 0 0

Puisque f est convexe sur [0, 27t], f”(¢) > 0 pour tout ¢ € [0, 27]. De plus, 1 — cost > 0 pour tout ¢ € [0, 27]. Finalement

21
f()cos(t) dt >0
0

Solution 50

1
1. Pour tout x € R%, In"(x) = —2 < 0donc In est concave sur R%.

Pour tout x € R, exp”(x) = exp(x) > 0 donc exp est convexe sur R.
2. L’inégalité est clairement vraie lorsque I’un des x; est nul. SUpposons donc tous les x; strictement psoitifs. Par concavité de In,

}’ll 12231 ln(xi) < In (% Z xi>

i=1

Puis par croissance de 1’exponentielle,

S

1 & n
exp (E D ln(xi)> <=>x
i=1 i=1

Oou encore
n 1/n 1 n
(=) <3z

3. Comme S est symétrique réelle, elle est orthodiagonalisable dans M,,(R). Supposons que pour tout X € M, ;(R), XTSX > 0. Soit A
une valeur propre (nécessairement réelle) de S et X un vecteur propre associé. Alors X' SX = AX "X = A||X||> > 0. Comme X n’est pas
nul, ||X||? > 0 donc A > 0. Ainsi Sp(S) C R,.

Récirpoquement, supposons Sp(S) € R,. On sait qu’il existe P orthogonale telle que S = PDP' ol D est une matrice diagonale 2
coefficients diagonaux positifs. Soit X € M, ;(R). Alors

XTSX = (PTX)TD(PTX) = zn] LY >0
i=1
en notant A4, ..., A, les coefficients diagonaux de Det Y = P'X.
4. Notons Ay, ..., A, les valeurs propres de S. D’apres la deuxiéme question,
n 1/n 1 n

1
ce qui signifie (det(S))n < %tr(S).
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5. Remarquons que M ™M est une matrice symétrique. De plus, pour tout M € M, ;(R), X' (MTM)X = [[MX|? > 0 donc Sp(M™M) C
R, d’apres la troisiéme question. D’apres la question précédente,

det(MTM)Y" < %tr(MTM)
On conclut en remarquant que det(M M) = det(M ") det(M) = det(M)?.

Suites et séries de fonctions

Solution 51

1. Soit x € wZ. Alors pour tout n € N, f,,(x) =
Soit maintenant x € R \ Z. Alors | cos x| < 1 donc lim ncos”x =0 puls 11m fu(x)=0.

n—+oo
Finalement la suite (f,,) converge simplement vers la fonction nulle.

1 T
2. Posons x,, = — - pourn € N*. Alors pour tout n € N*, x,, € [O =

D’une part, n sm(xn) — 1. D’autre part, cos"(x,,) = e”‘l“(“"(l/")) et

n—>+o0o

In(cos(1/n)) = In(1+o0(1/n))= = o(1/n))

de sorte que cos™(x,) — 1.

n—+00
Finalement, lim f,(x,) = 1 # 0 donc la suite (f,,) ne converge pas uniformément.
n—-+oo

. . T b
Soit maintenant a € ]0, 5] Alors pour tout x € [a, 5]

/()] < ncos"(a)sin(a)

donc

|faleo < ncos™(a)sin(a)

(c’est méme une égalité) donc lim |f,,] = 0 puisque 0 < cosa < 1. Ainsi (f,,) converge uniformément vers la fonction nulle sur
n—+oo

2]

3. Méthode n°1
Remarquons tout d’abord que f,, est positive et que

T

fogfna) at = -

" [cos"+! t]g =
1 0 n+1
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€
Soit € € R}. Comme g est continue en 0, il existe o € R} tel que |g(x) — g(0)| < 5 pour tout x € [0, a]. Ensuite,

[ (080 di - f ’ (080 di] < f  F0le(0) - g0 dt
0 0 0

< / ? (O di+ f ? fu(lg — 8Os

s + g - 20l f £ dt

£ - 5Ol f gAor!

2
Comme (f},) converge uniformément vers la fonction nulle sur le segment [OL, g], lim f Jn(8) dt = 0. 1l existe donc N € N tel
n—+oo
(¢4

3
que pour tout entier n > N, ||g — g(0) / Jnu(t) dt < e. On en déduit que pour n > N,
(o4

/ * F(0g(0) di / * 1(0g(0) dt
0 0

<eg
Ainsi - .
2 2
lim f £0g(0) di — f £(D8(0) dt =
n—->+4+oo 0 0
Finalement,
0
f 0g) ae = 8D g0)
donc -
2
lim / £(0g(0) dt = g(0)
n—->+oo 0
Méthode n°2

L application ¢ — cos™*! t est bijective de [0, 7t/2] sur [0, 1], strictement décroissante et de classe C* donc, par changement de variable

z 1
/O ’ fa®g(t) dt = ni-i-l /(; f(arccos("/u)) du

La fonction u — f(arccos("*{/u)) converge simplement sur ]0, 1] vers la fonction constante égale 2 f(0) car f est continue en 0. De
plus, g est bornée [0, 1] (continue sur un segment) donc u +— g(arccos("*W)) est dominée par une constante (clairement intégrable
sur le segment [0, 1]). On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée de sorte que

1
lim f ") du = [ g00) du=g0)
n—>+ 0
On en conclut immédiatement que

lim f ? (0g() dt = g(0)
n—>+oo 0

http://lgarcin.github.io 29


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

Solution 52

1. On remarque tout d’abord que les f,, sont définies sur | — 1, 4+oo[. On calcule un développement limité de f,,,;(x) — f,(x) :

1
T (X) = fu(x) = m—Zvn+1+2ﬁ
12
nt1+X  \n+1+4/n

_(1 x)1+01
n;oo4zg 3

nz

‘o 1 s .
Comme la série Z — converge, on en déduit que Z fns1 — fr converge simplement sur | — 1, +oo|.
n>1pz n>1

2. La convergence simple de la série Z Jns1 — fn équivaut a la convergence simple de la suite (f;,) vers une fonction f. Notons f sa

n>1
limite et posons g, = f,41 — fu- & €st dérivable sur | — 1, 4+o0[ et pour x €] — 1, +o0[ :
, 1
gn(x) = - 3
2(m+1+x)2
De plus, pour x €] — 1, +o0[
, 1
gl < —5

2n2

ce qui prouve que Z g5, converge normalement. Comme Z g, converge simplement vers une fonction g, on en déduit que g est de
n>1 n>1
classe C! sur | — 1, +oo[. De plus, en utilisant un télescopage, g = f — f;. Comme f; est elle-méme de classe C! sur | — 1, +00, on en

déduit que f est de classe C.

3. Comme 2 g, converge normalement, cette série converge uniformément. Par conséquent, la suite (f,,) converge uniformément. Par
n>1
conséquent :

1 1
f f(t) dt = lim f £,(6) dt
0 n—+oo 0

Or, par une intégration facile :
1 n
f ful0) dt = (zzx/m —\/Tc>—z\/E
0 k=1
=2yn+1-2-2yn=

2

2
Vn+14+4/n
1
On en déduit que f f() dt = -2.
0

Solution 53

. 1 s . . . _
1. Soit x € R}. Alors S0 ~ 2e™ et Z e~ ¥ est une série a termes positifs convergente (série géométrique de raison e™* €
S n—+oco

[0, 1]). Ainsi la série Z converge. f est donc définie sur R%. Mais f est manifestement impaire donc f est définie sur R*.

1
sh(nx)

On utilise ensuite une comparaison a une intégrale. Fixons x € R} . La fonction t » ——— est décroissante de sorte que pour tout

sh(xt)
T ar 1 T ar
/1 ey <TGyt fl Sh(xD)
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1
Une primitive de T étant t — In(th(x/2)), on trouve

—2in((3)) <560 < 55 - 3 m((3))

.y X . 1 1 1 Inx .
On montre aisément que In (th (—)) ~ Inxetonsaitque — ~ —.Comme — = o(—|, on en déduit que
2 x—0t shx x-0t X X x-ot X
Inx
xX) ~ ——
f) ~ ==
Comme f est impaire, on peut affirmer que
In |x|
x -
5 )x—>0 X

REMARQUE. On peut également remarquer que pour X €]0, 1], par le changement de variable u = xt,
T 1 (M dw 1w 177 du
L sh(xt) x ) shu  x ) shu  x ) shu

1

1 1 1 du

Mais — ~ —,u > — est positive sur R} et / — diverge, donc
shu u—4+00 U u 0 u

fl du fl du

—_— ~ — =—Inx
shu x—0t u

x X

A ey o(d)
| sh(xt) xsot X X

On en déduit donc que

R Inx
et on peut alors & nouveau conclure que f(x) ~om
x—0 X
: * 1 —2nx —2nx LN igs o £ Loos :
2. Soit x € Ri. Alors ——— ~ 4e et Z e est une série a termes positifs convergente (série géométrique de raison

shz(nx) n—-+co

e~2* €[0,1]). Ainsi la série Z hz— converge. g est donc définie sur R%. Mais g est manifestement impaire donc g est définie sur
sh”(nx
" (n)

Posons ensuite u,(x) =

2

1
. Pour tout n € N*, limu,, = —. De plus, sh est convexe sur R, donc shx > x pour tout x € R, et
sh?(nx) o " n? * *

2
X 1 A o P .
——— < —; pour tout x € R} et méme pour tout x € R* (parit€). On en déduit que la série Z u, converge normalement
sh*(nx) n neN=

sur R*. On peut alors utiliser le théoréme d’interversion limite/série

donc

+0o0 +o0 2
li ) 1 s
m 3= >
x—0 " n? 6
n=1 n=1
ou encore lim x2g(x) = m?/6. Par conséquent,
x—0
0~ Z
g x—=0 6x2

Solution 54

1. On raisonne par récurrence. Tout d’abord, g, est bornée. Si on suppose g, bornée pour un certain n € N, alors

X X
Vx € [0.1], [gna(x)] < f lgn(1 = )] dt < f gl 4t = Xlignllee < Ignlls
0 0
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Notamment, g, est bornée. On a donc montré par récurrence que g, est bornée pour tout n € N.
En fait, on a montré plus précisément que pour tout n € N et tout x € [0,1], |g,41(%)] < X||gnlle- Ainsi pour tout x € [0, 1] et tout
n e N*,

X X 1
1
8nna0 < [ 180 =00t < [ A= Dlgaalls 06 < [ 0= Dlgacslo 0 = 3l
0 0 0
. 1
Par conséquent. sl < 5181l

1 1
2. D’apres la question précédente, pour tout n € N*, ||g2,41]le0 < §||gn_1||oo. On en déduit que pour tout 7 € N, |Ig2nllee < 2—n||g0||oo et

1 . , K
I82n+1ll0 < 5571181 lco- On vérifie alors qu’en prenant K = max([12olleo> V20181 llo0)> 0n @ lgalleo < 2
2
REMARQUE. On calcule ais€ment ||yl = [I€1/leoc = 1 de sorte que K = \/E

1

n

Comme la série Z est une série géométrique convergente, il en est de méme de la série Z |lgnlle- Par conséquent, la série Z gn

converge normalement sur [0, 1] et donc simplement. La fonction G est bien définie sur [0, 1].

Tout d’abord, g, est dérivable de dérivée nulle. De plus, pour tout n € N, g,, est également dérivable d’apres le théoreme fondamental
de I’analyse et g,(x) = g,_1(1 — x). La série z g5, converge donc normalement et donc uniformément. On en déduit que G est
dérivable et que

+o0 +o0 +o0
Vx €[0,1], G'(x) = ] gn(x) = D) gna(1 —x) = D g1 —x) = G(1 — x)
n=0 n=1 n=0
Cette égalité montre a nouveau que G’ est dérivable et que
Vx € [0,1], G"(x) = -G'(1 — x) = —=G(x)
3. Il existe donc (o, ) € R? tel que G = acos +f sin. Mais pour tout n € N*, g,(0) = 0 donc G(0) = g,(0) = 1. De plus, G'(1) =

1+ sin(1)

G(0) = 1. On en déduit que a = 1 et —asin(1) + Scos(1) = 1 puis que § = cos(1)

Solution 55

1. Supposons qu’il existe une telle suite. Notamment

+o00
Dap=2
n=0

On en déduit notamment que a < 2 pour tout n € N. Par ailleurs
+00
Z al =4
n=0

de sorte que
+o0
Z 22 —at =0
n=0

ou encore

+o00
2. Gn(2—a) =0
n=0
Notre remarque initiale montre qu’il s’ agit d’une somme de termes positifs. Par conséquent, a,, = 0 ou a2 = 2 pour tout n € N. Mais
+00
puisque Z a? = 2, il existe un unique p € N tel que alz, = 2 et a,, = 0 pour tout entier naturel n # p. Mais alors
n=0
+o00
Dai=a5=2=8+#6
n=0

On a donc montré par I’absurde qu’il n’existe pas de suite vérifiant la condition de 1I’énoncé.
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2. Supposons qu’il existe une telle suite (a,,). Alors

+00
VkeN, ) kak=1
n=0
Puisque
+oo
5 1
2, =3
n=0

, 1. 1
onaay < 7l la,| < 5 pour tout n € N.
Posons ¢, (k) = k?ak. Alors, pour tout n € N et tout k > 2
2

_ k
lon (k)| = kzlan|k 2|an|2 < ﬁa%

La suite (k?/2K72);,cn converge vers 0 donc est bornée. On en déduit qu’il existe M tel que pour tout € N et tout k > 2
len(k)l < Ma;
Comme la série Z converge, la série Z ¢, converge normalement sur N. De plus, pour toutn € N, klim ¢, (k) = 0 par la majoration
—>+00

a%l neN
précédente. Par le théoréeme de la double limite,

+o0
lim Y k?ak =0
k—+o0 =0
ce qui contredit le fait que
+o0
VkeN, Y kdk=1
n=0

Solution 56

1. Posons f, : ¢t — In(1 + ™). Si ¢t € Ry, alors la suite (f,,(¢)) ne converge pas vers 0 donc la série Z Jn(t) diverge. Sit € R¥, alors

—t

fu® ~ e ™ etlasérie Z e est une série géométrique a termes positifs convergente (de raison e~ €]0, 1[). Par conséquent, la
n

—+00

série Z Ju(t) converge.
Finalement, le domaine de définition de f est R}.

2. On sait que 0 < In(1 + u) < u pour tout u € R. Ainsi, pour tout t € R,
0< fult) < e

Fixons a € R*. Alors pour tout t €] — o0, a],
0 S fn(t) S ent S ena

etdonc || fu]leo < €™ ol || - |l désigne la norme uniforme sur | — oo, a]. A nouveau, la série géométrique Z e"® converge donc la série

Z fn converge normalement sur | — oo, a]. A fortiori, elle converge uniformément sur | — oo, a]. Par ailleurs, f,, admet pour limite O
en —oo sin € N* et In2 si n = 0. Le théoréme d’interversion limite/série permet alors d’affirmer que

+00
limf =3 limf, =In2
lim f r;)_lg}fn n
2

3. En étudiant la fonction u — In(1 + u) —u + u?, on prouve que

2

Yu e Ry, 1n(1+u)2u—u7

Ainsi 1
Vit € R*, f(t) > e — zezm
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Par conséquent,
1 1 1

1+ 2é!

+0o0 +o0
1
VEERE, f(H)> D e — = ) el = -5

14 2¢t
Puisque tl—ij(])]— ﬁ = 400, lg)]]'lf = 4+00.

Solution 57

T 2(1—e?)

+o0
1. Soit ¢ €]0, 1[. Puisque —t® €] = 1,0[, " (=tb)" =

n=0

T On en déduit que

ta—l -'io
= u, (1)
141" o

avec u,(t) = (—1)"a-1+nb,

2. Soit n € N. Puisque a — 1 + nb > —1, |u,] est intégrable sur |0, 1] et

1 1 1
t t = ta—1+nb —
fo () d fo .

1
La série Z 25 7b diverge. On ne peut donc pas apppliquer le théoreme d’intégration terme a terme.
3. Soit N € N.
1 1N
f Sn(t) dt = f Do (=nrgatianb g
0 0 n=0
1 1— (_1)N+1[(N+1)b
= / o=t T dt (somme des termes d’une suite géométrique)
0
1 1
fa-1 ta—1+(N+1)b
[ e [
o 1+t o 1+¢
Or
1 fa—1+(N+1)b 1 1
0< I dt< (a-1+N+Db gy = =
~J 1+1tb ~J a+(N+1)b

Ainsi, par théoréme des gendarmes

1 fa-1+(N+1)b
lim ——dt=0
1+1¢b

1 1 ta—l
li Sn(t) dt = dt
NiTwL N ]O' 1+t

1 fa-1 +00  pl +oo (_1)11
/0. o dr= 2/0- un(t)dtznz T

de sorte que

4. On déduit de la question précédente que

5. D’apres la question précédente, en prenanta = letb =3
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1
On décompose T3¢ " éléments simples. 11 existe (a, b, ¢) € R3 tel que

X3
1 1 _a bX +c
BETS b TE TR S b
On trouve a = (X + 1)F)(-1) = —Deplus hm xF(x)—O—a+bd0ncb——§ Enfin, F(O)—l—a+cd0ncc—§ On peut
réécrire sous la forme
1 1 1 X-2 1 1 2X -1 1 1

1
FX)=2-.——_ _—-._ 2 ¢ __-. _ . —.
X) 2 3 X+1 6 XZ—X+1+2 X2—-X+1

On calcule successivement

1
f ti_tl = [In(1 + O]} = In(2)
0

1
2t—1 1
= dt=[In(2-t+1)] =
_/O.tZ—t+1dt [In(¢* — ¢ + 1]

On en déduit que

Solution 58

1. Remarquons que pour tout n € N, f,,; est de classe Cl et f;,; = f,. On en déduit que pour tout n € N, f, est de classe C" est que

,5") = f,_k- Remarquons également que pour tout n € N, f,,,;(a) = 0 i.e. pour tout n € N*, f,(a) =
Fixons x € [a, b] et appliquons I’inégalité de Taylor-Lagrange a f, entre a et x.

(k)
il )—Zf" - | < a7 2

Or pour tout k € [0,n — 1],
@ = furl@) =0

et fu (m) = f donc

() (b)

Ifa(¥)] < max |17 < Wl 77—

Par conséquent
(b- a)”
Ifalloo < W flloo—7—

a)®

Comme la série exponentielle Z (—' converge, la série Z fn converge normalement sur [a, b].
n!

2. Lasérie Z f, converge simplement vers F — f. De plus, pour tout n € N*, f;, est de classe C! et la série Z Jn» ¢’ est-a-dire la série
neN* neN*
_1 converge normalement sur [a, b]. On en déduit que F — f; est de classe C sur [a, b] et que
1 g 1 t b]. On en déduit que F — f; est de classe C! bl etq
neN*

+00 +0o0 +oo
F-f)= Zfriz an—lz an:F
n=1 n=1 n=0
La fonction ¢ : x = e *(F(x) — f(x)) est donc de classe C! sur [a, b] et

@'(x) = —e7*(F(x) — f(x)) + e7*(F — f)'(x) = —e"*(F(x) — f(x)) + e7F(x) = e7*f(x)
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Ainsi ¢ est une primitive de x — e~* f(x) sur [a, b]. Par ailleurs
o(a) = e (F(a) — f(a)) =0
car f,(a) = 0 pour tout n € N*. Ainsi .
Vx € [a,b], o(x) = f e"tf(t) dt
ou encore ¢

Vx € [a,b], F(x) = f(x) + €* fx e tf(t) dt

Solution 59

1. Soit x € R,. Via des développements limités usuels :

xln(1+l) = E+o(i2)
n n

n-+oo N
X X 1
m(1+7) = T+0(53)

1
donc u,(x) = O (—2) donc Z u,(x) converge. La série Z u, converge simplement sur R, .
n n

—+00

2. Soit n € N*. u, est de classe C! sur R, et

1 1
Vx e R,, u,(x)=1 (1 —)—
+> Up(x) n +}’l T x
On montre classiquement que
1 1 1
Sln(l+—>$—
n+1 n n
donc
1 ! <u’(x)<1 !
n+l n+x~ """ n n+x
ou encore 1
X — X
— < up(x) L ———
n+1Dn+x) ~ n(x) < n(n + x)
Ainsi 1
X
’
|un(x)|5 n2
Soita € R,.
a+1

Vx € [0, a], |u,(x)| <

2
La série Z u}, converge donc normalement sur [0, a]. Ainsi g est de classe C sur [0, a] et, par suite, sur R, .
3. On a clairement u, (1) = 0 pour tout n € N*. On en déduit immédiatement que f(1) = 0.

. . . ) 1
Les u;, sont clairement croissante sur R% donc g’ ’est également. Par ailleurs, f'(x) = g'(x) — % pour tout x € R% donc f est

croissante sur R} comme somme de deux fonctions croissantes. On en déduit que f est convexe sur R.

Soit x € R%.
+o0 +o0 +0o0 +0o0 1 1
/ 1_/ — ! 1_ ! — ’ 1_/ — —
FOAD =g ()= L uhe+ )= T ()= F uhlx+ D=0 = 3, s = iy

par télescopage. Posons P(x) = f(x+1)—f(x)—In(x) = g(x+1)—g(x)—In(x+1).

1
C li =0,g'(x+1)-¢ =
omme lim ——— g'(x+1)—g'(x) 1
Alors P est dérivable sur R et

V) =g+ -g) -7 =

Ainsi P est constante sur R’ . Mais comme P(x) = g(x + 1) — g(x) — In(x + 1) pour tout x € R, ¥ est en fait prolongebale par
continuité (et méme prolongeable en une fonction de classe C') sur R, puisqu’on a vu que g était de classe C! sur R,. En notant
encore 1 ce prolongement, P(0) = g(1) — g(0) — In(0 + 1) = 0. Par conséquent, P est constamment nulle sur R_.. On en déduit que
f(x+1)— f(x) = In(x) pour tout x € R}.
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4. Posons f,,(x) = xIn(n) + In(n!) — Z In(x + k).

k=0
Soit x €]0, 1]. Par convexité de la fonction de f,

fintx)—fm) _ fr+1)—f(n)

X - (n+1)-—n

= In(n)

ou encore
f(n+x) < xIn(n) + f(n)

Par ailleurs, par télescopage

n—1 n—1 n
f)=fm)—f) = flk+1) = fk)= > In(k) = —In(n) + Y In(k) = —In(n) + In(n!)
k=1 k=1 k=1

et
n-1 n-1 n

fn+x)=fG) =D, flk+1+x) = f(k+x)= D, In(x+k) = —In(x + n) + ), In(x + k)
k=0 k=0 k=0

On en déduit que

f()=In(x +n) + Y In(x + k) < xIn(n) — In(n) + In(n!)
k=0

ou encore
xX+n

n

Fe=1n(222) < £

Toujours par convexité de f,
fm)—fn—-1) _ fin+x)—f(n)

In(n—1) = -1 = X

ou encore
xIn(n—1)+ f(n) < f(n+ x)

ce qui équivaut a

xln(l - %) +xIn(n) + f(n) < f(n+ x)

En raisonnant comme précédemment, on obtient

Ja(x) Sf(x)—ln(x:n>—xln<1— %)

Finalement

f(x)_ln(x:l-n)an(x)Sf(X)—ln(x:l_n)_xln(l_%)

D’apres le théoreme des gendarmes,

lim f,(x) = f(x)
n—+oo

On procede par récurrence, et on note %), 1’assertion
Vx €lp,p+1], lim f,(x)= f(x)
n—+00

On vient de montrer que %) est vraie. Supposons qu’il existe p € N tel que %, est vraie. Donnons-nous alors x €]p, p+1] et remarquons

que 1
XxX+n+
falx +1) = £,(x) = In(x) — In (T)

Ainsi
nEI+n fa(x+1) = f(x) +In(x) = f(x+1)

Ceci prouve que %, est vraie. Par récurrence, %, est vraie pour tout p € N ou encore

Vx € R}, lim fu(x) = f(x)
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Solution 60

a n
1. Soit x € R. Alors [u,(x)] < |n| . La série Z Jod® l converge en tant que série exponentielle. La série Z |u,,(x)| converge donc par

majoration. La série z u,(x) converge donc (absolument) On en déduit que D = R.

o™

n
N . ‘oz . o (o . . .
2. D’apres la question précédente, ||u, |l < o A nouveau, la série Z % donc la série Z Iyl converge par majoration. La série

z u, converge donc normalement sur R et donc uniformément sur R.

O‘neinx B (aeix)n
nl — nl

3. Soit x € R. Posons v,(x) = . La série Z U, (x) est une série exponentielle. Elle converge et

+o00 .

ix iy qi
§ V(%) = e%e” = gxcosxplasinx
n=0

Ainsi
+oco +0o0 +00
C(x) = Z u,(x) = Z Re(v,(x)) = Re (Z vn(x)) = %X cos(a sin x)
n=0 n=0 n=0
4. a. Fixonsn € N.
Remarquons que les fonctions u,, sont paires et donc C également. Pilr conséquent, x — sin(nx) cos(nx) est impaire et J,, = 0.
[s9)

Posons ensuite wy(x) = cos(nx)u,(x) pour k € N. Il est clair que z wi(x) = cos(nx)C(x). De plus, |willew < tklle donc
k=0

Z wj. converge normalement sur R et donc uniformément sur R. En particulier, Z wj, converge uniformément sur le segment

[—7, 7t]. Enfin, les wy sont bien continues sur [—7, 7t]. On peut donc affirmer que

T +00
f Z wi(x) dx = Z wk(x) dx

7 k=0

D’apres I’indication de 1’énoncé

fﬂ wi(x) dx = 7 f (cos((n + k)x) + cos((n — k)x)) dx

T

On en déduit que

- 0 sik#n
f w(x) dx =42 sik=n=0
- o

7 Slk=l’l?50

n

Par conséquent, I, = 2met I, = sin e N*,

b. On en déduit immédiatement que lim J, = lim I, =0.
n—+oo n—->+oo

1 + cos(2nx)

5. Soit x € R. Remarquons que cos?(nx) = >

de sorte que

a’cos?(nx) 1 o 1
Tl T2 Ty )

o cosz(n )

Or les séries Z — et Z u,(2x) convergent donc 2 converge également. Ainsi S est définie sur R et

+o0
1 n O[
Vx € R, S(x) = Z 4> Z uy2x) = & 4 2 2C0x) = - + e 2 cos(asin2)

Solution 61
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—nx

1. Pour tout x € R, la série Z (="
n>0

e Ly o - ‘
1 convergeen vertu du critére spécial des séries alternées.
e—nx

2. Posons f,,: — (=1)"

Alors || fullo,r, = donc la série Z Jn ne converge pas normalement sur R. Néanmoins, en vertu

n+1° n+1

+o00
du critere spécial des séries alternées et en notant R,, = Z S
k=n+1

VneN,Vx € Ry, [Ry(x)] < [fo1(X)]

donc
1

n+2

Vn e N,Vx € Ry, [Rulleor, < Ifntillcor, =
donc (R,,) converge uniformément vers la fonction nulle. Par conséquent, Z fn converge uniformément sur R .

3. Les fonctions f;, étant continues sur R et Z Jn convergeant uniformément sur R, S est continue sur R.

+0o0
Par ailleurs, lim f,, = §,, o donc d’aprés le théoréme de la double limite, lim S = Z lim f,, = 1.
400 ’ +o00 n=0 +0o

4. Les solutions de 1’équation homogene sont les fonctions x — Ae* avec A € R. On cherche une solution particuliére de la forme
X —X

X — Mx)e* avec A dérivable sur R% ce qui donne A'(x)e* = — ou encore A'(x) = —

On peut donc choisir, A(x) =

ex+1 1+ex
In(1 + e™*). Les solutions sont donc les fonctions
x> Ae* +In(1 + e™*)e*
avec A € R.
1 . , Lne ™ , ne~"¢ 1
5. Remarquons que les f, sont de classe C* sur R} et que f,;(x) = —(-1) .Soita > 0. Alors || fyllco,[a400[ = = = © (—)
n+1 e n+1 n-+o n2
donc Z fii converge normalement et donc uniformément sur [a, +oo[. Ainsi S est de classe ! sur R¥ et
+oo +oo ne_nx +00 +oo e_nx 1 ex
Vx e RY, S'(x) = (x)=— 1" =— —1)te ™ + -1 =-— +S(x) = ——— + S(x
(9= X A0 == BT == B0 B i =~ 50 = gy 450

Ainsi S est solution de I’équation différentielle de la question précédente sur R . Il existe donc A € R tel que
Vx € RE, S(x) = Ae* + In(1 + e~ *)e*

Orln(l1+e*) ~ e *donc lim In(1+ e ¥)e* =1. Comme limS = 1, on a alors A = 0. Finalement
X—+00 X—>+00 +00

Vx € R%, S(x) = In(1 + e ¥)e*
Par continuité de S et x — In(1 + e™*)e* sur R,

Vx € Ry, S(x) =In(1 + e ¥)e*

Solution 62

1. Six > 0,v,(x) = o0(1/n?) par croissances comparées donc Z v, (x) converge.
n o0

-+

neN*
Si x < 0, alors v,(x) —> 400 donc Z U, (x) diverge grossiérement.
n—+oo neN#
Enfin, v,(0) = 1 pour tout n € N* donc Z v, (0) diverge grossiérement.

neN*
Finalement, le domaine de définition de S est RY.
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. Soit n € N*. Alors v, est dérivable sur R} et v,(x) = (In(n) — n)v,(x) < 0 donc v, est décroissante sur R .
Pour tout n € N*, v, est continue sur R%. Soita € R}. Pour tout n € N* ettout x € [a, +00[, 0 < v,(x) < vy(a) done [|Vy]lco,[q,+00[ <

v,(a). D’apres la premiére question, 2 v, (a) converge donc Z v,, converge normalement et a fortiori uniformément sur [a, +oo].
neN* neN*

Par conséquent, S est continue sur U [a, +oo[= RE.
aeR}

. Fixons a € Rj. Z v, converge normalement sur [a, +oo[. De plus, pour tout n € N* et tout x € R%, v,(x) = en(M—)x ot

neN*

In(n) — n < 0 donc limv,, = 0. Par théoréme de la double limite, lim S = 0.
+00 +0oo

. Pour tout n € N*, limv,, = 1. Si Z v,, convergeait uniformément sur ]0, +oo[, la série Z 1 convergerait, ce qui est évidemment
o+
neN* neN*

faux. Ainsi Z v, ne converge pas uniformément sur ]0, +ool.
neN*

. Pour tout n € N*, v,, est de classe C! sur R et
Vx € R, v,(x) = (In(n) — n)v,(x)
Soit a € R. Pour tout n € N*, on obtient par décroissance de v,,,

[R(O)] = (n = In(M)vy(x) < nVA(X) < NUy(a) = n*He™

A nouveau, n%*le™"@ = o(1/n?) par croissances comparées, ce qui permet de conclure que Z vy, converge normalement et donc
n—+oo neN=
uniformément sur [a, +oco[. On en déduit que S est de classe C! sur U [a, +oo[= R}.
aeR}

Solution 63

1. Soit x € R}. La suite ((—1)"u,,(x)) est décroissante de limite nulle. La série Z u,,(x) converge donc en vertu du critére spécial des
séries alternées. Ainsi f est définie sur R7.
Montrons que f est continue sur R.

* Pour tout n € N, u,, est continue sur R%.
+00
* Posons R, (x) = Z ur(x) pour n € Net x € R%. En vertu du critere spécial des séries alternées,
k=n+1
1 1
<
n+l+x " n+1

Vx € R%, |R,(X)| £ |[upp1(%)| =

puis nEI-II-loo [Rplleo,rz = 0. Ceci signifie que Z u,, converge uniformément sur R’ .

1
On en déduit que [Rp[|eo,rz < —

Par théoréme de transfert, f est continue sur R .

2. Remarquons que pour tout x € RY,

+00
£ = SCERIEESNICERS

el

+00 1 +00
+ Z Uy(x) = 27T Z Upy1(X) =
n=1 n=0

Ll e

1 1
Comme f est continue en 1, on peut écrire f(x) = = — f(1) + o(1). A fortiori, f(x) ~ =.
x—0t X x—-0t X

Remarquons maintenant que pour tout x € R,

O =14 D) = 1+ Y, ()
n=1 n=0
donc . .
21(x) = < + f U () + thyyy () = f 1"
Cx o A YT L (x+n)(x+n+1)
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Posons v, : X + Sl On peut montrer comme précédemment que Y v, converge uniformément sur R’ grice au
ne x+n)(x+n+1) n +
1

(n+ 1)(11 +2)

critere spécial des séries alternées. Mais encore plus simplement, [[Uy[co,[1,400[ = donc Z v, converge normalement

et a fortiori uniformément sur [1, +oo[. Puisque lim v,(x) = O pourtoutn € N, lim Z U,(x) = 0 par théoréme d’interversion
X—+00 X—+0o0

n=0

1 1

série/limite. On en déduit que 2f(x) = = + o(1). A fortiori, f(x) ~ —.
x—400 X x—t00 2X

3. Remarquons que pour tout x € R,
+0o0 1
sy = -1 [t
n=0 0
On ne peut malheureusement pas appliquer le théoréme d’interversion terme a terme. Posons donc
n 1
Sn(x) = D (=Dk / thtx—1 q¢
k=0 0

de sorte que

fx)= lim S,(x)

Alors
1 n
Sn(x):f (Z(—l)ktk”‘l) dt
0 k=0
1
1 t)"+1 dt
b 14t
-1 4t !
=f 1 + (- 1)"f X1 4+t dt
0 +1 0
Or

1 1
1
osf t”+x1+tdt§f X df = ———
o o n+x+1

1
donc lim f t"*tX1 + ¢t dt = 0. On en déduit que
0

n—>+oo

D=1 gy
T+¢

fO) = Tim 8,00 = f

0

Solution 64

1. Lasérie Z fn converge uniformément donc simplement sur X et la suite (R,,) de ses restes converge uniformément sur X vers la fonction

nullei.e. lim |Ry|le = O. Puisque R, = Z Ji» [ = Ry—1 — R, puis, par inégalité triangulaire, || f,llco < IRn-1llco + IR1lleo- On
n—+oo
k=n+1
en déduit que lim | f,|l = 0i.e. (f;,,) converge uniformément sur X vers la fonction nulle.
n—+oo

2. Supposons que la série Z Jn+1 — fu converge uniformément sur X. Notons S sa somme. Alors la suite (S,,) des sommes partielles
converge uniformément vers S sur X. Par télescopage, S,, = f,.41 — Jfo donc || f, — (S+ fo)lleo = ISn—1—S|lcc — 0 donc (f,;) converge
n—+co
uniformément sur X vers S + fj.
Réciproquement, supposons que (f,,) converge uniformément sur X. Notons f sa limite. Dans ce cas, ||S,, — (f — fo)leo = Ifus1 —
fllo — 0. Ainsi (S,,) converge uniformément sur X vers f — f,. Par définition, Z Jfu+1 — [ converge uniformément sur X.
n—+oco

Solution 65
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1. Fixons x € R%. La suite (e~*n%),, oy est décroissante puisque x > 0. D’aprés le critére spécial des séries alternées, la série Z fn(x)
converge i.e. la série Z fn converge simplement sur R .

2. Supposons que la série Z fn converge uniformémement sur R’ . Alors la suite (f,,) convergerait uniformément vers la fonction nulle

1
sur R%. Or pour tout n € N, € R* et la suite de terme général f,(1/A,,) = (—1)"e~! ne converge pas vers 0.
n

La série Z fn ne converge donc pas uniformémement sur R .

3. D’apres le critere spécial des séries alternées
Vt € R, |S(t)] < e~Po!

Or t — e~ est intégrable sur R, donc S également.

Toujours d’apres le critere des séries alternées,

< e~Mnt

() — D filt) de

k=0

Vn € N,Vt € R,

donc
Vn eN, f ooso:) dt =] f " fa(®) dt‘ = f oo(S(t)— > fk(t)) dt| < f oo‘s(t)— > fk(t)’ dt < f we—knm ar
0 k=0Y0 0 k=0 0 k=0 0
Oou encore .
+0oo n (_1) 1
/0 S(1) dt—kZ::0 . < ™

On obtient alors en passant a la limite

+ +o0 n
f S dt= ). (_}Ll)
0 n=0 n

Solution 66

1. Soit x € R}. La suite ( ) est décroissante de limite nulle de sorte que la série Z u,,(x) vérifie le critere spécial des séries
neN

alternées. La série Z u,(x) converge donc et

+o00
1
Vx € [a,+oo[, Vn €N, Z ur (0| < [up (%) < =
k=n+1 n
+oo
La suite des restes ( Z uk) converge donc uniformément vers la fonction nulle sur R i.e. la série Z u, converge uniformément
k=n+1 neN

sur R} . Les u,, étant continues sur R%, f est continue sur R .

2. Soitx € R}.

+0o0 _1k 1 +0o0 _1k 1 +0o0 _1k
f(x)=kz_‘6§€T)k=;+2( r=1-y

via le changement d’indice k — k — 1.

3. Soit x € R}. D’une part,

D’autre part,

En additionnant ces deux inégalités,

IR GV G VL N S N G V)
2f(x)_;_c+k§) x+k x+k+1 _§+,§)(X+k+1)(x+k)

http://lgarcin.github.io 42


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

(=1D"x
n+1)(x+n)

4. Soit x € R%. A nouveau, la série Z or vérifie le criteére spécial des séries alternées. Notamment,
X

+Z°)O (=1* <1
Zx+k+Dx+k)| 7 (x+1)x
On en déduit d’apres la question précédente que

o4 2 ofk)

X—+

A fortiori 1 1
2f(x)—= = o=
f(X) X x—>+400 O(X)
et donc 1
F&) 5%

5. D’apres la question 2]
1
Vx e RY, f(x) = " —f(x+1)

Comme f est continue en 1,
1
= ——f1 1
J) =~ —f@)+o(1)

A fortiori

o)~ =

x—o0t

x—1 tx—l 1
dt converge puisque ~ t*letx—1>-1.
g¢ puisq 141t tso0t

1
t

6. Soit x € R%. Tout d’abord, I'intégrale f
o 1+t

Fixons n € N. Remarquons que

(_1)n+1 tn+1

v [,
teloal 1+t

1 1—-(-1 n+1tn+1 -1 l’l+ltn+1 n
k=0

1+t 1+t 1+t

Ainsi

1 ltn+x
—1)n* dt
e [

1 tx_l n 1
dt = [Z(—l)k / k=1 g
'/0‘ 1+t k=0 0

n k I n+x
-1 t
=D Syl (—1)"“/ dt
= X+ k b 1+t
Par ailleurs
tn+x
vVt e [0,1], 0 < < h+x
1+t
donc
1 tn+x 1 1
OS/ dts/t”+xdt_
o 1+t o n+x+1
Ainsi

de sorte que

i.e.
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Solution 67

1 —1\n
1. Fixons x € R}. La suite de terme général decr01t vers 0 donc Z ) S converge. Ainsi S est bien définie sur R} .
n neN
Posons u, : x — (Gl Dl . La série Z u,, converge simplement sur R*% . De plus, les u,, sont de classe €! sur R* de dérivées u), : x —
n+ x
( 1)n+1 n+1
(n xR La série Z ( 7 vérifie 2 nouveau le critére des séries alternées. Cette série converge donc et on peut majorer la valeur
neN
absolue du reste :
+0o0 1 1
Vx € RY, Vn €N, u(x)| < <
k:zn.:+1 k) < m+1+x)2 "~ (n+1)?

Le reste converge donc uniformément vers la fonction nulle sur R i.e. la série Z u,, converge uniformément. Par conséquent, S est de
classe C! et

+00 n+1
Vx € R}, S'(x) = Z_:Ou;l(x) Z Eni-)x)z

+°°( 1)n+1

2. Toujours d’apres le critere spécial des séries alternées, S'(x) est du signe du premier terme de la somme Z c’est-a-dire du

o (n+x)%
1
signe de — Par conséquent, S’ est négative sur R’} de sorte que S est décroissante sur R’ .
3. Soit x € R}. Par changement d’indice
+00 +oo
0" 1 1 ™t 1 (=1)" 1
S(x) = — == = - === =_-—-S(x+1
x) nZ::On+x b Zzl " nz=:0n+1+x X Z:n+x+1 X (x+1)
1
Comme S est de classe G sur R, elle est a fortiori continue en 1. Ainsi x — S(x+1) admet une limite finie en 0. Comme 11%1+ > =400,
X—
S(x) ~ =
x—=+c0 X
Par décroissance de S, pour tout x €]1, +oo|,
S(x+1) <S(x) <S(x—1)
puis
S(x +1) + S(x) <2S(x) < S(x —1) + S(x)
ou encore
1
- <
x = —x-1
1
On en déduit sans peine a ’aide du théoréme des gendarmes que S(x) ~ o
X—=>+00
Solution 68
1. Soit x € J. Puisque x > 0, la suite de terme général ———— est décroissante et de limite nulle. D’apres le critere spécial des séries

1+ nx
alternées, Z fn(x) converge. Ainsi Z f, converge simplement sur J.

2. Pourtoutn € N,
1 1
[ falloo,y = sup

1
xel \/1 + nx \/1+n n=+oo [

Or la série E — est une série a termes positifs divergente donc E | full o,y diverge également. Autrement dit, E fn ne converge pas
n

normalement.
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3. Comme la série Z fn converge simplement sur J, il suffit de montrer que la suite de ses restes converge uniformément vers la fonction

+00
nulle sur J. Posons R,, = Z fn- D’apres le critere spécial des séries alternées,
k=n+1

1 1
<
Vit+(n+Dx  n+2

Vx €], |IR,(x)| <

Ainsi
1

n+2

IRpllcos <

On en déduit que lim |Ry|l, 5 = 0ie. (R,) converge uniformément vers la fonction nulle sur J. Par conséquent, Z Jn converge
n—>+oo

uniformément sur J.

4. Pour tout n € N*, lim f, = O et lim f; = 1. Comme Z Jn converge uniformément sur J = [1,+oo[, on peut utiliser le théoréme
+00 +00

d’interversion série/limite : .
o0

li = li =1
me = 2, I

5. a. Il s’agit a nouveau du critere spécial des séries alternées.

b. Remarquons que

1
Vx €], —o- L = "
xeh el \/_ Z( ) (\/1+nx \/H)

De plus,

1 1 1 1 V1+nx—+/nx _ 1

1

\/1+nx_\/n_x =\/ﬁ_\/1+nx \/ﬁ\/1+nx (\/1+nx+\/ﬁ)\/ﬁxll+nx

Ainsi, par inégalité triangulaire,

a|l S| 1 1] .S 1 K
Vxel, |p(x)—¢— —| < -_ <y —— ==
Vx S1V14+nx  y/nx ,;12(’”)3/2 x3/2
13 1
en posant K = Enzlm.On en déduit bien que
0 = e+L+o(g
@ X x;:m + +(9<x3m)

Intégrales a parametres

Solution 69

2(nx)3/2

1. Soit x € nZ. Alors pour tout n € N, f,,(x) =

Soit maintenant x € R \ Z. Alors | cos x| < 1 donc lim ncos”x =0 pu1s hm Ju(x) =0.
n—>+oo

Finalement la suite (f;,) converge simplement vers la fonction nulle.
1 " " s
2. Posons x,, = -, pour n € N*. Alors pour tout n € N*, x,, € [O, 5]

D’une part, nsin(x,) — 1. D’autre part, cos”(x,,) = e!"(cos(1/m) gt

n—+oco

In(cos(1/n)) = In(1+o0(1/n))= = o(1/n))

de sorte que cos™(x,) — 1.

n—+o0o

Finalement, 11m Jfu(x,) = 1 # 0 donc la suite (f;,) ne converge pas uniformément.
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T T
Soit maintenant a € ]0, 3]' Alors pour tout x € [a, 5],

[fn ()] < ncos"(a)sin(a)

donc
[fuleo < ncos™(a)sin(a)

(c’est méme une égalité) donc lim |f,,| = 0 puisque 0 < cosa < 1. Ainsi (f,;) converge uniformément vers la fonction nulle sur
n—-+oo

3}

3. Méthode n°1
Remarquons tout d’abord que f,, est positive et que

fffna) at = -

€
Soit € € R}. Comme g est continue en 0, il existe o € R} tel que |g(x) — g(0)| < 5 pour tout x € [0, a]. Ensuite,

n [cos™*1 t]g =
1 0 n+1

f ? (080 di f ? (08 df] < / ? (0180 - g0)] dt
0 0 0

< f ? (e di+ f ? fu(Dlg — 8Os

s + g - 20l f £ dt

£ - 5Ol f gAor!

2
Comme (f},) converge uniformément vers la fonction nulle sur le segment [a, g], lim f Jn(8) dt = 0. 1 existe donc N € N tel
n—+oo
o4

3
que pour tout entier n > N, ||g — 2(0)]l f Jfu(t) dt < e. On en déduit que pour n > N,
(o4

<t

(O(t) di - f * (08(0) di

0

Ainsi - -
i [0 - [ f00) at =
Finalement, i 0
f 0g© i = B, )
donc

Jim [ 080 dt = g0
0
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Méthode n°2
L application ¢ — cos™*! t est bijective de [0, 7t/2] sur [0, 1], strictement décroissante et de classe C* donc, par changement de variable

z 1
/0.2 Ja(D)g(t) dt = nLH_/(; f(arccos("/u)) du

La fonction u — f(arccos( "”\/ﬂ)) converge simplement sur [0, 1] vers la fonction constante égale a f(0) car f est continue en 0. De

plus, f est bornée [0,1] donc u +— f(arccos("*{/u)) est dominée par une constante (clairement intégrable sur le segment [0, 1]). On
peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée de sorte que

1 1
im [ 5D du= [ 0) au= 50
n—>+oo 0 0
On en conclut immédiatement que
2
im_ [ e d = O
n—+oo 0

Solution 70

1
Onpose f,,: t — m dans la suite.

1 s . o
1. Pour n € N*, f,,(¢t) L donc f;, est intégrable sur R, et u,, est bien définie.
La fonction f; est constante égale a 1. Elle n’est évidemment pas intégrable sur R, donc 1, n’est pas définie.

2. La suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction nulle sur R%. De plus, pour tout n € N, |f,,| = f, < fi et fi est
intégrable sur R% donc (u,,) converge vers 0 d’apres le théoréme de convergence dominée.

3. Lasuite (f;,) est décroissante donc la suite (u,,) I’est aussi. De plus (u,,) converge vers 0. D’apreés le critére spécial des séries alternées,
la série Z(—l)"un converge.
Pour tout t € R} et pour tout n € N*

1 (_1)n+1

1 1+t3 Z (=D 4 ey
2+ 1+ (1+t3)k 1+ -1
1413 1413

Ainsi .

+oo (1+£3)n+1
+
0 1+

n

+00 dt
—5—— = 2, (D
M 2+83 &=

Comme hm U1 = 0, on en déduit que

n—)
+00 n +00 dl’
S= (=D, = 1 —Dkuy = — —
nZ::l( Vi = lim 1;1( )t /0‘ 2+

+00
(=D*
SjO- ‘2+t3 Z(1+t3)k

1+t3

4. On effectue d’abord le changement de variable u = t/ VE Alors

o ﬂ f+m du
0

2 1+ ud

On décompose en éléments simples : il existe (i, B,7) € R3 tel que

1 1 _a + BX+vy
X3+1 X+1DX2-X+1) X+1 X2-X+1

F(X) =

1 1 2
Alors a = (X + DF(X))(-1) = 3 De plus, lim xF(x) =0=a+ doncf = -3 Enfin, F(0) =a+y=1doncy = 3 Ainsi
X—+00

X+1 2 X2-X+1

F(X)__( 1 X -2 )_1( 1 1 2X-1 ) %_( 1

X+1 X2+X+1/ 3 X —1/2)2 + (\/3/2)?
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bl

On en déduit que

/“’" du —l[m( u+1 )
b 1+u3 3 Vi —u+1
u+1

Or lim —— =1 (utiliser un équivalent) donc
U+ A2 —yu +1

+oo
/ du=7'c arctan(l):n+n=2n
A T PN N V3/ 243 /3 33
e
33

Finalement, S =

Solution 71

Fixons n € N.

n 1 n 1 1 — x"
Z Up = f Z x¥ sin(mx) dx = f sin(7tx) dx
1—x
k=0 0 k=0 0

_ n

Posons pourn € N, f,,: x € [0,1[~ ); sin(7tx). La suite de fonctions (f,,) converge simplement sur [0, 1[ vers la fonction f: x €

[0, 1]~ s1n(7'cx)

. De plus, pour tout x € [0, 1],
(Ol = fu(X) < f(x)
La fonction f est intégrable sur [0, 1] : en effet, elle admet une limite finie en 1 puisque sin(7tx) = sin(n(1 — x)) ~ 7(1 — x). Le théoréme
x—1

de convergence dominée permet donc d’affirmer que

Z“ . f(x) dx = 1sin(Tcx) dx = ! sin(7tx) d
k )y, 1-x A X

n—+00

‘. sin(7tx
La série Z u,, converge donc et a pour somme f #

neN 0 X
Solution 72

pour tout x € R.

+0oo
Posons F(x) = f %x/zt)dt et G(x) = f ln(t)
o 1+t o

In(t)

est intégrable au
2_1 £

(t)

- t-07t

Remarquons déja que I’intégrale définissant F(x) est bien définie. Tout d’abord, —In(t) donc t

()

voisinage de 0%. On va maintenant justifier que ¢ — est prolongeable par continuité en 1, pour justifier 1’existence de G(x) pour

x > 1. En effet,

In(t) t—1 1 1
tz—lt—>1 [2—1t41t+1t—>12

Finalement G est bien définie sur R} et le théoréme fondamental de I’analyse montre alors que G'(x) = pour tout x € R} \ {1} et

In(x)
x2 -1
que G'(1) = =

n(t)

1
Ensuite, nous allons montrer que G est continue en 0. En effet, puisque P

T~ In(t) et que I'intégrale définissant G(x) converge,
- t—0

X X
G(x) ~. —f In(t) dt. Orf In(t) dt = xInx — x — 0 de sorte que lign G =0 = G(0).
X—=0 0 0 x—0

arctan(x/t)

T bou ur (x,t) € (R%)2. Soit a € R%. Alors

On va ensuite montrer que F est continue sur R.. Posons u(x, t) =

b
* pour tout x € R, t — u(x, t) est continue par morceaux sur R} et intégrable sur R} car u(x, t) = o(1/t%) et u(x, t) T 2

* pour tout t € R, x — u(x, t) est continue sur [a, +oo| ;
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* pour tout x € R, t — u(x, t) est continue par morceaux sur R ;

* pour tout (x,t) € R, X R},
/2
1+ ¢2

u(x, )] <

c . (o N 1
* la fonction t — est intégrable sur R, (continue sur R, et équivalente a f — 7 en +00).

1
1412
On peut donc affirmer que F est continue sur R ..

On va maintenant montrer que F est également dérivable sur R et calculer sa dérivée.

T

* pour tout x € [a, +oo[, t — u(x, t) est continue par morceaux sur R% et intégrable sur R% car u(x,t) = o(1/t?) et u(x, t) — 5
t—>+o00 t—0

* u admet une dérivée par rapport a sa premiére variable sur [a, +co[XR} et

t

Vi, D) € o, +oolxRy, (00 = AT )

* pour tout t € R, x — u(x, t) est continue sur [a, +oo[;
* pour tout X € [a, +oo[, t — u(x,t) est continue par morceaux sur R ;

* pour tout (x,t) € [a, +oo[XR%,

a—u(x t)| < .
x> T (2 + a2)(1 + t2)

e la fonction t — ! est intégrable sur R (continue sur R et équivalente a ¢t — 1 en +oo)
@+ a?)(1 + 12) s + re E '

On peut donc affirmer que F est de classe € sur [a, +oo[ pour tout a € R¥ et donc sur R%. De plus,

tdt

+o0
V. R%, F'(x) = ——————
x & Ri, PR fo @+ )+ )

A I’aide d’une décomposition en éléments simples, pour x # 1

t 1 t t
(2 +x2)A+12) 1—x2<t2+x2_t2+1)

On en déduit que

2 2 +0o0
v € R\ (U P00 = 32 [0 (0 )]O - a2

Ainsi F' et G’ coincident sur R} \ {1} et comme elles sont continues sur R, elles coincident sur R’ . Par conséquent, F et G sont égales a

une constante pres sur R . Enfin, limF = F(0) = 0 puisqu’on a montré que F était continue sur R, et donc en 0 et lim G = 0. La contante
0 0

en question est donc nulle : F et G coincident donc sur R} .

Solution 73

1. Lalinéarité de R provient de la linéarité de I’intégration. La linéarité de S provient de la linéarité de I’intégration et de la dérivation.
s
Soith € C°(R,,R). Fixons a € R,. application x ~ h(x sin t) est clairement continue sur [0, a] pour tout t € [O, 5] et ’application

A . T ) .
t — h(xsint) est clairement continue par morceaux (et méme continue) sur [0, 5] pour tout x € [0, a]. De plus & étant continue sur
le segment [0, a], elle est bornée sur [0, a]. Il existe donc M € R, tel que

v
V(x,t) € [0,a] x [0, 5] ,|h(xsint)| < M
La fonction constante égale & M étant clairement intégrable sur [0, E], R(h) est continue sur [0, a] et, par suite sur R,

Soit g € CY(R,,R). Remarquons que S(g)(x) = g(0) + xR(g’)(x) pour tout x € R,.. Comme g’ est continue sur R, ce qui précéde
montre que R(g") est continue sur R et donc S(g) également.
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2. On procede par intégration par parties :
3
Wypo = / sin™ ™ (¢) sin(t) dt
0
x B
= [ sin"*(¢) cos(t)]o2 +(n+ 1)/ sin™(t) cos?(¢t) dt
0

T

=(n+ 1)/‘E sin(£)(1 — sin?(¢)) dt
0
=m+1DW, —(n+1)W,,
Ainsi (n + 2)W, ., = (n + HW,,.

3. La relation précédente montre que pour tout n € N, (n + 2)W,, ., Wi, ,1 = (n + 1)W,,;W,,. La suite de terme général (n + 1)W,, ;W
est donc constante égale a son premier terme WyW; = —.

Posons f,, : x = x". Un calcul évident montre que R(fy) = fy et que S(fy) = fo, ainsi SoR(fy) = fy. Soit maintenant n € N*. Un calcul

2 2
non moins évident montre que R(f;,) = Eann et S(f,,) = nW,,_1 f,. Ainsi S o R(f;,) = nW,,W,_; %fn = f,, puisque "W, W,_; = g
Comme toute fonction polynomiale est combinaison linéaire des f,,, on obtient par linéarité de So R, S o R(P) = P pour tout polyndme
P.

4. Soit g € C(R,,R). Montrons que R(g) est de classe C! sur R,. Soit a € R,. Pour tout t € [0, g], x — g(xsint) est de classe C!

sur [0, a] de dérivée x — sin(t)g’(x sint). Pour tout x € [0, a], t — g(xsint) et t — sin(t)g’'(x sin t) sont continues par morceaux (et

méme continues) sur [0, g] Enfin, g’ est continue sur le segment [0, a], elle y est bornée. Il existe donc M € R, tel que
T . I .
V(x,t) € [0,a] X [0, 5] , | sin(¢)g’(xsint)| < M sin(t)

Comme t —€ (t) est clairement intégrable sur [0, g], on peut conclure que R(g) est de classe C! sur [0, a] et par suite sur R,.. De
plus,

Vx € R, R(g)'(x) = ./E sin(¢)g’(xsint) dt
0

Fixons x € R,. On notera || - ||[o,x] la norme uniforme sur [0, x]. Par inégalité triangulaire

T

S0 R < [REO)| +x f " IR(@Y (xsin )] d < [R@)(O)] + X T IRE) lo.x)
0

Mais pour tout y € [0, x]

T

IR(g) ()] = '% f * sin(H)g' (ysin ) dt

0

T

2 ’ 2. 2 ’
S 2l | sine dt= 21l

Ainsi ’
IR(®) lfo,x) < E”g,”[o,x]

puis
|S e R(g)(x)] < 18(0)] + x[1g"llfo,x]

D’apres le théoréme de Weierstrass, il existe une suite (Q,,) de polyndmes convergeant uniformément vers g’ sur [0, x]. On pose alors
X
P,(x) = g(0) + f Q,.(t) dt pour tout x € R,. La suite (P,) est également une suite de polyndmes. On peut appliquer 1’inégalité
0

précédente a g — P, ce qui donne
IS e R(g = P)(x)| < 1(g = B)O)] + x/I(g = Pu)'llfo,x]

ou encore, par linéarité de S o R, de 1’évaluation en 0 et de la dérivation

IS e R(g) — S o R(B,)(X)| < [8(0) — P,(0)] + xIg" — Pillfo,x]
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et finalement
IS o R(g) — By(x)| < x[|g" — Qulljo,x]

car S o R(P,) = P, d’aprés la question précédente et car P, = Q,, et B,(0) = g(0) par construction des B,. Puisque (Q,,) converge
uniformément vers g’ sur [0, x|, lim [g" — Qpll[o,x] = 0. Ceci montre que
n—>+oo

lim P,(x) =SoR(g)(x)
n—+oo
Enfin comme Q,, converge uniformément vers g’ sur [0, x],
X X
lin B, =)+ tim [ Qu0 dr=g0)+ [ g0 dr =)
n—>+oo n—->+oo 0 0

Par unicité de la limite, S o R(g)(x) = g(x). Ceci étant valable pour tout x € R,, So R(g) = g.

Solution 74

—tx

1. Posons f(x,t) = te+ 7

pour (x,t) € R} X R.

e Pour tout x € R%, g(x,t) = 0(1/t?) donc x — g(x,t) est intégrable sur R, ..
t [+

-+
. . af te—tx
* Pour toutt € R, x — g(x, t) est de classe C* sur R} et ==(x,t) = — (T 1

ox
* Pour tout x € R, g(x, t) = o(1/t?) donct g
t—>+o00

» Donnons-nous a € R}.

(x, t) est intégrable sur R, .

V(x,t) € [a, +0[XR,, %(x, t)‘ <e @

ett > e % est intégrable sur R, .
Ainsi f est de classe C! sur [a, +oo[ pour tout a € R* donc de classe C! syr R%.

2. De plus,

te—xt

t+1

+00
Vx e R}, g'(x) = —/ dt
0

Notamment
+o00 1

Vx e R}, —g'(x)+g(x) = / e~ dt = p

[=)

3. Soit x € R} . Effectuons le changement de variable u = xt :

+0oo —u +0oo —u
1
g(x):f ¢ du:—f ¢ - du
, utx XJo 14

De plus,
—Uu
YueR,, lim =e U
oot 14 %
X
et
—u
V(u,x) € R, X R, <e™™

u

Comme u — e~ * est intégrable sur R, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée de sorte que

+0o0 e U +0oo
limf udu:/ etdu=1
X=+00 Jo 1+ ; 0
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On en déduit que g(x) ~ l
x—>+00 X

REMARQUE. On peut aussi intégrer par parties pour x > 0 :

+0o0 —tx
xg(x) = / X
0

1+¢

e_[x +00 +o0 e_tx
L[
1+i), ) a+oe

+00 —tx
—1_ e dt
/; 1+1)?

+o00 e_tx +o0 1
0< — dt < e dt ==
TR A X

+o00 e“x
lim f —— dt=0
0

Or pour tout x > 0,

donc, d’apres le théoréme des gendarmes,

X—+c0 1+1)?
puis

lim xg(x) =

—>4+00
ou encore .
xX) ~ =
g( )x—>+oo X

Solution 75

1. Tout d’abord, F est clairement paire puisque cos I’est.

1-— Xt x2 u?
Posons f: (x,t) e RX R} — %()e‘t. Soit x € R. Alors lir(r)l+ fx,t) = - carcosu = 1-— 5 + o(u?). Ainsi t = f(x,1t)
t— u—0
—t
e 1
est prolongeable par continuité en 0. Par ailleurs, comme cos est bornée, f(x,t) = O (t_2> A fortiori, f(x,t) = o (t_2) donc
t—+00 t—+00

t > f(x,t) est intégrable au voisinage de +o0. Ainsi t — f(x, t) est intégrable sur R% et F(x) est bien défini. La fonction F est donc
définie sur R.

2. Puisque |sin’ | = |cos| < 1, sin est 1-lipschitzienne sur R en vertu du théoréme des accroissements finis. Notamment, pour toutu € R,
| sin(u) — sin(0)| < |u — 0| i.e. |sinu| < |u].

2f

@(x, t) = cos(xt)e~t. De plus,

3. Pour tout t € R%, x = f(x, 1) est de classe €2 sur R et pour tout (x,t) € R x R*,
2f

* —
V(x,t) € R x R%, 322

(x, t)‘ = |cos(xt)e”!| < et

t est intégrable sur R%. Par conséquent, F est de classe C? sur R et

ett—e”
+00
Vx € R, F'(x) = f cos(xt)e™" dt
0

On peut remarquer que F”(x) est la partie réelle de

+o0 +0o0 .
elXto—t df — olix=Dt gp — 1 _1+ix
b b 1—ix 1+ x2

Ainsi F"(x) =

1
T pour tout x € R.
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REMARQUE. On aurait aussi pu procéder a une double intégration par parties.

Remarquons que

+oo .
F'(x) =/ Me“ dt
o t

En particulier, F'(0) = 0.
REMARQUE. On aurait aussi pu remarquer que F étant paire, F' est impaire et donc F’(0) = 0.
Par conséquent,

Vx € R, F'(x) = arctan x + F'(0) = arctan(x)

Enfin, on a clairement F(0) = 0 et

X
Vx € R, F(x) = F(0) + f arctan(t) dt
0

_ x [ tdt o .
= [tarctan (] — A T+ par intégration par parties

1 X

= xarctan x — [— In(1 + tz)]
2 0
1 2

= xarctan x — zln(l + x%)

Solution 76

1. f est dérivable sur R d’apres le théoreme fondamental de I’analyse. De plus,

Vx eR, f'(x)= e’

2 2
e—x (1+t%)
———— Pourtout ¢t € [0,1], x = @(x, 1) est dérivable sur R et pour tout (x,t) € R X [0, 1],

P c(x,t) e Rx 0,1
osons ¢ . (x,t) [0,1] » T3 1

de _ —x2(1+£2)
3 (x,t) = —2xe . ;
V(x,t) € [0,1] X R, ‘%(x, t)| <2

et t — 2 est évidemment intégrable sur [0, 1]. Ainsi g est dérivable sur R et
1
Vx €R, g'(x) = —fo e~ 1+ gy
0
On en déduit que f2 + g est dérivable sur R et

X 1
vx € [0,1], (f2 +g)'(x) = 2f' (x)f(x) + g'(x) = 2¢7° f e~ dt — 2x f e~ X417 g
0 0

En effectuant le changement de vatiable u = tx,

1 X X
xf e~ X+ qp = / e e ¥ dy = e‘xzf e~ dt
0 0 )

Par conséquent, (f% + g)’ est nulle sur I’intervalle R de sorte que f2 + g est constante sur R. Enfin,
bodr I
(f? + g)(0) = /0 T3~ arctan(1) — arctan(0) = i
donc f? + g est constante égale 4 g sur R.
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2. Il est clair que
V(x,t) € Rx[0,1], 0 < ¢(x, 1) < e

donc ,
VxeR, 0<g(x)<e™

)l

T
On en déduit que lim g = 0. On en déduit que lim f? = T Comme f est clairement a valeurs positives sur R, lim f = - Autrement
+oo +00 +o0
dit,
+00
s
f e dt = g
0
Solution 77
—xt?
Dans la suite, on pose @(x,t) = ——.
pose (X, 1) = e

1. a. <« Pourtoutt € R,, x — ¢(x,t) est continue sur R,.
* Pourtout x € R, t = ¢(x, t) est continue par morceaux sur R, .

ett = —— est intégrable sur R, (c’est la dérivée de arctan qui admet une limite

1
e P tout x € R, |o(x,t)] < ——
ourtou + [o(x. D) 1+ 12 1+t

finie en +00).
Ainsi f est continue (et a fortiori définie) sur R,.
b. Fixons a € R}.
* Pour tout x € [a, +oo[, t — ¢(x, t) est continue par morceaux et intégrable sur R, d’aprés la domination précédente.
* Pourtout t € R, x = ¢(x, ) est de classe C! sur [a, +ool.
* Pour tout (x,t) € [a, +o0[XR,,

2 ,—xt? 2 ,—xt?
‘g_i(x’ t)| - ‘_tle+ T =T e <
et — e~ est intégrable sur R, (79" = o(1/2)).
t—>+00

Par conséquent, f est de classe €' sur [a, +oo[ pour tout @ > 0 et donc de classe C! sur R¥.

2. a. On peut de plus affirmer que

+00 2 _xt2 +o0 2y _ +00  _xt2 +00 +o0
Vx € Ry, f'(x) =— f e gr=- f A+ 1w g / ¢ dt— f e dt = f(x)— f e=x* dt
0 0 0 0

b 1+¢2 1+¢2 1+¢2

Via le changement de variable u = tﬁ,

oo 2 1 oo 2 1 /=

et dt=—f e du= —\/t

—£ VX Jo 2V x
1

s T
d’apres le résultat admis. Ainsi f est bien solution de 1’équation différentielle y' —y = —=, [ —.
2V x

b. Les solutions de 1’équation homogene sont les fonctions x — Ae* avec A € R. On cherche une solution particuliére de (E) de la

1 /=
forme x = @(x)e* avec ¢ de classe C! sur R¥% (variation de la constante). On aboutit a ¢’(x)e* = _5\/; ou encore ¢'(x) =

T e e * 1 e * Y et

———.-—.Comme — ~ ——, X+ — estintégrable au voisinage de 0% et on peut donc choisir ¢(x) = f — dt. Ainsi
2 4x Vx =0t 4fx \Vx 0

les solutions de (E) sont les fonctions

X -t
e
x»—»)Lex+ex[ — dt
0 t
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avec A € R. Il existe donc A € R tel que
T Y et
Vx € RY, f(x) =Ae* — gex'/ ¢ at
0

Comme f est continue en 0 et comme f(0) = =

§|

X —t
Vx eR,, f(x)= —e - / — dt
0
On peut éventuellement rajouter que par le changement de variable u = \/_t,

\/_
Vx eR, f(x)= —e —\/_ef e du

)

+o0
T
Et comme f e du = g

0

+0oo
Vx eR, f(x)= \/Eexf e ¥ du
N5

REMARQUE. Cette expression finale n’est pas forcément «meilleure» que I’expression initiale...

Solution 78

1. Posons f(x,t) = In(t)e~*¢. Pour tout x € R, t = f(x, t) est continue (par morceaux) sur ]0, +oo].
Pour tout x € R, f(x,t) = 0(1/\/— t) donc t — f(x,t) est intégrable en O%. Si x > 0, alors ln(t)e‘x’ = 0(1/t?) par croissances
t—-0+ oo
comparées donc t — f(x,t) est intégrable en +o00. Si x < 0, alors 1 = o(f(x,t)).Ort — 1n est pas intégrable en +oco donc

t = f(x,t) non plus. Comme t — f(x,t) est positive au vosinage de +m f ty, I’intégrale définissant F(x) diverge en +oo.
En conclusion le domaine de définition de F est R.

2. On vérifie 1€ théoreme de dérivation des intégrales a parametre.

* Pourtout x € R%, t = f(x,t) est intégrable sur R7.
e Pour tout t € R%, x = f(x,t) est de classe C! sur R%.

af

e Pourtout x € R, t — a—x(x, t) = —tIn(t)e™*! est continue par morceaux sur R¥.

* Soit a € R. Pour tout (x,t) € [a, +oo[ XR},

‘6 (x, t)‘ < t|Intle” = ¢(t)

Or (1) — 0 et, par croissances comparées, @(t) = o(1/t%) donc ¢ est intégrable sur R%.
t—0 t—>+00

On en déduit que F est de classe C! sur U [a, +oo[= R}.

aeR}

3. De plus, pour tout x € R%,

+00
F'(x) = —f tIn(f)e=>t dt

0
On procede a une intégration par parties.

F'(x) =

Ll

[tn(ex ] - = f " (n(e) + e de = ~F() - % f T et gt = — R - =

0 0
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o L 1 1 . S N
Ainsi F est solution sur R% de I’équation différentielle y’ + < y = -2 L’ensemble des solutions de 1’équation homogene est vect(x +—
. . s c : In(x
1/x). Par variation de la constante, une solution particuliere de I’équation avec second membre est x —%. L’ensemble des
In(x)

solutions de 1’équations avec second membre est donc (x +— — ) + vect(x — 1/x).

X
REMARQUE. En effectuant le changement de variable u = xt, on obtient bien

In(x F(1
_InG)  F@®)

A R%, F(x) =
X € (x) p x

On peut montrer que F(1) = —y ol y désigne la constante d’Euler.

Solution 79

Posons ¢@(x, t) = et sh(x\/?) pour (x,t) e RXR,.

1. Remarquons tout d’abord que f est impaire. Soit alors x € R,. On prouve aisément que lim e~!/2 sh(X\/_t) = 0 donc ¢(x,t) =
t—>+o0 t

—+00

_t 1
0 (e 2 ) A fortiori p(x,t) = o (t_2> Par conséquent, ¢ — @(x, t) est intégrable sur R, . Ainsi f est définie sur R, et finalement sur
t

—+00

R par imparité.

2. Rappelons que
oo 2n+l

VueR, shu=S %
. nZ::O(Zn+1)!

On en déduit que
1
T jontl -t it

x2tle
V(x,t) e RXR,, o(x,t) =
nZ::O 2n+1)!

Il s’agit maintenant d’appliquer le théoréme d’intégration terme a terme. Posons

- +00 e_ttVH'% dt
"), @n+1)

Par intégration par parties,

1
L, = Eln—l
1l s’ensuit que
1
n = gnp) 0

et a ’aide d’une derniere intégration par parties

One en déduit que

Iy = 22n+1p)

1
—t nt-
x2n+1e tt 2

+00
Fixons x € R. La série Z/ _—
0 2n+ 1)

donc via le théoréme d’intégration terme a terme que

dt i.e. la série Z I,x2"*! converge en tant que série exponentielle. On en déduit

+00
flx) = Z Inx2n+1
n=0

3. On peut enfin rajouter que

x\/E o yan xﬁ x?
= Z 22np| =

I, > > e4

n=0
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Solution 80

1. Soit x € [-1,1]. Pour tout t € [0, 1]
A-t _
1—xt3

=1-1 2(xt3)" = f(l — Dx"en
n=0

Par ailleurs, pour tout n € N,

1 1 )
f |(1 - t)x"t3”| dt = f (1 — t)xl’lt3n dt = xn( 1 _ 1 ) _ x
0 0

3n+1 3n+2 (Bn+1)(3n+2)

xl’l

et ——m——————— =
(31’1 + 1)(3” + 2) n—+co
terme a terme.

1
1
o (ﬁ) donc la série Z L |(1 — £)x"¢3"| dt converge. On peut donc appliquer le théoréme d’intégration

1 1—t +00 1
dt = 1—)x"t3" dt = —_—
fo 1—x3 ngo 1-ox Z (3n+1)(3n+2)

2. En prenant x = 1, on obtient
. o ! dt 2 241
Z - - s dt = > 1= 5 = | —= arctan
(3n+1)(3n+2) , 1—t , P+t A 1)2+<\/_5> 3 3

Solution 81

1. Par intégration par parties, I,, = nl,,_; pour n € N*. Comme I, = 1, on obtient aisément I,, = n! pour n € N.
a
2. Soi x € R. Comme Z a,, converge (absolument), la suite (a,,) converge vers 0. A fortiori, elle est bornée. On en déduit que —= =

+ h—>+400

1 s x" Lo A N @
O <E> Comme la série entiere Z T est de rayon de convergence infini, il en est de méme de la série Z n—"lx".

/+oo
0

Comme la série Z |a,,| converge, on peut appliquer le théoréme d’intégration terme a terme :

3. Pourtoutn € N,
a,x"e™*

n!

|an| e n,—Xx
dx = — x"e™ dx = |a,|
nt J "

—X

+o0 . +00 +00 anx e anx e
/ e*f(x)dx = Z Z dx = Zan
0

0 n=0Yn=0

Solution 82

1. Puisque In(x)In(1 —x) ~ —xInx, lir% In(x) In(1 — x). En posant u = 1 — x, In(x) In(1 — x) = In(1 — u) In(u). Comme lin(1) In(1 —
x—=0 P g u—
u)In(u) = 0, 1in% In(x)In(1 — x) = 0. Ainsi x ~ In(x)In(1 — x) est prolongeable en une fonction continue sur [0, 1] donc elle est
X—

intégrable sur le segment [0, 1] : T est bien définie.

2. C’est du cours

+oo p
Vx €] - 1,1, 1n(1—x):-zx7

Le rayon de convergence est 1.
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3. Pour x €]0,1],

+0o0

In(x)In(1 —x) = — Z %x" In(x)

n=1
1
Pour tout n € N*, x Ex” In(x) est continue sur ]0, 1[ et prolongeable en une fonction continue sur [0, 1], elle est donc intégrable
sur [0,1].
1
Posons I, = — f X" In(x) dx. Par intégration par parties
0
1 1

— n+l 1 1 n _ 1
L = n+1[x 1n(x)]0+n+1 b X dx_(n+1)2

Lintégration par parties est 1égitimée par le fait que lim x"*!In(x) = lim x"**!In(x) = 0.
x—0 x—1

1 1 .. 1 . (s e N

Comme EI" N la série Z —I,, converge. On peut appliquer le théoreme d’intégration terme a terme :
n—+oo

neN#*

P |
4. On procede a une décomposition en éléments simples :
1 _ (n+1)—n 1 1 1 1 1

nn+1?2 nn+12 nn+1) (M+12 n n+l (n+1)2

o . 1 1 - .
Comme la série télescopique Z Phmie] et la série de Riemann converge,

+0o0 +00 +o00 +o0 2

1 1 1 1 1 T

I=) —— - =1-) ==2-) —==2—-—

Z_:n n+l 4~ (n+1)32 ZnZ an 6
n=1 n=1 n=2 n=1

Solution 83

w. o est continue sur |0, 1[.
1
De plus, ¢(t) T In(t) donc ¢(¢) =, @

1. Posons ¢(t) =

Par ailleurs, ¢(t) ~ (t—1)In(1 —t) donc tlir{l o(t) = 0.
t—>1~ -1~

Tout ceci montre que @ est intégrable sur |0, 1[ donc I’intégrale I converge.
2. Pourt €]0,1[,

+00 tn
n(l-0=> -=
n=1 n

donc oo
@) = D un(t)
n=1
avec (D1
In(t)t"~
tp(6) =~ —

1
Soit n € N*. Comme u,,(t) =0 (—), u,, est intégrable sur ]0, 1]. De plus, u,, est positive sur ]0, 1] donc
t—0

Vi
1 1
/ [u, ()| dt =f u,(t) dt
0 0
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Par intégration par parties,

! 1 (! 1 1 (! 1
— 1 —
f u,(t) dt = _E/ In(t)t" 1 dt = -3 [In()t"], + / " lde = -
0 0 0

n2

Comme la série Z —3 converge, on peut appliquer le théoréme d’intégration terme a terme et

+0o0 1 +0o00 1
1= | u()dt=) =
n
n=1v0 n=1
On peut confirmer avec Python.
>>> from import log
>>> from import quad

>>> quad(lambda t:log(t)*log(1-t)/t,0,1)[0]
1.2020569031596005

>>> sum([1/n*+3 for n in range(1,1001)])
1.2020564036593442

Solution 84

n

1. Remarquons que pour tout t € [0,1], 0 < T3 S

<1donc0 < a, <1.0nendéduit que R > 1.

2. Si les u,, sont continues par morceaux sur le segment [a, b] et si la série de fonctions Z u,, converge uniformément sur [a, b], alors

b +o0

40 b
Do ua() de= f D up(t) dt
n=0"Ya a

n=0

)"

n
3. Soitx €] —1,1[. Posons u,, : t € [0,1] — L Pour tout ¢ € [0, 1],

x|"t"
bt e

|un(t)| = 1+¢ =

et la série z |x]"™ converge donc Z u, converge normalement sur [0, 1]. Ainsi

e =3 [ uydr= [ 3 un) dt = f GD” gy = f Ay
n=0 n=0Y0 0 n=0 0 n=0 I+t 0 (1 + t)(l - xt)

Une décomposition en éléments simples donne

1 1 (1 L X )
A+0)@—=xt) 1+x\1+t 1-—xt

Ainsi

+00
Y, @ = ([In(1 + 0]y ~ [In(1 = x0)]}) =
n=0

_ In(2) —In(1 — x)
1+x

REMARQUE. On peut en fait faire différemment de que ce qui est suggéré par I’énoncé. En effet, on remarque que

1 1
4 gl 1
a, + Q. = — —dt=| thdt=——
nt Pn+l /O 1+t A n+1

Ainsi pour x €] — 1,1],
+0o0 +o00 +o00 xn+1
n+l n+l _
> 0+ 3 a3
n+1
n=0 n=0

n=0
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+0o0 +0o0 n+1 +o0 1
Donc, en notant f(x) = Z a,x" et en remarquant que x — T est la primitive nulle en 0 de x — Z x" = 7 o0 obtient
n=0 n=0 n=0

xf(x) + f(x) —ap = —In(1 - x)

et donc In(2) — In(1 )

n(2) —In(1 — x

J0=="
puisque ag = In(2).

Solution 85
1
1. f est clairement continue sur ]0,1]. De plus, f ~. (In x)?. Par croissances comparées, f(x) = —. Comme x — — est
x—=0

S e

intégrable sur ]0, 1], il en est de méme de f.

2. Pour tout n € N*, u,, est clairement continue sur ]0,1]. Comme uy(x) ~ (Inx)?, on conclut comme 2 la question précédente que
—ot

ug est intégrable sur ]0, 1]. Pour n € N*, hm u, = 0 donc u, est prolongeable en une fonction continue sur le segment [0, 1] : elle est

0
donc intégrable sur ]0,1]. Posons I,, = / u,(x) dx. Comme x +— x?"*11n(x)? admet une limite nulle en 0%, on peut intégrer par
0

parties :
1
I, = —
n 2n+1[

1 1
2n+1 L 2n _ 2 2n
x2+1(In x) ]0 T L- x*"In(x) dx = ST L- x** In(x) dx

2n+1

A nouveau, X — X In(x) admet une limite nulle en 0" donc on peut a nouveau intégrer par parties :

1 1
2 1 L1 2 2
L =— 2n+1 _ 2n M dx = — 2
Y (Zn o7 [P ] - 5 _/ &)= G ENA &=

3. Remarquons que pour tout x €]0, 1],

(Inx)* i

= > (=1)"up(x)
n=0

1+ x2
Remarquons que u,, est positive sur [0,1] de sorte que |(—1)"u,| = u,. On a vu que u, était intégrable sur ]0,1] et que I,, =
2 1
Uy(x) dx = ——— Or ) — converge donc ) I, converge également. D’apres le théoreme d’intégration terme a
/0‘ n( ) (21’l+ 1)3 n—+oo 4n2 Z n2 vers Z verge cg P £
+00
2(=1)"
terme, f est intégrable sur |0,1]et] = —_—
f & 10.1] nz::O Cn+1p
: - =Dt
4. Notons S, et R, la somme partielle et le reste de rang n de la série Z (2 5 . Cette série vérifie de maniere évidente le critére
neN

spécial des séries alternées donc
2 2

IRn| < Q2n+1)+1) (2n +3)3

IT—=Su| =

Pour que S,, soit une valeur approchée de I a € pres, il suffit donc de choisir n tel que < eie. 2n+ 3 > 3/2/e ou encore

nZ%(W—3).

>>> from import quad
>>> from import log, ceil, abs
>>> I=quad(lambda x:log(x)**2/(1+x*%2),0,1)[0]
>>> def valeur(eps):
n=int(ceil(((2/eps)**(1/3)-3)/2))
return sum([2+(-1)*xk/(2+k+1)**3 for k in range(n+1)])

2
(2n +3)3
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>>> for eps in (.1,.01,.001,.0001,.00001):
abs(I-valeur(eps))

.06210770748126082
.004033633407186654
.0005564157597381936
.5210712852350454e-05
.1161537582000705e-06

ua > oo o -

Solution 86

* est

1. Soit n € N. Tout d’abord, f, est continue (par morceaux) sur R,. De plus, pour tout x € R,, 0 < fu(x) < eXetx — e~
intégrable sur R, d’aprés le cours. On en déduit que f, est intégrable sur R, et donc que J,, converge.
On peut ensuite appliquer le théoréme de convergence dominée : la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction

f:.XI—){

1 six=0 x x L L
0 si . De plus, pour tout n € Net tout x € R, |f,,(x)| < e™* et x — e~ est intégrable sur R, . On en déduit que
sinon

+o00
(J,,) converge vers f f@) dt=o.
0

REMARQUE. On peut procéder plus simplement en remarquant que pour tout entier n > 2,

+00

dx 1
<J < — D= ——
O_Jn_/o. (x+) —

2. On remarque que poue tout x € R,
Ja(X) = = fu(X) = nfp 1 (X)
En intégrant sur R, on obtient
Jp+nlp = fn(o) - xEToo fn(x) =1

1 1
Puisque lim J, =0, lim nJ,,; =0. AinsiJ, ~ ~ =
n—+oo n—+oo notoo N —1 notoo N
3. a. D’apres la question précédente,
Mz‘lnﬂ =L_l —1
13 Jn nl, N in-ic

D’apres la reégle de d’Alembert, le rayon de convergence de Z J,z" vaut 1.
b. Soit z € C tel que |z| < 1. On va appliquer le théoréme d’intégration terme a terme.
* Pour tout n € N, z" f,, est continue par morceaux et intégrable sur R, puisque f, I’est.
. z z" f,, converge simplement sur R, (série géométrique) vers la fonction

e  (x+1e™*

1—- -2 x+1-z

x+1

QX

* La fonction ¢ est continue par morceaux sur R,
e Pourtoutn € N,

+oo
L= [ x= e, = ozl
0 n—+0o0

Or Z || converge puisque |z| < 1 donc Z I,, converge.
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On en déduit que
+oo +o00 +00 —
1 X
2 J,z" =f o(x) dx =[ M dx
x+1-2z
n=0 0 0

REMARQUE. A nouveau, on peut raisonner de maniere plus rudimentaire a 1’aide de sommes partielles.

7z \h+l
Y Sl ) " e T2\ e
2, 2= | ——etdx= | e s +1) ¢ Tz
k=0 0 1-— 0 0 ~
Par inégalité triangulaire,
oo n+1 n+l1
z dx z
( ) e_x A ] | | J}’l+1
b x+1 1- 2 1—|z|
+1

|Z|n+1

et lim ———1J,,; =0, ce qui permet de conclure.
n—+oo 1 — |Z|

Solution 87

1
Posons CP(X, t) = m

1 1
1. Pour tout x € R, ¢(x,t) ol et o(x,t) ~ prasy donc I’intégrale définissant f est définie si et seulementsi x < letx+1>1
t—=0 t—>+o00
ie.0<x <1

2. On va d’abord modifier I’expression de f pour simplifier le raisonnement. Soit x €]0, 1[. D’apres la relation de Chasles

Yo g
f(x)=_/(;tx(1+t)+/1. (1 +1)

1
En effectuant le changement de variable ¢ — n dans la seconde intégrale :

Vo Yoo
f(x):fo tX(1+t)+f0 1-x(1 + 0)

Yo
g x|—>/0 D)

Vx €]0,1[, f(x) =g(x) + gl —x)

Posons

Alors g est définie sur [0, 1] et

On va donc étudier les limites de gen 0% et 1™,
1 1 1 1-—x 1 1—x
1 — 1
g(x):f%dt:v/t_xdt—flt di = < —/{ dt
b tx(1 + 1) b , 1+t -x J, 1+t
Par ailleurs, puisque 1 —x > 0
Tp-x Uoar
Osf dts/—:ln(z)
o 1+t o 1+t

1
—Xx
Enfin, on vérifie aisément que g est croissante et positive donc bornée au voisinage de 0. On en déduit que

donc

g(x) i

o) ~

X
et, comme f(x) = f(1 — x),
)~ =

x—0t
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Réduction

Solution 88

Déterminons dans un premier temps le noyau de ¢. Comme (a, b) est libre

x € Ker¢
= (a|x)y=(b|x)=0
< x € vect(a, b)*

Ainsi Ker ¢ = vect(a, b)*.
Par ailleurs, comme a et b sont unitaires,

d(a+b)=1+<(a|b))(a+b)
$(a—b) =1 —(a|b))(a+b)
Ainsi si{(a | b) =0,
Ker(¢ — Idg) = vect(a + b,a — b) = vect(a, b)
et sinon

Ker(¢p — (1 +{a | b)) Idg) = vect(a + b)
Ker(¢p — (1 —{a | b)) Idg) = vect(a — b)

Pour récapituler, 0 est valeur propre et le sous-espace propre associé est vect(a, b)l.

Si{a | b) = 0, 1 est valeur propre et le sous-espace propre associé est vect(a, b).

Si{a|b)#0,1+{a|b)etl—{(a] b)sont valeurs propres et leurs sous-espaces propres associés respectifs sont vect(a + b) et vect(a — b).
Dans tous les cas, la somme des dimensions de ces sous-espaces propres est égale a la dimension de E donc on a bien trouvé toutes les valeurs
propres de ¢. On peut €galement en conclure que ¢ est diagonalisable. On aurait aussi pu constater que ¢ est un endomorphisme symétrique
pour justifier qu’il était diagonalisable. En effet, pour tout (x,y) € E2,

¢x) [ y) = [ ¢() =(a | x)a|y)+(b|xXb]|y)

Solution 89

Soit A € Sp(u) et M un vecteur propre associé. Alors M + tr(M)I,, = AM puis en considérant la trace des deux membres, (n + 1) tr(M) =
Atr(M). SiA =n+1outr(M) = 0. Si tr(M) = 0 alors M = AM et donc A = 1. Ainsi Sp(u) C {1,n + 1}.

Déterminons les sous-espaces propres associés a ces potentielles valeurs propres. Clairement, le sous-espace associé a la valeur propre 1 est
I’hyperplan des matrices de traces nulles. De plus, I,, est clairement un vecteur propre associé a la valeur propre n + 1 donc le sous-espace
propre associé a la valeur propre n + 1 est vect(I,,) puisque la somme des dimensions des sous-espaces propres ne peut excéder la dimension
de M, (R).

REMARQUE. On constate que u est diagonalisable puisque la somme des dimensions des sous-espaces propres est égale a la dimension de
M, (R).

REMARQUE. Sin =1, 1 n’est en fait pas valeur propre puisqu’alors le sous-espace vectoriel des matrices de trace nulle est le sous-espace
nul.

Solution 90

S
Remarquons tout d’abord que pour S € GL,(C),S1 =S .

—1
Commengons par le sens le plus simple : supposons qu’il existe S € GL,(C) telle que A = SS . Dans ce cas,
e T
AA=SS SS =SS Ssl=1,

Pour la réciproque, on raisonne par récurrence sur .
; ®
Sin =1, alors A = () avec |A| = 1. On a donc A = ¢!® avec 6 € R. Il suffit alors de prendre S = (e 2 )
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On suppose maintenant la propriété vraie 2 un rang n — 1 > 1. Soit A € M,,(C) telle que AA = |

Montrons d’abord que toutes les valeurs propres de A sont de module 1. Soient P, Q € M, (R) telles que A = P+iQ. Ainsi (P+iQ)(P—iQ) =
I,,. En passant aux parties réelle et imaginaire, on obtient P> + Q% = I,, et QP — PQ = 0. Ainsi P et Q commutent et trigonalisent dans une
base commune i.e. il existe R € GL,(C) et U,V € J,¥(C) telles que P = RUR™! et Q = RVR™!. Posons T = U+iV. Onadonc A = RTR™!
etA=RTR ! La diagonale de T contient les valeurs propres de A. Comme AA = I,,, on en déduit que toutes les valeurs propres de A sont
de module 1. o
Soit A une valeur propre de A (il en existe toujours une complexe). On a donc |A| = 1. On a a nouveau A = ¢ avec & € R. Posons u = e 2,

de sorte que g = 1. Soit X un vecteur propre de A associée a la valeur propre A. Dans ce cas, X est également un vecteur propre de X associé

a la valeur propre A. En effet, AX = AX donc AX = X puis AAX = AAX. Puisque AA = I,,, on obtient X = AAX puis AX = AX puisque
1 — —

= = A. On peut supposer X réel. En effet, les vecteurs X + X et i(X — X) sont réels et 1’un des deux est non nul. L’un de ces deux vecteurs
A

N

est donc un vecteur propre réel associé a la valeur propre A. On peut compléter X en une base de C" a I’aide de vecteurs réels (ceux de la
base canonique, par exemple). Notons P la matrice de cette base dans la base canonique. Posons B = P~'AP. Cette matrice est de la forme

- — 1 — —1
avecY € C" et C € M,_;(C).OnaBB = PT'APP AP =1,carP =PetP = P! (P est a coefficients réels). On en

— ——1
déduit que CC = I,,. D’aprés notre hypothése de récurrence, il existe T € GL,,_;(C) telle que C = TT .

Montrons qu’il existe Z € C"! tel que Z — AZ = Y'T. Puisque BB = 0, on a en particulier M_{TT +YTT = 0. Notons ¢(z) = z + AZ et
P(z) = z — Az pour z € C. ¢ et P sont des endomorphismes du R-espace vectoriel C. On vérifie que ¢ o = 0 en utilisant |A| = 1. On a
donc Im{p C Ker ¢. ¢ et P ne sont pas nuls donc dimIm{p > 1 > dim Ker ¢. Ainsi Imyp = Ker ¢. Les composantes de YT sont dans Ker ¢
donc dans Im 1, ce qui justifie I’existence de Z.

—1 —1
Posons alors U = .OnaalorsU = . On vérifie alors que UU = = B. Il suffit alors de poser S = PUP~!

——1
pour avoir A =SS .
Solution 91

1. Premiére méthode. Il existe une matrice P € GL,,(C) telle que C = P~'BP soit trigonale. Notons A, ... , A, les coefficients diagonaux
de C i.e. les valeurs propres de B. La matrice x5 (C) est également triangulaire et a pour coefficients diagonaux ) (1;), ... , xa(A,,)- Les
spectres de A et B étant disjoints, ces coefficients sont non nuls, ce qui prouve que x(C) est inversible. Or les matrices x4 (B) et x4 (C)
sont semblables puisque x5 (C) = xa(P~'BP) = P~1y, (B)P. Donc y,(B) est également inversible.

n n

Deuxiéme méthode. Avec les mémes notations, x5 = H(X —A;). Ainsi xo(B) = H(B — AiL). Pour tout i € [1,n]), A; € Sp(B)
i=1 i=1
donc B — A;1,, € GL,,(C). Comme GL,(C) est un groupe, xa(B) € GL,(C).
2. On montre par récurrence que A"X = XB" pour tout n € N. On montre ensuite le résultat voulu par bilinéarité du produit matriciel.
On a notamment x5 (A)X = Xxa(B). Or x4 (A) = A d’apres Cayley-Hamilton donc Xy (B) = 0. Comme y,(B) est inversible, X = 0.

M,(C) — Mu(C)

X — AX-XB
montre que Ker(®) = {0} i.e. que ® est injectif. Puisque M ,,(C) est de dimension finie, ® est également surjectif, ce qui prouve le
résultat voulu.

3. Considérons I’application @ : . @ est clairement un endomorphisme de M,,(C) et la question précédente

Solution 92

Supposons que les les polyndmes caractéristiques x5 et xg de A et B soient premiers entre eux. D’apres le théoréeme de Bézout, il existe
(U, V) € C[X]? tel que Uxa + Vxg = 1. En évaluant cette égalité en B, on obtient U(B)xa(B) = I,, car xg(B) = 0 d’apres le théoréme
de Cayley-Hamilton. La matrice x(B) est donc inversible. Soit alors X € M,(C) telle que AX = XB. On montre alors aisément par
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récurrence que AKX = XB¥ pour tout k € N et on en déduit alors que P(A)X = XP(B) pour tout polynéme P € C[X]. Notamment,
Xxa(B) = xa(A)X = 0 a nouveau par le théoréme de Cayley-Hamilton. Mais on a vu que xa (B) était inversible donc X = 0.

Supposons que x4 et g ne soient pas premiers entre eux. Il ont donc une racine commune A, qui est également une valeur propre commune
de A et B. C’est également une valeur propre de BT puisque

det(BT — AI,) = det((B — AI,)T) = det(B— AL,) = 0

Il existe donc des matrices colonnes U et V non nulles de M, ;(C) telles que AU = AU et BTV = AV. La deuxié¢me égalité peut s’écrire
VTB = AVT en transposant. On en déduit que AUVT = UVTB = AUVT. On a donc AX = XB en posant X = UVT € M,,(C). Il est alors
aisé de voir que la matrice X est non nulle car U et V ne le sont pas.

Solution 93

Notons A, B, et C les matrices de f, g et h dans une base de E. On a alors CB = AC. Comme C est de rang 7, il existe deux matrices inversibles
Pet Q telles que C = PJ,Q 7!, o1 J, désigne traditionnellement la matrice dont tous les coefficients sont nuls hormis les r premiers coefficients
diagonaux qui valent 1. On a donc PJRQ !B = APJRQ~! ou encore J,(Q 1BQ) = (P~!AP)J,. Comme deux matrices semblables ont méme
polyndme caractéristique, on peut supposer pour simplifier que J,B = AJ,. En effectuant un calcul par blocs, on trouve que A et B sont

M M O
respectivements de la forme ( 0 ) et ( ) ou M est un bloc carré de taille . On en déduit que Xy, qui est bien un polynome de degré
* * %

r, divise xa et xp et donc €galement ) r et X,.

La réciproque est fausse des que n > 2. En effet, on peut encore raisonner matriciellement en considérant A la matrice nulle et B une matrice
non nulle nilpotente. Alors x5 = xg = X" de sorte que x4 et xg ont un facteur commun de degré n (a savoir X). Mais il n’existe évidemment
pas de matrice C de rang n (i.e. inversible) telle que CB = AC car AC est nulle tandis que CB ne ’est pas (C est inversible et B est non nulle).

Solution 94

1. La matrice A de u dans la base (e, ..., €3,41) est
11 0 0
0
A= 0
0 - 0
0 01
Ainsi
X-1-10 0
0 . :
XWX =xaX)=| o0
0 0 X-1 -1
-1 0 0 X-1

En développant par rapport a la premiere colonne, on obtient

XX = (X -1 -1

2. x,(0) = =2 # 0 donc 0 n’est pas valeur propre de u et u est inversible.
D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, x,,(u) = 0 i.e. (u — Idg)*"*! = Idg. Par conséquent

2n+1
2n+1
Z ( )(_1)2n+1—kuk = Idg
k=0 k
ou encore o
2n+1
uo . ( )(—1)2"-kuk =21dg
=0 k+1

n <2n +1

Ainsi en posant P = —1)2n=kxk on abien u~! = P(w).
s enposan 2 = 33 (31 ) 1 @

http://lgarcin.github.io 65


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

3. Les valeurs propres de u sont les racines de ),,. Autrement dit,
2ikm km kn
Sp(w) =1+ Uyyyy = {1 +ext1, k € [0, 2n]]} = {262"+1 cos<m), k € o, 2n]]}

4. Comme cardU,,,; = 2n + 1 et deg), = 2n + 1, toutes les valeurs propres de u sont simples (on en déduit également que u est
diagonalisable, ce qui n’est pas demandé). D’apres les liens entre les coefficients et les racines d’un polyndme

2n

ikm
[ 2e cos( i ) = (=1)"13,(0) = 2
i 2n+1

En notant P, le produit & calculer,
2n

ikm
22n+1p, T e+t =2
k=0
2n
Comme k=n2n+1),
k=0
2N jgn )
Hem = el = (—1)"
k=0
Finalement,
_ ="
P" 22n

Solution 95

Soitn € N* tel qu’il existe M € M,(C) telle que M3 —M?—M—2I,, = Oet tr(M) = 0. Le polyndme P = X3—X?—X -2 = (X—2)(X—j)(X—))
est un polynéme annulateur de M. On en déduit que Sp(M) C {2, j, j}. De plus, P est simplement scindé donc M est diagonalisable.

Notons p, g, r les dimensions respectives de Ker(M — 21,,), Ker(M — jI,,) et Ker(M — jI,;). On a donc tr(M) = 2p + qj + rj = 0. En passant
aux parties réelle et imaginaire, on en déduit 2p — g — g =0etq—r=0puis2p =q =r. Ainsin = p+ q +r = 5p est un multiple de 5.
On peut alors affirmer que M est semblable 2 une matrice diagonale par blocs dont tous les blocs valent D = diag(2, j, j, j, ).
Réciproquement soit n € N* un multiple de 5 et considérons une matrice M semblable & une matrice diagonale par blocs dont tous les blocs
valent D = diag(2, j, j, j, j). Alors tr(M) = g tr(D) = 0. De plus, P(M) est semblable a une matrice diagonale par blocs dont tous les blocs
valent P(D) = diag(P(2), P(j), P(j), P(j), P(j)) = diag(0,0,0,0,0). On a donc bien P(M) = 0.

REMARQUE. Sin n’est pas un multiple de 5, il n’existe pas de matrice vérifiant les conditions de 1’énoncé.

Solution 96

On remarque que C3 — C2 — 3C = 0. Ainsi X3 — X2 — 3X = X(X? — X — 3) est un polyndme scindé  racines simples (le polyndme de degré
2 n’admet évidemment pas 0 pour racine et est de disciminant strictement positif). Par conséquent C est diagonalisable et donc semblable a
une matrice diagonale D. On voit alors aisément que A = 3C — C? est semblable a la matrice diagonale 3D — D? et que B = C2 — 2C est
semblable 2 la matrice diagonale D? — 2D. A et B sont donc diagonalisables.

Solution 97

Simplification du probléeme : Comme M est symétrique, elle est diagonalisable dans une base orthonormale. Il existe donc P € O0,(R) telle
D;| 0 [0
PTMP = D ou D est diagonale de la forme| 0 | D, | 0 [ou D, et D, sont des matrices diagonales a coefficients respectivement

0 0 |0
strictement positifs et strictement négatifs. On peut alors trouver une matrice diagonale inversible A telle que ADA = 2T avec I =

I 0 0

14

0 I 0 |. En posant Q = PA, on a donc Q™™Q = 2I. Alors A + AT = M si et seulement si QT AQ + (QTAQ)T = I. Comme
0 0 0
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Q est inversible, rg QT AQ = rg A. On peut donc supposer par la suite que M = 21.
Remarquons que A + AT = 21 si et seulement si A est de la forme I + N ol N est une matrice antisymétrique. Le probleme revient
alors a trouver les rangs maximal et minimal de A = I + N quand N décrit I’ensemble des matrices antisymétriques de M, (R).

Cas p=q=0: DanscecasI=0.Sionprend N =0, alors A = 0 et rg A = 0. Le rang minimal recherché est donc 0.
Notons T, la matrice de M,,(R) formée d’une sous-diagonale de 1, d’une sur-diagonale de —1 et de 0 ailleurs. T,, est bien antisymétrique.
Si n est pair Ker T,, = {0} et donc rg T, = n. Le rang maximal recherché est donc n. Si n est impair, Ker T,, = vect((1,0,1, ...,1,0,1)T).
Donc rg T,, = n — 1. De plus, pour toute matrice antisymétrique N, det N = det(NT) = (—=1)" detN = — det N donc det N = 0. Ainsi
detN < n — 1. Le rang maximal recherché est donc n — 1.

I, + Ay —BT —CT
Cas p #0o0uq # 0: Les matrices A sont de la forme B —Ig+ A —DT |ol Ay, A, et A; sont antisymétriques de taille res-
C D As

pectives p, g et n — p — q. C’est un exercice classique que de montrer que toute matrice somme de la matrice identité et d’une matrice
antisymétrique est inversible. Ainsi I, + A; et —I; + A, sont inversibles. Si n— p — q est pair, prenons B, C et D nulles et A3 = T,_p,_g.
D’apres ce qui précede, Az est inversible et donc rg A = n. Si n — p — q est impair, on garde la méme matrice a une exception pres :
I’un des blocs C et D est de taille non nulle (p et q ne sont pas tous deux nuls), on le remplace par un bloc dont un coefficient vaut 1 et
on garde les autres coefficients nuls. Une étude du noyau de la matrice A ainsi formée montre que Ker A = {0} et donc A est inversible.
On a a nouveau rg A = n. Dans tous les cas, le rang maximal recherché est donc n.

Revenons au cas général : on a vu que I, + A; et —I; + A, étaient inversibles. Donc rg A > max(p, q). Prenons maintenant Ay, A,,
Aj, C et D nulles. Prenons pour B la matrice formée d’une diagonale de 1 et de zéros ailleurs (attention B n’est pas néceesairement une
matrice carrée, la diagonale en question est celle débutant en haut a gauche de la matrice). Si p < q, alors les p premieres colonnes de
A sont les opposées des p suivantes. De plus les g colonnes suivant les p premieres sont linéairement indépendantes donc rg A = q.
Si p > q, on se retrouve dans la situation inverse et rg A = p. On a donc rg A = max(p, q). Le rang minimal recherché est donc
max(p, q).

REMARQUE. Le couple d’entiers (p, q) est uniquement associé a la matrice M. On I’appelle la signature de la forme quadratique canoniqument
associée a la matrice symétrique M.

Solution 98

Soit A € M,(R) la matrice de u dans une base de E. A est également une matrice a coefficients complexes et on montre classiquement
que le rang de A en tant que matrice complexe est le méme que le rang de A en tant que matrice complexe. En effet, si r = rg A, il existe
P,Q € GL,(R) telles que A = PJ,. ,Q avec J,. ,, la matrice carrée de taille n comportant des 1 sur les r premiers coefficients diagonaux et
des 0 partout ailleurs. Or P, Q appartiennent également & GL,,(C) donc le rang de A est également r en tant que matrice complexe.

Le polyndme X(X? + 1) est un polyndme annulateur de A scindé a racines simples (sur C). A est donc diagonalisable et Sp(A) C {0, —i, +i}.
Notons p et g les dimensions repectives de Ker(A — iI,,) et Ker(A + il,;). On a donc tr(A) = (p — q)i. Or A est a coefficients réels donc
tr(A) € R. Ainsi p = q. De plus, rg(A) = p + q = 2p. Donc rg(u) = rg(A) est pair.

Solution 99

1. On montre par exemple aisément que ¢’est un sous-groupe de GL,(R).

—_—
M +— M"
contient donc un entier non nul n tel que M" = I,. On peut méme supposer n positif quitte a le changer en son opposé.

Puisque le polyndme X" — 1 est scindé a racines simples dans C et annule M, M est diagonalisable. On peut également ajouter que ses
valeurs propres sont des racines de 1’unité et en particulier des complexes de module 1.

2. Soit M € G. Puisque le morphisme de groupe { ne peut étre injectif puisque Z est infini et que G est fini. Son noyau

1 0
Si M est diagonalisable dans R, ses valeurs propres ne peuvent étre que 1 ou —1. Dans ce cas, M est semblable a I,, —I, ou ( 0 1 )

Dans tous les cas, M2 = 1,.
Si M n’est pas diagonalisable dans R, elle I’est quand méme dans C et ses valeurs propres sont des complexes de module 1 conjugués
e® 0

puisque M est a coeflicients réels. M est donc semblable a une matrice de la forme ( 0 ) ol © € R. Puisque la trace est un
o

invariant de similitude, 2 cos 8 = tr(M) € Z. Puisque cos est a valeurs dans [—1,1], cos© € {—1,—-1/2,0,1/2,1}.
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* Sicos® = +1, e = e7® = +1 et on est ramené au cas précédent (en fait, M serait diagonalisable dans R et on a supposé que
ce n’était pas le cas).

1
* SicosB = 5 alors 6 = ig[ZTC]. 11 est alors clair que M'2 = I,.
, -1 2n . 12
e SicosfO = - alors 0 = i?[Zn]. Il est alors clair que M*“ = I,.
* Sicos® =0, alors 6 = ig[ZTC]. 1l est alors clair que M'2 = I,.

Solution 100

1. Puisque X% —1 est un polyndme annulateur de A scindé i racines simples, A est diagonalisable et Sp(A) C {—1, 1}. Notons A4, ..., A,, les
n
valeurs propres de A comptées avec multiplicité. Ainsi pour tout k € [1, n]], Ay = %1 et, a fortiori, A, = 1[2]. Puisque tr(A) = Z A
k=1
tr(A) = n[2].

2. Les valeurs propres de A ne peuvent pas toutes étre égales a 1 ou —1 sinon, A serait semblable a I,, ou —I,, et donc égale a I,, ou —I,,.
En notant a le nombre de valeurs propres égales a 1 et b le nombre de valeurs propres égalesa —1.Onadonca+b=n,1<a<n-1
etl <b<n-—1. Ainsitr(A) = a— bestcompris entre —n+2etn—2i.e. |[tr(A)| < n—2.

Solution 101

1. Le polyndme caractéristique de A est
Xa=X=-2)X=3)—-2=X2-5X+4=X-1)(X—-4)

Ainsi A est diagonalisable et le spectre de A est Sp(A) = {1,4}. On vérifie que

1
Ax; =x; avec X1 = ( ) )

et que

1
AXx, = 4x, avec Xy = ( 5 )

Comme A est de taille 2, les sous-espaces propres associé€s aux valeurs propres 1 et 4 dont donc de dimension 1. Ce sont respectivement
vect(x;) et vect(x,).

10 1 1
De plus, A = PDP~! avec D = etP = .
04 -1 2

2. Soit M € M,(R) telle que M? = A. Alors AM = M3 = MA. Alors AMx; = MAXx; = Mx; donc Mx; est un vecteur propre de A.
Comme le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est vect(x;), il existe A € R tel que Mx; = Ax;. Donc A%2x; = M2x; =
Ax; = x; puis A2 = lie. A = =1 et Mx; = +x;. De méme, Ax, = +2x,. On peut alors affirmer que

+1 0
M=P p!
0 +2

Réciproquement ces quatres matrices conviennent.

REMARQUE. Les quatre matrices en question sont
1(41 01
+— et *
3\2 5 21
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Solution 102

2 1 -2
On calcule x5 = (X — 2)(X — 1)2, E5(A) = vect|| —1 ||, E;(A) = vect|| 0 |[,| 1 || Ainsi A est diagonalisable. De méme, x5z =
1 1 0
0 1
(X =2)(X—1), E,(B) = vect|| —1 ||mais E;(B) = vect|| —2 || Donc B n’est pas diagonalisable. Donc A et B ne sont pas semblables
1 1

méme si elles ont mémes valeurs propres et méme polyndme caractéristique.
Solution 103

-1 1
1. On trouve x5 = X?> 4+ 7X — 8 = (X + 8)(X — 1). De plus, E_g(A) = vect (( ) )) et E{(A) = vect (( 5 )) Ainsi A = PDP~! avec
-8 0 -11
D= etP = .
(3 )=r=(7)

ab
2. Soit X une éventuelle solution. Alors en posant Y = P71XP, Y2 = D. Alors Y commute avec Y2 = D. En notant, Y = ( 4 ),
c

YD = DY donne b = ¢ = 0. Par conséquent Y est diagonale. On a donc a*> = —8 et b> = 1. Il n’y a donc pas de solution a coefficients

+i/8 0
0

+1

réels. Les solutions & coefficients complexes sont les matrices P ( ) P~! (quatre solutions en tout).

Solution 104

1. On trouve A = al; + bJ + cJ?.

2. Ontrouve x; = X3 — 1 = (X — 1)(X — j)(X — j2). Comme y; est scindé  racines simples, J est diagonalisable.

1 1
3. Les sous-espaces propres associés a 1, j et j2 sont respectivement engendrés parwy = | 1 |, @, =| j |etw; = j? [ Remarquons
1 J? J

que (g, w1, w,) est une base de M ;(C) car J est diagonalisable.
Enfin, Awg = (a+b + c)wg, Aw; = (a+bj+cj?)w;, Aw, = (a+ bj? + cj*)w, donc (wg, w;, w,) est également une base de vecteurs

PA) 0 O 111
propres de A. Ainsi A est diagonalisable. En posant P =a +bX+c¢X2,D=| 0 P(j) 0 etQ=[1 j j2|,A=QDQ.
0 0 P( ) 1j2

Solution 105

1. Notons uy, ..., u, les endomorphismes canoniquement associés a Ay, ..., Ap.

a. Les sous-espaces propres de u; sont stables par u, car u; et u, commutent. Soit A € Sp(u;). Comme u, est diagonalisable,
il induit un endomorphisme diagonalisable de E,(u,). Notons B, une base de diagonalisation de cet endomorphisme. Comme
cr = @ E,; (1;), la concaténation des bases B, est une base de B; . On vérifie sans peine que ¢’est une base de diagonalisation

AeSp(ur)
commune de u; et u,. On en déduit alors que A; et A, sont simultanément diagonalisables.

b. On note HR(p) I’assertion :
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si Uy, ..., Up sont des endomorphismes diagonalisables commutant deux a deux, alors ils sont simultanément diagona-
lisables.
HR(1) est évidemment vraie. Supposons HR(p) vraie pour un certain p € N*. Soient alors u, ..., U, des endomorphismes
diagonalisables commutant deux a deux. Soit A € Sp(up.1). Alors Ej(u,41) est stable par uy, ..., u,. Les endomorphismes de

Ej (up41) induits ar uy, ..., u, sont encore diagonalisables et commutent deux & deux. On peut ainsi trouver une base commune
3B, de diagonalisation de ces endomorphismes induits. A nouveau, la concaténation des base B, pour A € Sp(up.1) est une base
commune de diagonalisation de uy, ... , Up4; de sorte que HR(p + 1) est vraie. Ainsi HR(p) est vraie pour tout p € N*.

2. Montrons que G est commutatif. Remarquons que A~! = A pour tout A € G. Soit (A, B) € G%. Alors AB = (AB)~™! = B"!A™! = BA.
Comme le polyndme simplement scindé X? — 1 annule tous les éléments de G, ceux-ci sont tous diagonalisables. On peut de plus
préciser que le spectre de chaque élement de G est inclus dans {—1, 1}.

Sil’on considére une partie finie F de G de cardinal p, la question précédente montre qu’il existe une matrice P € GL,,(C) diagonalisant
tous les éléments de F. L’application M € A — P~!MP est une injection de A dans le groupe D,, des matrices diagonales a coefficients
diagonaux égaux a +1. Ainsi p < 2".

Ainsi G est fini de cardinal inférieur a 2".

REMARQUE. On peut préciser la réponse méme si ce n’est pas utile pour la question suivante. Il existe une matrice P diagonalisant
tous les éléments de G. Le morphisme M € G — P~!MP est une injection de G dans D donc G est isomorphe & un sous-groupe de D.
Son cardinal divise donc 2". 1l existe ainsi k € [[0, p] tel que card G = 2k,

3. Notons S,, I’ensemble des matrices M € GL,(C) telles que M? = I,,. On définit de la méme maniére S,,. Supposons qu’il existe un
isomorphisme ¢ de GL,(C) sur GL,,,(C). On vérifie sans peine que ¢ induit une bijection de S,, sur S,,. Les sous-groupes de GL,,(C)
inclus dans S,, sont donc isomorphes aux sous-groupes de GL,,(C) inclus dans S,,,. Notamment, le sous-groupe D,, défini dans la
question précédente est isomorphe a un sous-groupe de GL,,,(C) inclus dans S,,,. Ainsi S, contient un sous-groupe d’ordre 2". D’aprés
la question précédente, on a donc 2" < 2™, Mais de maniére symétrique 2" < 2" donc n = m.

Solution 106

Supposons u diagonalisable et donnons-nous un sous-espace vectoriel F de E stable par u. Puisque u est diagonalisable, il existe un polyndme
scindé a racines simples annulant u. A fortiori, ce polyndme annule la restriction ujg de u a F, qui est donc lui méme diagonalisable.

De plus, on a clairement Sp(ujr) C Sp(u) et E; (wr) C Ex(u) pour tout A € Sp(ug). Pour A € Sp(yg), notons alors G; un supplémentaire
de Ej(u ) dans Ej(u). Remarquons que pour tout A € Sp(ur), G, est stable par u puisque c’est un sous-espace vectoriel du sous-espace
propre E; (u).

Posons finalement

G=[ P ale| P EwW

reSp(ujg) AeSp(w)\Sp(u )

D’apres notre derniere remarque, G est stable par u. Puisque u et up sont diagonalisables, E = @ E,(u)etF = @ E;(wp). Onen
AeSp(u) AeSp(ur)

déduitque E=F & G.

Supposons que tout sous-espace vectoriel de E stable par u admette un supplémentaire dans E stable par u. Notons n = dim E, et notons
P(k) I’assertion : «il existe une famille libre (e, ..., e;) de vecteurs propres de u».
Puisque x,, est un polynome a coefficients complexes, il admet au moins une racine, ce qui prouve I’existence d’une valeur propre et donc
d’un vecteur propre e; associé. Ainsi P(1) est vraie.
Supposons P(k) vraie pour un certain k € [[1,n — 1]). Il existe donc une famille libre (ey, ..., ;) de vecteurs propres de u. Posons F =
vect(ey, ... , ). On sait que F admet un supplémentaire G dans E stable par u. La restriction de u 2 G admet au moins une valeur propre
et donc d’un vecteur propre e, 1 associé pour la raison exposée précédemment. Clairement, ey, est également un vecteur propre de u. On
vérifie aisément que (ey, ..., €x,1) est encore libre donc P(k + 1) est vraie.
Par récurrence, P(n) est vraie. Il existe donc une base (ey, ... , ;) de vecteurs propres de u, ce qui assure la diagonalisabilité de wu.

Le résultat ne persiste pas si E est un R-espace vectoriel. Par exemple, si u est une rotation de R? d’angle non congru 4 0 modulo 7, les seuls
sous-espaces stables par u sont {0} et R? qui admettent donc bien des supplémentaires stables par u. Néanmoins, u n’est pas diagonalisable.

Solution 107
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1. a. Comme f est bijectif, A est inversible. Alors

Xap = det(XI,, — AB) = det(A(XA™! — B)) = det(A) det(XA~! — B)
= det(XA™! — B) det(A) = det((XA™! — B)A) = det(XI,, — BA) = xga

b. Supposons que f o g est diagonalisable. Alors AB est diagonalisable et il existe une matrice diagonale D et une matrice inversible
P telles que AB = PDP~!. Alors BA = A"'PDP!A = A~'PD(A~'P)~!. Donc BA est diagonlisable et g o f également.

2. a. Soit A € Sp(f o g). Si A # 0, considérons un vecteur propre x associé a A. Alors f o g(x) = Ax. Remarquons que g(x) # Og car
Ax # 0g. De plus, g o f(g(x)) = Ag(x) donc A est un vecteur propre de g o f. Si A = 0, alors f o g n’est pas inversible. Ainsi
det(f o g) = 0. Par conséquent det(g o f) = det(g) det(g) = det(f)det(g) = det(f o g) = 0. Donc g o f n’est pas inversible et
0 € Sp(g o f). On a donc montré que Sp(g o f) C Sp(f o g). En inversant les roles de f et g, on a I’inclusion réciproque de sorte
que Sp(f o g) = Sp(ge f).

00 01 00 01
b. Posons A = etB = . Alors AB = et BA = . AB est diagonale donc diagonalisable mais BA
01 00 00 00

ne D’est pas. En effet, la seule valeur propre de BA est 0, donc, si BA était diagonalisable, elle serait semblable a la matrice nulle
donc elle serait nulle, ce qu’elle n’est pas.

Solution 108

1. D’une part, f = fog—g = (f —Idg) o g donc Kerg C Ker f. D’autre part, g = fog — f = f o (g —Idg) donc Img C Im f. On en
déduit que dim Ker g < dim Ker f et que dimIm g < dim Im f. Mais, d’apres le théoreme du rang, on a également

dimImg = dimE — dimKerg > dim E — dim Ker f = dim Im f

donc dimIm f = dimImg. Or Img C Im f donc Img = dimIm f. D’apres le théoréme du rang, dim Ker g = dim Ker f. Or Kerg C
Ker f donc Ker g = Ker f.

2. Comme g est diagonalisable, il existe une base (ey, ..., e,) de E formée de vecteurs propres de E. Notons A; la valeur propre associée
au vecteur propre e;. Alors f o g(e;) = f(e;) + g(e;) i.e. (A; — 1)f(e;) = A;e;. On ne peut avoir A; = 1 sinon on devrait avoir A; = 0 car

€; # OE' Ainsi f(ei) = AL_I
1

7 Les e; sont donc également des vecteurs propres de f et comme (ey, ..., e,) est une base de E, f est

diagonalisable.
2

Ensuite, f o g(e;) = A;f(e;) = )\,'——ilei donc f o g est aussi diagonalisable pour les mémes raisons. On peut également affirmer que
1

t? tHt—2)

Sp(feg) Clmpavecp: t € R\ {1}~ 1 ¢ est dérivable sur R \ {1} et ¢'(t) = -2 On en déduit le tableau de variations
suivant.
t —0o0 0 1 2 +00
Q'(1) + 0 - - 0 +
0 +o00 +00
Variations
de ¢
—00 —00 4

Ainsi Sp(f o g) C Im¢ = R\]0, 4.
Solution 109
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1. La linéarité de ® est évidente. Pour montrer que ®(R,[X]) C R,[X], il suffit de montrer que ®(X¥) € R, [X] pour tout k € [0, n] car

(XF)o<k<n €st une base de R, [X].

Soit k € [[0, n]. Alors, en convenant qu’une somme indexée sur I’ensemble vide est nulle
k-2 k

B(XF) = (X+ DXKF - XX+ 1)F =1 - k)Xk -] ( ,)Xi € R,[X]

—o \J
Jj=0

® est donc bien un endomorphisme de R,,[X].

2. D’apres la question précédente, la matrice de ® dans la base canonique de R,,[X] est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux
sont les 1 — k € [0, n]]. On peut donc affirmer que les valeurs propres de ® sont ces mémes coefficients diagonaux. ® possede donc
n + 1 valeurs propres distinctes et dim R,,[X] = n + 1 donc ® est diagonalisable. De plus, on peut préciser que tous les sous-espaces

propres de @ sont de dimension 1.
k-1

Recherchons maintenant les éléments propres de ®. Soit k € [0, n]|. Posons I}, = H X —i (en particulier I, = 1). On vérifie aisément

i=0
que ®(I}) = (1 — k)I},.. Comme les sous-espaces propres de ® sont de dimension 1, le sous-espace propre associé a la valeur propre
1 — k est la droite vectorielle vect(T}).

Solution 110

Puisque rg(A) = 1, 0 est valeur propre de A et dimE, = dimKer A = n — 1. Ainsi X"*~! divise x4. On a alors y, = X" }(X — 1). Comme
la trace est égale a la somme des valeurs propres comptées avec multiplicité, A = tr(A).

Si A = 0, alors A n’est pas diagonalisable puisque la multiplicité de 0 dans ) n’est pas égale a la dimension du sous-espace propre associé
a la valeur propre 0.

Si A # 0, alors A est valeur propre de A. Comme E et E, sont en somme directe, dim Eg +dimE; < nie.dimE,; < 1. De plus, dimE; > 1
donc dim E; = 1. La somme des dimensions des sous-espaces propres est alors égale a n et A est diagonalisable.

Solution 111

1. Supposons x # 0 et soit M € E,. Alors
1 1
—;M(M +1,) = —;(M +I,)M =1,

1
donc M € GL,(R)etM~! = —;(M +1,).
Soit M € Eq. Alors M2 + M = 0. Si M est inversible, alors, en multipliant par M~!, M = —I,, et —I,, est bien inversible. La seule
matrice inversible de E, est —I,,.

2. Remarquons que P, = X2 + X + x est un polyndme annulateur de toutes les matrices de E.

Si le discriminant de P, est strictement négatif i.e. x > e alors les matrices de E, ne possedent pas de valeur propre réelle et ne sont

donc pas diagonalisables dans M,(R).

Si le discriminant de P, est strictement positif i.e. x < T alors P, est scindé sur R a racines simples donc toutes les matrices de E,
sont diagonalisables.

1

1\2 —=

% = (X + E) . On vérifie que 02 1 appartient a E % mais n’est pas diagonalisable.
2 1

Ainsi E, ne contient que des matrices diagonalisables si et seulement si x < vh

1

3. Remarquons que P_, = (X — 1)(X + 2). Les spectres des matrices de E_, sont inclus dans {1, —2}. Leurs traces peuvent donc valoir
10
1+41=2,1-2=—1et—2—2 = —4. Il existe effectivement des matrices de E_, dont les traces valent 2, —1 et —4, a savoir ( 01 ),

1 0 -2 0
et .Ainsi T ={2,—1,—4}etcard T = 3.
0 -2 0o -2

Solution 112
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1. Ona f = Idy,(r) +2gavec g : M € M,(R) — M. Comme Idy¢, (r) et g sont des endomorphismes de M, (R), f en est un également.
2. Notons 8, (R) le sous-espace vectoriel des matrices symétriques et A, (R) le sous-espace vectoriel des matrices antisymétriques.
YM € 8,(R), f(M) = 3M
VM € A,(R), f(M) = -M
Ainsi
8p(R) C Ker(f — 31dpg, (r))
An(R) C Ker(f + Idag,w))
Comme 8,(R) et A,(R) sont supplémentaires dans M,(R), on peut affirmer (détailler si cela ne semble pas clair) que
Ker(f — 31dag,m)) = Sn(R)

Ker(f + Idpg,r)) = An(R)
M,(R) = Ker(f — 31dpg,r)) © Ker(f + Idpg, (r))

On en déduit que f est diagonalisable, que ses valeurs propres sont 3 et 1 et que les sous-espaces propres associés respectifs sont 8, (R)
et A,(R).

3. Déja répondu a la question précédente.

4. Comme la trace et le déterminant d’un endomorphisme sont respectivement la somme et le produit des valeurs propres comptées avec
multiplicité et comme f est diagonalisable,

nn+1) nn-1)
2 2

n(n+1) n(n-1)

det(f) — 3dim$n(R) . (_1)dim./ln(R) =3 2 . (_1) >

tr(f) = 3 - dim 8, (R) + (1) - dim A,(R) = 3 =n(n+2)

Solution 113

0

2
Posons M = ( 3 ) On calcule xp = X? —3X + 2 = (X — 1)(X + 2). Comme Yy est scindé 2 racines simples, M est diagonalisable.

2 1 o . 21
De plus, Sp(M) = {1, 2}, E;(M) = vect ) et E;(M) = vect ) On en déduit notamment que D = P~'MP avec P = . et

1

10 -1
D= < 02 ) On calcule aussi aisément P~! = ( L 2 ) On propose ensuite plusieurs manieres de procéder.

Méthode n°1. A est diagonalisable donc il existe une base (Uy, ..., Uy,) de M, ;(K) formée de vecteurs propres de A. On note Ay, ..., A, les
. U
valeurs propres respectivement associées. En s’inspirant de la réduction de M, on vérifie qu’en posant X; = ( ! ) etY; =X; = ( ' )
i i
BX; = A;X; et BY; = 21;Y;. Ainsi les X; et les Y; sont des vecteurs propres de B. On vérifie manitenant que (Xy, ..., X,, Y, ..., Y,,) est une
base de M, 1 (K). Puisque cette famille compte 2n éléments, il sufit de montrer sa liberté. Soit (ay, ... , @y, By, ... , Br) € K> tel que

n n
DaXi+ ) BiY; =0
i=1 i=1

En raisonnant par blocs, on a donc

n n
2 Z aiUi + Z BiUl' =0 (Ll)
i=1 i=1
n n
DU+ Y U =0 (Lz)
i=1 i=1
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n n
En considérant (L;) — (L,), on obtient Z a;U; = 0 et en considérant 2(L,) — (L), on otient Z B;U; = 0. Comme (Uy, ..., U,) est libre, les
i=1 i=1
a; et les 3; sont nuls. Ainsi (X1, ..., Xy, Yy, ..., Y},) est une base de M, () formée de vecteurs propres de B : B est diagonalisable.
Méthode n°2. Comme A est diagonalisable, il existe Q € GL,(K) tel que A = P~!QP soit diagonale. En s’inspirant de la réduction de A,

2Q Q Q! Q!
Q -Q! 2qQ!

-1
R_lBR=(Q AQ 0 )z(A o)
0 2Q7'AQ 0 2A

R™!BR est donc bien une matrice diagonale : B est donc diagonalisable.
Solution 114

on pose R = ( ) On vérifie alors que R est inversible d’inverse R = ( ) On vérifie ensuite que

1. On calcule le polyndme caractéristique

X+m+1 —m -2
Xa,,(X) = m X-1 -m
2 -m X+m-=3
X+m-1 —m -2
= 0 X—-1 —-m C,<C+GC
X+m—-1 —-m X+m-3

1 —m -2
X+m—-1)|0 X—-1 -m en factorisant la premiére colonne
1 —m X+m-3

1 —m -2
=X+m-1)|0 X-1 —-m Ly «L;—1,
0 0 X+m-1
=X+m—-1>X-1)

On en déduit que Sp(A,,,) = {1,1 — m}.
Comme la multiplicité de 1 dans A,, vaut 1, on en déduit que dim E;(A,,,) = 1 puis

-m—-2m 2 1
E;(A,) =Ker(A,, - 1,)=Ker| -m 0 m = vect|| 1
-2 m2-m 1

Sim =0, Sp(Ay) = {1} et on vient alors de déterminer 1’unique sous-espace propre de A,.
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Supposons donc m # 0 et déterminons E;_,,,(A,,).
Ei_m(Am) = Ker(A,, + (m — 1)I,,)

-2 m 2

=Ker| —-m m m
2

-2 m

\V]

L3(—L3—L1

I
~
o
|
3

© 3 3
3

I
A
]
—
|
§I
3 3
S
~—

On en déduit que si m # 2,

Ei_(Ap) = Ker( —2m o2 ) =vect|| 0 ||carm #0
0 -1 1
Etsim =2,
1
Ei_m(Apm) =E_j(A)) =Ker( -1 1 1)=vect|[| 1 [, 0
0
On récapitule.
1
Cas m =0 Sp(Ay) = {1} et E{(Ag) = vect|| 1 ] .
1
1 1 1
Casm =2 Sp(A,) ={-1,1}, E;(A;) = vect|| 1 ||etE_;(Ay) =vect|| 1 |,] O
1 0 1
1 1
Cas m & {0,2} Sp(A,,) ={1,1—m}, E;(A,,) = vect|| 1 ||et E;_,(A,) = vect]|]| 0
1 1

2. On peut par exemple utiliser le fait que A,, est diagonalisable si et seulement si la somme des dimensions des sous-espaces propres est
égale a 3. On en déduit que A, est diagonalisable si et seulement si m = 2.
De plus, A,, est inversible si et seulement si 0 & Sp(A,,) i.e. m # 1.

1 1
3. Dans le cas ou A, est diagonalisable i.e. m = 2, une base de vecteurs propres est vect|| 1 |,] 1 |,| 0 || On peut donc choisir
1 0
111
P=l110
101

Solution 115
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1. On calcule x5 = X3 — X — 1. On étudie sur R la fonction polylomiale x > x4 (x).

x —eo ~1/V3 143 I oo

Xa(X) + 0 - 0 +

XA(X) / 9 \ 2\/5 _— -1
el
9

243
Comme x(—1/ \/E) =5 - 1 < 0etya(l) =—1<0,les variations de x4 et le théoreme des valeurs intermédiaires montrent que

Xa ne s’annule qu’une fois sur R en un réel a > 1.
Comme x4 est un polyndme a coefficients réels de degré 3, x5 possede encore deux racines complexes non réelles conjuguées (et donc
distinctes). On en déduit que y, est simplement scindé sur C de sorte que A est diagonalisable dans M;(C).

2. Comme A est diagonalisable, A est semblable a une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de A.
On montre sans peine que A” est alors semblable 4 une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les puissances n°™
des valeurs propres de A. La trace étant un invariant de similitude, tr(A™) = Z A", Comme A est a coefficients entiers, A" 1’est

AeSp(A)
également et sa trace est notamment un entier.

REMARQUE. La trigonalisabilité suffit pour aboutir au méme résultat.

3. Notons y = re'® et & = re~® les deux autres valeurs propres conjuguées de A (r > 0). D’aprés la question précédente et un peu de
trigonométrie,
| sin(ma™)| = | sin(m(u”* + &")| = | sin(2mr" cos(nd))| < 2mr"| cos(nd)| < 27"

Or A, W et [t sont les racines de x, = X> — X — 1 donc, d’apres les liens coefficients/racines, Aup = 1 i.e. ar?> = 1. Comme a > 1,
0 < r < 1. On en déduit que Z r™ converge. La majoration précédente montre que la série Z sin(ma™) converge (absolument).

Solution 116

02 11

el = 1 -1
-1 2 /)

On va maintenant s’inspirer de la diagonlisation de M pour effectuer celle de B. Comme A est diagonalisable, il existe une matrice inversible

0 2 5 10\ _, 21
Posons M = 5 ) Alors xy = X* —=3X+2 = (X — 1)(X — 2). On prouve alors que M = P P~ avec P = et

2
Q et une matrice inversible D telles que A = QDQ™!. Posons alors R = ( QQ g ) On vérifie alors que R est inversible et que R™! =
Q—l _Q—l
uis que
( —Q ! 2Q! )p 1

D 0
B=R R1
0 2D

Ainsi B est bien diagonalisable.
Solution 117

1. Récurrence.

2. Soit ®: M € M, (K) —» MB — BM. Pour tout k € N, ®(A¥) = kA¥. Or ® est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension
finie donc il posséde un nombre fini de valeurs propres. Il existe donc p € N tel que AP = 0. Ainsi A est nilpotente.
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Solution 118

Notons V le sous-espace vectoriel de M, (IK) engendré par les matrices nilpotentes et 7 celui des matrices de trace nulle. Comme une matrice
nilpotente admet O comme seule valeur propre, sa trace est nulle. Ainsi V' C 7. Notons (E*/),; j<p, 1a base canonique de M,(IK). Comme
J est un hyperplan, on montre aisément qu’il possede pour base la concaténation des familles

(El’])lsi#jsn et (El,l + El,l+1 _ El+1,l _ EHLHl)lSiSn—l

Les matrices E>J pour i # j sont clairement nilpotentes (triangulaires strictes). Les matrices Eb 4 Ebi+1 — Ei+1i _ Ei+Li+1 Je sont également
1
puisque la matrice ( ) est nilpotente (carré nul). On en déduit que J° C N.
Solution 119
1. La condition n’est pas suffisante. Il existe des endomorphismes de rang 1 qui ne sont pas des projecteurs. Si (ey, ..., e,,) est une base

de E, on peut par exemple définir f en posant f(e;) = 2e; et f(e;) = Og pour i € [2,n]. Alors f est clairement de rang 1 et
f o f(e;) = 4e; # f(ey) donc f n’est pas un projecteur.

La condition n’est pas non plus nécessaire. Il existe des projecteurs de rang différent de 1. On peut par exemple considérer I’endomor-
phisme nul.

2. On aalors dimKer f = n — 1. 0 est donc valeur propre de f et sa multiplicit€ dans ) est au moins égale a n — 1. Il existe donc a € K
tel que x; = X""1(X — ). Or
tr(f)=0x(n—1+1Xxa=a
donc o = 1. Ainsi 1 est valeur propre de f. De plus, dimKer(f — Idg) = 1 et dimKer f = n — 1 donc f est diagonalisable et

E = Ker(f — Idg) @ Ker f. Si on note (ey, ..., €,,) une base adaptée a cette décomposition en somme directe, il est clair que f%(e;) =
e; = f(ey) et f2(e;) = Og = f(e;) pour i € [2,n] donc f est un projecteur.

3. Notons (Ei’j)lsi, j<n la base canonique de M,(R). Les matrices Ebl pour 1 < i < n sont bien de rang 1 et de trace 1 de méme que les

matrices E¥ + EbJ pour 1 < i # j < n. On vérifie que ces n? matrices forment bien une famille libre et donc une base de M,(R). Les
endomorphismes de E dont les matrices dans une base donnée de E sont ces matrices forment alors également une base de £L(E) et ce
sont des projecteurs d’apres la question précédente.

Solution 120

Remarquons que X" — 1 est un polyndme annulateur de A donc le polyndme minimal 7t divise X" — 1. De plus, il n’existe pas de polyndme
annulateur de A de degré strictement inférieur a n sinon la famille (I,,, A, A%, ..., A"~1) serait libre. On en déduit que Ty = X" — 1. Or 7,
divise x5 et degxa = ndoncyy = ma = X" —1. Les valeurs propres de A sont donc les racines n°™* de I’unité et sont toutes de multiplicités

1. Ainsi
2ikm eZin -1

n—1
tr(A) = z m:ZeTszo
k=0

wely, eT -1

Solution 121

On notera classiquement 7ty le polyndme minimal d’une matrice M.
1
1. Posonsn = degmy et P = X"mp (i) Comme A est inversible, le coefficient constant de 7t est non nul et deg P = n. P est un polynéme

1
annulateur de A~! donc 751 divise P. En particulier, deg to-1 < n. De méme, en posant p = deg ma-1 et Q = XP1rp1 (§>, degQ=p
et on trouve que 1 divise Q. En particulier, degmp < p.

1
Finalement, deg [T-1 = deg P. En notant a le coefficient constant (non nul) de tp, onama-1 = EP car T -1 est unitaire par convention.
2. Puisque pour tout polyndme P et toute matrice M a coefficients réels
PM)=0 < PM)"=0 < P(M")=0

Aet AT = A1 ont le méme polyndme minimal. Si ce polyndme minimal était de degré impair, il admettrait une racine réelle A. Ainsi
A admettrait A pour valeur propre. Soit X un vecteur propre associé a cette valeur propre. On a donc AX = AX et donc ||AX]| = [|AX]|| =
[A[IX]| ot ||.|| désigne la norme euclidienne de R". Mais comme A est orthogonale, |AX| = || X|| d’ou A = 1 (||X]| # O car un vecteur
propre est non nul). Ceci contredit I’énoncé. C’est donc que le polyndme minimal de A est de degré pair.
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Solution 122

. Les deux premiéres colonnes de A ne sont pas colinéaires et les autres colonnes sont toutes colinéaires a la seconde. Ainsi rg(A) = 2
puis dimKer(A) = n — 2.

. La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable.

. Comme A est diagonalisable, la multiplicité de la valeur propre O est la dimension du sous-espace propre associé, c’est-a-dire n — 2.

0 -2 .+ . —n a =2 - . —n
-2 1 0 - 0 o1 0 - 0
. Remarquons que xo(1) =] : 0 . Vial’'opération C; « 2C, +3C3+ .-+ nCp,xa(l)=|: 0 - - : |=«a
HE . 0 o .0
-n 0 - 0 1 0 0 - 0
n
oo =— Z k? < 0. Comme xEI-Poo xa(X) = +00, xa admet une racine A > 1 d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires. Ainsi il

k=2
existe u € R tel que x5 = X" 2(X — A)(X — W). Mais tr(A) = 1 = A + p donc i = 1 — A. On en déduit que Sp(A) = {0,1,1 — A} avec
A>1.

. Comme A est diagonalisable, 75 est scindé a racines simples et ses racines sont les valeurs propres de A. Ainsi my = XX — V)X —
1+ 1) = X3 — X% + A(1 — )X est un polyndme annulateur de A. Or x4 = X" 2(X — A)(X — 1 + A) donc, comme vu 2 la question
précédente,

ML=1)=xa() == K
k=2

n
Finalement, un polyndme annulateur de A est X3 — X? — (Z kz) X.
k=2

Solution 123

1. On sait que le rang de B est le rang de la famille de ses colonnes. Comme les n derniéres colonnes de B sont également les n dernieres,

A
le rang de B est celui de ( 0 ) Mais le rang de B est également le rang de la famille de ses lignes donc rg B = rg A.

) . AP AP o I, 0
2. Une récurrence simple montre que BP = o o pour tout p € N*. De plus, B® = 1,,, = .

01,
+00
Soit P = )" a,XP € R[X]. Alors
p=0
+0o0
P(B) = agly, + ) a,BP
p=1
I, 0 iy AP AP
= ao " + Z ap
01, = 0 0
_ [ P(A) P(A) - aol,
B 0 aol,
P(A) P(A 0 —I
_ [ P& P(A) +P(0) n
0 0 0 I,
car ay = P(0).
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3. Comme A est diagonalisable, le polyndme minimal 7t5 de A est scindé a racines simples.
Supposons que A n’est pas inversible. Alors 0 € Sp(A) donc 0 est racine de 7y i.e. To(0) = 0. D’aprés la question précédente,
1A (B) = 0 et donc B est diagonalisable puisque 74 est scindé a racines simples.
Supposons que A est inversible. Alors 0 n’est pas racine de 5. Le polyndme P = X, est donc encore scindé a racines simples et
annule B d’apres la question précédente. B est encore diagonalisable.

Solution 124

1. On calcule le polyndme caractéristique

X+m+1 —m -2
XAm(X)= m X-1 -m
2 -m X+m-—3
X+m—-1 —-m -2
= 0 X—-1 -m C,«<C+GC
X+m—-1 —-m X+m-—3

-m -2
=X+m-1)|0 X—-1 -m en factorisant la premiére colonne
1 -m X+m-3
1 —m -2
0 0 X+m-1

=X+m-1*X-1)

On traite d’abord le cas m = 0. Alors x5, = (X — 1)>. Comme 7, divise x4, et est unitaire, 74, vaut (X — 1), (X — 1) ou (X — 1)*.
OnM # I3, mp, # X — 1. Un calcul montre que (A — I3)? = 0 donc Tp, = (X — 1)%.
On suppose ensuite m # 0. Puisque Sp(A,,) = {1,1 —m} ety divise xa,,, Ta,, Vaut X=X +m—-1)ou X-1D)X+m— 1)%
Un calcul donne

mR2—-m) 0 m(m-—2)

A-IL)A+(m-1DI) = 0 0 0
mR2-—m) 0 m(m—2)
Cette matrice n’est nulle que si m = 2. On en déduit que Ty, = X+ DX —Detsim#2, 1y =X -1DX+m— 1)2.
On récapitule :
e My, = (X—1)%
¢ My, = X-DX+1);
* My, = X-DX+m—1)?sim ¢ {0,2}.

Solution 125

X" — 1 est un polyndéme annulateur de A. Comme (I,,, A, A%, ..., A" 1) est libre, il n’existe pas de polyndme annulateur de A de degré
strictement inférieur & n. Ainsi m, = X" — 1. De plus 75 | xa et degxa = n donc x5 = ma = X" — 1. Le coefficient de X! dans x, est
—tr(A). Comme n > 2, tr(A) = 0.

Solution 126

1. On a clairement xy = x4 (déterminant triangulaire par blocs). Les polyndmes xy; et xa ont donc les mémes racines. Ainsi Sp(A) =
Sp(M).
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2. On montre par récurrence que

A" 0
VneN, M" =
nA"* A"

On en déduit alors que

VP € R[X], P(M) =( PA) 0 )

AP'(A) P(A)

3. Supposons que M soit diagonalisable. Son polyndme minimal 7y est donc scindé a racines simples. D’apres la question précédente,
T et X7y, annulent A. Ainsi 1, divise y; et X7y, Comme 7ty est scindé a racines simples, 7y ATy = 1. Or 7y divise 7y donc
Tia ATty = 1 également. D’apres le lemme de Gauss, a divise X i.e. T4 = X puis A = 0.

Réciproquement, si A = 0, M = 0 est diagonalisable.

Séries et familles sommables

Solution 127

Fixons n € N.

n 1 n 1 _yn
Z U = / Z xKsin(nx) dx = f sin(7tx) dx
1—x
k=0 0 k=0 0

—-x" . . . .
p sin(7tx). La suite de fonctions (f;,) converge simplement sur [0, 1[ vers la fonction f: x €

1
Posons pourn € N, f,: x € [0,1[~
sin(7tx)

[0, 1[~> — Pt

De plus, pour tout x € [0, 1],

|/ (O] = fu(x) < f(x)
La fonction f est intégrable sur [0, 1] : en effet, elle admet une limite finie en 1 puisque sin(7tx) = sin(nt(1 — x)) ~ 7(1 — x). Le théoréme
x—1

de convergence dominée permet donc d’affirmer que

- ! o = 1sin(nx) dx = 1sin(7tx) d
g::ouk_)/of(m x—fo T x—/o " x

n—+o0o

1.

‘o sin(7tx)

La série Z u, converge donc et a pour somme E— dx.
neN 0

Solution 128

On sait, du moins j’espere, que
1
u, = gn(n +1)(2n+1)

Par une décomposition en éléments simples

1 /1 1 4
u, (E+n+1_2n+1)
51
On pose H,, = % On montre classiquement qu’il existe y € R tel que
k=1

H, = In(n)+7y+o0(1)
n—+co
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Ainsi
n n n n
1 1 1 4
Y e =o( i+ Y12 )
= vk =k Ek+1l FH2k+1
2n+1 1 n 1
=6 Hn+Hn+1—1—4(kZ=:1 2k+1_§ﬁ))
1
=6 Hn+Hn+1_1_4<H2n+1_l_an>>
=6(3Hn+Hn+1_4H2n+1+3)
= 6(BIn(n)+3y+In(n+1)+y—4In(2n+1) —4y+ 3+ 0(1))
n—+o0o
nn+1)
= In({ ——— —41n(2 1
nq+m6(“<(n+1/z)4>+3 R )>
= 6(3—4In(2)) +0(1)
n—+o0o
3
car lim n(n+1)

im (n+—1/2)4 = 1. On en déduit que Z ui converge et que
- n

+
8

=6(3 —41n(2))

3
Il
—
=
|-

On peut vérifier avec Python.

>>> from import log
>>> def somme(n):
s=0
S=0
for k in range(1,n+1):
s += kxx2
S += 1/s
return S

>>> somme(1000), 6%(3-4+*1og(2))
(1.364466169557005, 1.3644676665613131)

Solution 129

1. C’est du cours.

1
2. a. SupposonsA #0.SiA € R*, u, ~ A et Z u,, diverge. Si A € {—o0, +o0}, o == o(uy,) et (u,) est de signe constant a
n—+co

n-+oco N
partir d’un certain rang donc Z u,, diverge.
Par I’absurde, A = 0.

b. Remarquons que (u,,) est positive puisqu’elle est décroissante de limite nulle.
n

Notons S,, = Z uy. Par décroissance de (u,),

k=0
2n 2n
0<2mupy =2 D) U <2 ). up =2(Sp, — Sy)
k=n+1 k=n+1

Comme Z u, converge, (S,, — S,,) converge vers 0 puis (2nu,,) également via le théoréme des gendarmes. Par ailleurs,
0 < (2n+ Duypyq < n+ Duy, = 2nuy, + Uy,
A nouveau, ((2n + 1)u,, ;) converge vers 0 par le théoréme des gendarmes. On peut alors conclure que (nu,,) converge vers 0

puisque c’est le cas pour ses suites extraites (2nu,,) et ((2n + 1)uy,41).
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¢. Remarquons que
Uy — Upyr) = (MU — (N + Dtdyyr) + Upyy
Puisque la suite (nu,,) converge, la série télescopique Z nu, — (n+ 1)u,,,; converge. De plus, Z U, converge par hypothese.
Ainsi, Z n(u, — u,,) converge comme somme de deux séries convergentes. On peut rajouter que

+o0 +oo
Z n(un un+1) - Z (nun - (I’l + 1)un+1) + Z Upy1 = Z Up
n=0 n=0 n=0

Solution 130

Pour simplifier I’exercice, on remarquera que, via le changement de variable u = tan x,

L
Vn eN, Inzf —— du
, 1+u?

1. Pourtoutu € [0,1],0 < u < u" donc
1+u?

u
1

n+1

1
OSInSfundu:
0

D’apres le théoréme des gendarmes, (I,,) converge vers 0.

2. 1l est clair que

1
In+In+2:f u" du
o n+1

3. Remarquons que

n n ="
(=1 + (=1)"Izpy = a1
donc en posant v,, = (—1)"1,,,
="
Up = Upg1 = m+1
e . . s (="
La série télescopique Z U, — U4 converge puisque (v,,) converge vers 0. On en déduit que Z S ] converge et que

+o0 (_1)n +o0 - .
22n+1=ZU”_Un+1=UO_ lim vnzz_O:Z

n=0 n=0 n=+oo

n

+1

REMARQUE. On aurait aussi pu utiliser le critere spécial des séries alternées pour montrer que Z converge.

4. Pour tout u € [0,1],
u” un+1

< =
1+u?2 ~ 14+u?

donc I,,,; < I,. La suite (I,,) converge vers 0 en décroissant donc la série Z(—l)"In converge d’apres le critere spécial des séries

alternées. "

Z (=1)¥I. Alors
k=0

Posons S,

g

1+u2

du par linéarité de 1’intégrale

A +uw(1 +u?)

1 1
un+1

/0.

1— ( 1)n+1 n+1

f du somme des termes d’une suite géométrique
0

f + ( 1)n+l

0

L O+ w+w) du

1+ w1+ u?) u)(l + u?)
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On prouve comme précédemment que

1 un+1 1 1
0< —— — du< u"tl du =
b, 1+w+u?) b n+2

donc .
im [ —2 _qu—o
n—too Jy A+w)(1+u2)

On en déduit que

+00 1 du
D", = 1 = _
Z:O( )l oo Sn /(; 1+ w1 +u?)

Par une décomposition en éléments simples,

1 _1(1—u+ 1 )
A+uw@+u2) 2\14u2 1+u
donc

! du 1 1 L |
—_— = = —_— 2 = — —
fo E T [arctanu 5 In(1 + u*) + In(1 +u)]0 S + 41n2

Finalement
+o00 - 1
DD, = < + £ In2
= 8 4

On vérifie avec Python.

>>> from import pi, log

>>> from import quad

>>> I=lambda n:quad(lambda u:u**n/(1+u*%2),0,1)[0]
>>> S=sum([(-1)**n*I(n) for n in range(1000)])
>>> S, pi/8+log(2)/4

(0.5657357520891468, 0.5659858768387105)

Solution 131

Pour tout entier n > 3,

nu, n 1
—n = = (2-e¢
(n—1Du,_,; n—>+ool’l—1< n)

1 1
o irbed)
n-+oo 1 _ Z

n

(o)) -5+ o)

1
= 1+ (9(-2)
n—+oo n

- 1 )
Ainsiv, = O (—2) Par conséquent Z v, converge.
n—+oo n

Mais comme v,, = In(nu,,) — In((n — 1)u,,_,), on peut affirmer grace au lien entre suite et série télescopique que la suite (In(nu,,)) converge.
Y

.. . . e N e 1 . . N .
Notons ¢ sa limite. Ainsi lim nu, = e ie.u, ~ —.Comme la série A termes positifs — diverge, il en est de méme de la série
n n n

n—->+oo n—-+oo

3

Solution 132
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e ex et 1
1. Lafonction f: x — / N dt est strictement décroissante sur ]0, 1] (elle est dérivable et sa dérivée est x +— —;). Comme T T
t—=0

t
¢ diverge. Puisque ¢ — eT est positive, 1(1)111 f = +oo. Par ailleurs, f(1) = 0. Enfin, f est continue sur ]0,1] donc, d’apres le

théoréme des valeurs intermédiaires, pour tout n € N*, il existe un unique u,, €]0, 1] tel que f(u,) = n.

2. D’apres la question précédente, f induit une bijection strictement décroissante de ]0, 1] sur [0, +oo[. Sa bijection réciproque est donc
également strictement décroissante. Comme u,, = f~1(n), (u,,) est strictement décroissante. de plus, lirp f = +oo donc lim f~! = 0.
0 +00

1, 1 1,
dt -1
=/e—dt—f—=fe dt
t t t
Un Un Un

t Lot
e —1 e —1
Comme lim = 1, I'intégrale f ; dt converge. Comme (u,,) converge vers 0,

t—0
Lt
e —1
lim vn=f dt
n—+oo o t

1t 1
-1
4. Posons I = f ¢ ; dt. Ainsiln(u,) = —-n+I4+o0(1)puisu, ~ _iz . On en déduit que E u, diverge.
0 n—+o0o

Par conséquent, (u,,) converge vers 0.

3. Remarquons que

n—+oco

Solution 133

On va raisonner par récurrence. Notons 7, I’assertion

Pour tout n € [[2P,2P*! — 1], a,, est défini et a,, = sllog,(m)| — op

R est évidemment vraie. Supposons %, vraie pour un certain p € N*. Soit alors n € [[2P+!,2P*2 —1]|. Alors |n/2] € [[2°,2P*! — 1] donc
a,, est bien défini et
a, = 2a[£J = 2.2P = pp+1 = pllog,(n)]
2

de sorte que %), est vraie.
Ainsi %, est vraie pour tout p € N*.

1
Comme la série Z — est & termes positifs, elle converge ou diverge vers +oco. Il suffit donc de considérer une suite extraite de la suite (S,,)

a?
neN* “n
de ses sommes partielles pour déterminer sa nature et sa somme éventuelle.

p 2k+1_71 1 P P 2k+1_71 p 2k P 1
VP EN, Sppa1_ 1_2 Z _ZZZZ Z (zk)2:Z(2k)222ﬁ
=0 j=2k J k=0k=0 j=2k k=0 k=0
Ainsi Syp+1_ est la somme partielle de rang p de la série géométrique Z x On en déduit que lim Syp+1_; = T = 3. On en déduit
p—>+oo _
keN 2
1
que Z — converge et que sa somme est 2.
neN*
REMARQUE. On aurait aussi pu utiliser le théoréme de sommation par paquets a la famille (a,,),en+ €t 2 la partition N* = |_| |I2P ,2PF1 — 1]].

peN

Solution 134

1. Avec les notations de I’énoncé, lim a,S, = 1. La série Z a? est A termes positifs donc la suite (S,,) converge ou diverge vers +oo.
n—-+oo
neN*
Supposons qu’elle converge. Alors elle converge vers une limite £ strictement positive (S,, > S; = a2 > 0). Alors (a,,) converge vers
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1/€. La série Z a? divergerait alors grossiérement, ce qui contredirait la convergence de la suite (S,,).

neN* S
£ £ . . . a
Par consequent, la série Z a% dlverge et la suite (Sn) converge vers +0o. Pulsque a, = %, (an) converge vers 0.
neN* n

2. La suite (S,,) est clairement croissante. Soit n € N* et t € [S,,_,S,]. Alors, par croissance de ¢ — ¢ sur R,

Sn
(Sp—S,_1)S2_; < f t? dt < (Sp—Sp-1)Sh
S

n-1

Sn
ou encore, en posant u, = f t2 dt,
S

n-1
2Q2 2Q2
a,Sy_1 < u, < a;S;

On rappelle que lim a,S, = 1donc lim a2SZ = 1. De plus,
n—+oo n—+oo

a%z(sn - an)z = a%lsﬁ - ZSnafl + afz

22
anSy—1

Or lim a,S,=1et lim a,=0donc lim a2S2_, = 1. D’aprés le théoréme des gendarmes, (u,,) converge vers 1.
n-n n n“n-1 n
n—>+4+oo n—>+4+oo n—->+4oo

3. Remarquons que

n S
n S3
Zuk=/ tzdt=?”
k=1 0
n

Par sommation de relation de comparaison pour les séries divergentes a termes positifs, Z U, ~ n.Onen déduit que S, ~ 3n
k:l n—+o0o

1 1
et,commea, ~ —.,q, ~ —.

Solution 135

1. Supposons que lim u, = €. Puisque u,, = €+ o(1) et que la série Z 1 est une série a termes positifs divergente,
n—+oo n—+oo

n—+o0o

n-1 n-1 n-1
Z Uy = Z €+o0 (Z 1)
k=0 k=0

k=0
ou encore
n-1
Z u, = né€+o(n)
k=0 n—>+o0o
et enfini
1 n-1
— u, = €+o0()
n k:O n—+oo
Ainsi
n—1
lim — Z Ug = €
n—-+o0o N k=0

2. a f(x)—x ~. —Ax% donc x — f(x) — x est de méme signe que x — —Ax® au voisinage de O%. Ainsi il existe € > 0 tel que
x—0

x — f(x) — x est négative sur [0, €] et ne s’annule qu’en 0.

b. Par hypothese, f est positive sur [0, £]. Comme O est le seul point fixe de f sur [0, €], x — f(x) — x est de signe constant sur cet
intervalle puisqu’elle y est continue. Or f(x) — x ~_ —Ax%donc x > f (x) — x est négative sur [0, €]. On en déduit que
xX—0

Vx €[0,e], 0L f(x) <x<c¢

On en déduit alors aisément que (u,,) est a valeurs dans [0, €] et décroissante. Elle converge donc d’aprés le théoréme de conver-
gence monotone ar contnuité de f, (u,,) converge vers 1’unique point fixe de f sur [0, €], a savoir 0.
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c. Tout d’abord, o > 1 donc x*~! — 0. On peut alors utiliser le développement limité usuel de (1 + u)® lorsque u tend vers 0 :

x—0

FO* = x17*(1—ax*1 + o(x“_l))l_a = x17*(1+ (a— DAx* 1 +0o(x*1)) = x4+ (a — 1A+ 0o(1)
x—=0 x—0 x—0

—

d. Comme (u,,) converge vers 0
lim f(u)'"™% —uy*=(a—1A
n—>+oo

ou encore
lim ul % —ul®=(a-1A
n—+oo
D’apres la premiere question
n-1
lim — Z ul*—uf =(@a@—-1A
k+1 k
n->+oco N k=0

ou encore
ul=* —ul™™ ~ (a—1)An
n—+o0o

Or lim (ax—1)An = +oo de sorte que
n—+oo

ul™ ~ (a—1in

n—+co
et enfin )
u, ~ ((@=1)An)i-=«
n—+oo
. . 1
e. Dans le cas de la fonction x — sinx,ona A = 3 o = 3 donc
u 3
n n—+00 n
. 1
Dans le cas de la fonction x — In(1 + x),ona A = 5= 2 donc
2
u, ~ =
n—+co N
Solution 136
. . 1 N . .
1. Puisque cos est bornée,v, = O =) En particulier, (v,) converge vers 0. Par conséquent, (cos(v,_;)) converge vers 1 puisv,, ~
n—+oo n—+oo
e Puisque la série harmonique est une série a termes positifs divergente, la série Z v, diverge également.
2. 11 suffit de constater que cette série vérifie le critere des séries alternées.
< . 1 U%_l 1 1
3. 1l nous faut un développement asymptotique de (v,). On remarque que v, — — = O .Orv,_; ~ ~ —donc
N n-+o0 n n—+00 N — 1 n—s+oc0 N

v 1 (9( L ) Par conséquent, (—1)"v,, = Sl + (9( 1 ) Puisque la sériez D" converge et que la sériez 1 est une
"Moot \n3/) quent, "7 n 3 ) s n geetq n3
série a termes positifs convergente, la série Z(—l)”vn converge également.
Solution 137
Pour n € N*,

ln( n )——1n(1+1) - —1+i—i+o(i)
n+1) " n)n-io n 2n2 3n3 n4
Par conséquent

u, = cos(—nﬂ:+ I_Z +O<l))
" potoo 2 3n n2

= Comsin(—5+0(5)
_ E™in O(L)

3n n2
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. —1)n+1TC

Or la série E (Dl
3n o]

en tant que somme de deux séries convergentes.

Solution 138

converge en vertu du critere spécial des séries alternées et la série de Riemann Z -3 converge donc Z u, converge

D" _ (D" 1
n+(=1)n \/Z 14 (=nn

N GV +u
n—>+00 4 /n n n
1 o (D" o s ) . .
avecu, = O - | La série Z converge en vertu du critére spemal des séries alternees, la série Z u, converge par comparaison
n—+o0o = n
nz

(-1"
V(=1

. La condition de positivité est donc nécessaire pour le critere de convergence par équiva-

a une série de Riemann mais la série Z — diverge. Par conséquent, la série Z diverge.
n

-u" (e
\/E-F(—l)n n—+o0o0 \/E

REMARQUE. Pourtant,

lence.

Solution 139

1. Puisque (a,) converge vers 0,

2 n
a (-1 1 1
Inl+a, = a,—-=2+4+0(a,) = - — 5 (_>
( n) n—+0 n 2 O( n) n—+o0o \/E 2n o n3
- (G2 . - - . - 1 - .
La série Z vérifie le critere spécial des séries alternées donc converge. La série Z -3 converge. Enfin la série harmonique
n

1
Z o diverge vers +o00. On en déduit que la série Z In(1 + a,,) diverge vers —co.

2. Par propriété du logarithme

In (H(l + ak)) =Y In(l+a) — -
k=2 n—+o0o

k=2
Par passage a I’exponentielle,

n—+oo

lim (ﬁ(l + ak)) =0
k=2

Solution 140

1. Pour tout entier n > 2,

In(n) —In(n — 1) = —ln<”;1) _ _1n(1— l’ll)

Orln(1+x) = x+ @(x?) donc
x—=0

.

In(m) ~In(n —1) = % + o(—)

—+00
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1 1
2. Posons u, = In(n) —In(n — 1) — - pour n > 2. D’aprés la question précédente, u,, = 0O (ﬁ) donc Z u,, converge. Notamment

n—-+oo

la suite des sommes partielles admet une limite € € R i.e.

Z u, = €+o0()
k=2 n—+co
Or n n 1 n 1
kz=:2uk=ln(n)—kz=:2E =1n(n)+1—k2=le
donc "
1
D= = In(m)+y+o(1)
k=1 k n—+o0o
avecy=1-2¢.

Solution 141

Remarquons que
11 2 (k+1—k* 2k+1 2
T okA(k+1)2 k2(k+1)? kv K3

k2 k+1

Comme la série Z ﬁ est un série a termes pOSltlfS convergente,

+Z°:° 1 1 J’z":" 1 12 1
B e 2, 2 T kL T 2 12 v 202

Solution 142

1. Soit n € N*. D’une part,
Uppr _ 3n+1

u, 3n+3

2
Un+1 _ ( n >3
v, \(n+1)

1 2 1 2
3 In(3n + 3) + 3 In(3n) < In (5(371 +3)+ 3 3n) =In(3n +1)

D’autre part,

Par concavité de In,

Ainsi
In(3n+ 1) —In(G3n +3) > %1n(3n) - §1H(3n +3)= % In(n) — %m(n +1)

On conclut en par croissance de 1’exponentielle.

, . . {u . u u
2. D’apres la question précédente, la suite (—”) est croissante. Notamment, pour tout n € N*, U—" > v—l =

Up n 1

1 L e .
U, > 3Un- Or Z 3Un est une série a termes positifs divergente donc Z u, diverge.

3. Pour tout n € N*,
2 1 2
= 31— =)+ (1_—)
Wn 30 ny1) T 3(n+1)
1

. N 2 < i - -
Puisque In(1 + u) u + O(u?), on en déduit que w, oo o <(n 1)

u—-0

convergente, Z wy, converge (absolument).
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4. 1l existe donc ¢ € R tel que

n-1
Z W — €
= n—+oo

Par télescopage, ceci signifie que
% In(n) + In(u,,) — In(u;) e £
Par passage a I’exponentielle
ngun — uef = %e‘)

n—+o0o

1 2
En posant C = gee eta= 3 on a bien le résultat voulu.

Solution 143

1. Notons J,, I'intégrale a calculer. Tout d’abord, J, = 272 et, si n # 0, on intégre par parties

2n 1 2 1 2n 2IiTm
. . om .

teTMdt = ——[te™™] "+ — [ e dt = —

o in 0 in J n

2. D’apres la question précédente,

a,b 1 an
n-m _ E —i(n+m)t
n+m 2in @nbm f te de

(n,m)el2 (n,m)el? 0
1 f Z —int —lmt
= — a,b.e dt
2im 0 (n,m)el?
1 21
_ —int —imt
_ﬂ t(Zane l")(z b,.e ”")dt
nel mel
Posons f(t) = Z aze "t et g(t) = Z b,e” ™. Par inégalité, triangulaire,
nel mel
anbm anbm f \/_
e —nm tIFO1) (Ve lg®
(n,m)€l? n+m (n,m)el? n+m ( ) ( >

puis, par inégalité de Cauchy-Schwarz,

27
2 2
(n,mZ)epHm‘ \j f FOPR di f (g de
27
[ asor a
0

Calculons ensuite

tFOf @) de

(Z a,e —Lnt) (Z ameimt> dt
nel mel

21
= Z anamf te~in=mit 4y
(n,m)el? 0

= Z nmIn—m

(n,m)€l?

-f
-f
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Or pour n # m, J,,_,, est imaginaire pur et I’intégrale qu’on calcule est réelle de sorte que

27
f HFOPR dt =) akly =2n2 ) af
0

nel nel
De la méme maniére,

21
f tlg(O)f? dt =21 " b,
0

nel
On en déduit le résultat demandé.

3. Soit K une partie finie de (N*)2. Il existe une partie finie I de N* telle que K C I?. Alors

|anbm| |anbm| 2 2 2 2
Z H—mg Z , n+mSTC ZaannSn Zaan
(n,m)eK (n,m)e(N*)2 nel nel neN* neN#*

Ceci étant valide pour toute partie finie K de (N*)?,

|anbm| 2 2
b a b; < 40
n + m Z n Z n
(n,m)e(N*)2 neN*  neN*

IA

La famille (;"ﬂ

) est donc sommable et
T/ (nmye(ney2

a,b la,b
ORI BT

(n,m)e(N*)2 (n,m)eK neN#* neN#
Séries entieres
Solution 144
1 1 u
1. On sait que u,, = sin <—) ~ —donc lim —*! =1.Le rayon de convergence de Z u,x" vaut donc 1 d’apres la régle de
\n/) rre yfn n—+oo Uy nen*

d’Alembert.

2. Puisque u,, ~ L et que la série a termes positifs Z L diverge, Z u,, diverge. Il n’y a donc pas convergence en 1.
nere gfn neN+ V1 neN=
Comme sin est croissante sur [0, 1], la suite (u,,) est décroissante. De plus, elle converge vers 0. Le critére spécial des séries alternées
permet d’affirmer que la série Z (=1)"u,, converge. Il y a donc convergence en —1.
neN+
3. Premiére méthode. La fonction sin est concave sur [0, 1]. On en déduit que sin(x) > sin(1)x pour x € [0, 1]. Par conséquent, pour
x € [0,1],

+00 pn +o0 p
F) 2 sin() Y 2= 2 sin(1) 3 - = —sin(1) In(1 - x)
n=1 ﬁ n=1 h
On en déduit par minoration que lim f(x) = +o0.
n—+oo

.\ ) . . 1 . - < .
Deuxieme méthode. Les fonctions x +— sin (—) x" sont croissantes sur [0, 1[. Ainsi f est-elle également croissante sur [0, 1[.
n

Notamment elle admet une limite £ € R U {+oo0} en 17. Fixons N € N*. Comme les f,, sont positives sur [0, 1],

N
Vx €[0,1], f(x) 2 D) ful®)

n=1

Les deux membres admettant une limite lorsque x tend vers 1~ (le deuxiéme membre est une somme finie), on obtient par passage a la

limite :
N1
=Dy
n=1 n

Bl

La série a termes positifs Z — diverge vers +o0 donc, en faisant tendre N vers +o00, on obtient € > +o0 i.e. £ = +00.
n
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4. Pour x € [0,1],

+0o0 +0o0 +0o0
A=f() = D upx™ = 3 upx™ ! = wyx + Y (U — upy)x"

n=1 n=1 n=2
Premiére méthode. Pour x € [0, 1],
|(un - un—l)xn| SUp_p— Uy
Comme la série télescopique Z U,_; — U, converge, la série de fonctions de terme genéral x — (u,, —u,_1)x" converge normalement
et donc uniformément sur [0, 1]. On peut alors appliquer le théoréme d’interversion limite série

+00 +o00 +o0
H n __ 3 n _—_ —
lim E (U, — Up_)x" = E lim (u, — u,_)x" = E U, — Uy = —U
x—1- x—1-
n=2 n=2 n=2

On en déduit que lim (1 — x)f(x) = 0. Deuxiéme méthode. La série entiere Z(un — U,_1)x"™ admet un rayon de convergence
x—1-

supérieur ou égal a 1 puisque (u,, — u,_1) est convergente (vers 0) donc bornée (on peut méme montrer que le rayon de convergence
vaut exactement 1). De plus, la série télescopique 2 u, — U,_; converge puisque la suite (u,) converge. On peut alors appliquer le
théoreme de convergence radial d’Abel pour affirmer que

+o00 +o00
: n _— —
lim Z(un - un—l)x - Z Up —Up1 = ~U
x—1-

n=2 n=2

On en déduit que linll 1 -x)f(x)=0.
xX—=>1-

Solution 145

1. Remarquons que 7, est la somme partielle d’une série de Riemann.
* Sif > 1, (1,) converge vers un réel strictement positif donc (b,,) également. On en déduit que R = 1.

* Si 8 = 1, on montre par comparaison série/intégrale que 5, ~ In(n)i.e. b, . Le critere de d’Alembert montre que

n—+

n—:—oo ln(n)

R=1.
n'-#
* Si f < 1, on montre & nouveau par comparaison série/intégrale que r,, ~ - ie.b, ~ (1—pmP 1 Le critere de
n—+o0o - n—+o0o
d’Alembert montre a nouveau que R = 1.
2. Etudions maintenant la convergence en 1.
 Sif > 1, (b,) ne converge pas vers 0 donc Z b,, diverge grossiérement.
1 1

*Sig=1,b, ~ ——=donc,afortiori, — = o(b,) de sorte que Z b,, diverge.

n—+oo ln(n) N n-+o

*Sif<1,b, ~ T B donc Z b,, converge si et seulement si1 —f3 > 1i.e. § <O0.
n-+o0 N -B

Pour récapituler, Z b,, converge si et seulement si 3 < 0.
Etudions maintenant la convergence en —1.

* Supposons 3 > 1. La suite (b,) converge alors vers un réel strictement positif. La suite ((—1)"b,,) ne tend donc pas vers 0 et la
série Z(—l)"bn diverge grossiérement.

* Supposons 8 < 1. La suite (1,) croit vers +oco donc la suite (b,,) décroit vers 0. Le critére des séries alternées assure la convergence
de la série Z(—l)"bn.

Solution 146

1. Pour tout entier n > 2,
|(=1)"*!In(n+1)] In(n+1) _ 1 In(1+ 1/n)

= = _ 1
(=D In(n)| () YT e
D’apre la régle de d’Alembert, le rayon de convergence de la série entiére Z (=)™ In(n)x" vaut 1.

n>1
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2. Soitx €] — 1,1[.

+00 +00
(1+25(x) = D (1" In(mx" + 3 (=1)" In(n)x"+!
n=1 n=1

+00 +00
= Z (=)™ In(n + 1)x"*! — Z (=1)"* ! In(n)x"+1 par changement d’indice et car In(1) = 0
n=1

n=1
+00 1

= > (-1 (1 + —)x"+1
n=1 n

On en déduit que

1 < n+l 1 n+l
vx €] - L1 Sx) = 15— (1) 1n<1 + Z)x
n=1

o . . . (< 1 (n - 1
3. Premiere méthode. Soit x € [0, 1]. La suite de terme général In <1 + ﬁ) x"*1 décroit vers 0 donc la série Z (=1)"**!1n (1 + ﬁ) X"+l
n>1
vérifie le critere spécial des séries alternées. Elle converge et on peut majorer son reste en valeur absolue

Vn € N*¥,

+00 1
Z (_1)k+1 In (1 + E)xk+1

k=n+1

gln(1+ )x”+2$1n<1+%)

n+1 +1

Le reste converge donc uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1]. La série entiere Z (=1)"**!In (1 + %) x"*! converge donc
uniformément sur [0, 1] : elle est donc continue sur [0, 1]. En particulier, elle est continue 75111 de sorte que
lim +Zo:o(—l)'“r1 In (1 + 1) X" = Jrzojo(—nn+1 In (1 + 1)

=1 n n=1 h

x—1
n—

1 1
Deuxiéme méthode. Comme la suite (ln (1 + ﬁ)) est décroissante de limite nulle, la série Z:(—l)"+1 In <1 + ﬁ) converge en vertu

du critere spécial des séries alternées. Le rayon de convergence de la série entiere Z (=1)"*11n (1 + ﬁ) x" vaut 1 (utiliser la régle

de d’Alembert par exemple). D’apres le théoréme de convergence radiale d’Abel,
+o00 1 +o0 1
li _1)n+1 <1 _) n+l _ _1)n+1 (1 _)
lim nz:l( ) n(1+ )X Z:II( ) n(l+ .

1 1
Comme >1c1—>n} T+x- 2 on en déduit par produit que

1S 1
li [ -1 n+1] <1 _)
s = 3 i1+

N
1
4. Posons Sy = Z (=D)"1n (1 + ;l) On sait déja que (Sy) converge. Pour déterminer sa limite, il suffit donc de déterminer la limite de
n=1
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(San)-

D’apres la formule de Stirling,

donc

de sorte que

Ainsi

puis

Solution 147

I
M =z
—
[\
ol S
S|+
- S|~
N——
|
—
[\]

[\
BB
—_
N———

n=1
N
= Y In2n + 1) + In(2n — 1) — 2In(2n)
n=1
N N
=In@2N+1)+2 ) In(2n—1)—2 ) In(2n)
n=1 n=1

2N N
=In2N + 1) +2 )’ In(n) — 4 D In(2n)
n=1 n=1

= In(2N + 1) + 2In((2N)!) — 4N In(2) — 4 In(N!)

(2N + 1)((2N)!)?
=1“( 2N(NIY? >

N! ~ /2aN.NN.gN

N—-+oco

((2N)1)? o ATIN(2N)*Ng—4N

>+

(N|)4 ~ 47T2N2N4Ne_4N
N

—+00

(2N + 1)((2N)1)? 2
2PNNDF Nove T

+o0 1 2
2( ) n + n N—1>I4I—100 SZN n T

n=1
. 1 2\ _ n
st =~ n(z) =1n(/3)

1. On prouve aisément par récurrence que (a,,) est strictement positive. De plus, un argument de concavité montre que In(1+ x) < x pour
tout x €] — 1, 4+o0[ : la suite (a,) est donc décroissante. D’apres le théoréme de convergence monotone, (a,,) converge vers € € R,.
Par continuité de f: x — In(1 + x), In(1 + €) = £. Une étude rapide de x — In(1 + x) — x montre que 0 est ’unique point fixe de f.

Alnsi € = 0.

2. Comme (a,) converge vers 0, In(1 + a,) ~ a,.

—+00

Ayt
an

a
ntl g

A, n-o+oo

D’apres la regle de d’Alembert, le rayon de convergence de la série entiere Z a,z" vaut 1.

http://lgarcin.github.io

93


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

3. Il s’agit d’étudier la convergence en —1 et 1.
La série Z(—l)"an vérifie le critere spécial des séries alternées car (a,,) est décroissante de limite nulle : cette série converge.

Remarquons que
2

a a
In(1+a,) = a,- 7” +0(@2) = a, (1 - 7" + o(an))
n—+oo n—+oo
Par conséquent
1 1 1 1 a 1 1
= —-a—:—<1+—”+o(an)) = —+=-+401)
Apy1 no+oo Ay 1 — 7" + O(an) a, 2 n-+oo Ay 2

1 1 ‘o 1 . . . e (s .
—a 5 Or la série Z 5 diverge. Par sommation de relation d’équivalence pour des séries a termes positifs

An+1 p n-+oo
divergentes, on obtient

Ainsi

n—-1

-1
1 1 ”Z 1
k=0 ak+1 ak n—+oo k=0 2

ou encore
Ainsi
puis

On en déduit que la série Z a, diverge par critere de Riemann.
+0o0

Le domaine de définition de x € R +— Z a,x" estdonc | —1,1].
n=0

Solution 148

Par souci de simplicité, on confondra les fractions rationnelles et leurs fonctions rationnelles associées.

Montrons tout d’abord qu’une fraction rationnelle est développable en série entic¢re en O si et seulement si elle n’admet pas 0 pour pole.
Si une fraction rationnelle est développable en série entiere en 0, il est clair qu’elle n’admet pas 0 pour pdle.

X—a est développable en série enticre en 0. Par dérivations successives, m est également développable

en série entiere en O pour tout n € N. En utilisant une décomposition en éléments simples, on prouve qu’une fraction rationnelle n’admettant
pas 0 pour pdle est développable en série entiere en 0 de rayon de convergence le minimum des modules de ses poles.

Soit a € C*. Il est clair que

Soient D I’ensemble des fonctions développables en série entiere en 0 et F 1’ensemble des fractions rationnelles de C(X) n’admettant pas
0 pour pdle. F est un sous-espace vectoriel de D.
Notons T I’application de D dans CN qui 2 une fonction développable en série entiére associe la suite des coefficients de son développement
en série entiere. T est bien définie par unicité du développement en série entiere. De plus, T est clairement linéaire et injective.
Notons enfin S I’endomorphisme de CV qui & une suite (u,,) associe la suite (¢4 7).

Remarquons qu’une suite (u,)) € CN est récurrente linéaire si et seulement si il existe P € C[X] non nul tel que (u,,) € KerP(S).
On en déduit en particulier que I’ensemble des suites récurrentes linéaires est un sous-espace vectoriel de CV. En effet, si (u,,) et (v,,) sont
récurrentes linéaires, il existe P, Q € C[X] tels que (u,,) € Ker P(S) et (v,) € Ker Q(S). Mais alors pour A, u € C,

AMu,,) + w(v,) Ker P(S) + Ker Q(S) € Ker(PQ)(S)
et donc A(u,,) + w(v,) est récurrente linéaire.

Soit G € C[X]. Alors T(G) est une suite presque nulle donc récurrente linéaire.
Soient a € C* et r € N*. On montre classiquement que

Ker(S - éIdCN) - {(P(" ),P € c,_l[x]}

an
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1\ [ 1
X—a) - (_a"“

Puisque T< ) et que

1 3 (_l)r—l 1 (r-1)
X-ay (-1 (X—a)

on obtient en dérivant (r — 1) fois la série entiére définissant

P(n)

On a donc bien T ( ) de la forme <7

—1 . .
X—ay ) avec P € C,_;[X]. Ainsi

T(ﬁ) € Ker(S — %Id@N) = Ker Q(S)

1\ 1
avec Q = (X — =) . On en déduit que T | -—— ] est récurrente linéaire.
a X=-a)

Soit F € . Alors F est la somme de sa partie entiere et de ses parties polaires. Ce qui précéde montre que T(F) est récurrente linéaire.

Réciproquement, soit f € D telle que T(f) soit une suite récurrente linéaire. Alors il existe P € C[X] non nul tel que T(f) € Ker P(S).
Posons P = X"Q ou Q € C[X] n’admet pas 0 pour racine. D’aprés le lemme des noyaux T(f) € Ker S" + Ker Q(S). T(f) est donc la somme
d’une suite presque nulle et d’une suite de Ker Q(S). Il existe donc G € C[X]etg € D tels que f = G+gavec G € C[X] et T(g) € Ker Q(S).
Si Q est constant (non nul), alors T(g) est nulle et g est nulle par injectivité de T. Dans ce cas, f = G € F.

Sinon, on écrit la décomposition en facteurs irréductibles de Q :

Q=J]X-ay
i=1

KerQ(S) — 1

ou les a; sont non nuls. Posons g = deg Q. On montre que dim Ker Q(S) = gen considérant I’isomorphisme .
i q gQ q Q(S) q P { (un) — (MO: ’uq—l)

1

La famille B = ((){——al)kl

) est libre et T est injective donc la famille T(3B) est libre. De plus, on a montré plus haut que
<i<
e
T( ! ) € Ker (S 1 Id )ri C KerQ(S)
X—ahi a

Ainsi T(B) est une famille de vecteurs de Ker Q(S). De plus, elle posseéde q éléments : c’est donc une base de Ker Q(S). Ainsi T(g) €
vect(T(B)) = T(vect(B)). Par injectivité de T, g € vect(B) C Fpuis f =G+ g € F.
En conclusion, les suites recherchées sont les suites récurrentes linéaires.

Solution 149

1. L'unicité provient du fait que deux polyndmes qui coincident sur un ensemble infini (C en ’occurrence) sont égaux.

P(n)z" e . . P(mz"
a un rayon de convergence infini car la suite de terme général

Tout d’abord, la série entiere Z est bornée pour tout

neN n!
z e C.
k-1
Posons P, = H(X — i) pour tout k € N (P; = 1). On remarque que pour tout z € C,
i=0
+00
P.(n)z"
-z — Sk
e Z =z
n=0

De plus, deg P, = k et on montre alors classiquement que (P )xen est une base de C[X]. Il existe donc une suite presque nulle (a;) de
+00 +oo

complexes telle que P = Z ayP,. En posant Q = Z a; X¥, on a donc
k=0 k=0
+0o0
P(n)z"
-z —
eF ) = =)

n=0
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2. La question précédente montre que u est bien une application de C[X] dans lui-méme. On vérifie sans peine sa linéarité (on I’a en fait
déja utilisé). On a méme montré que I’endomorphisme u envoie la base (P )ren de C[X] sur la base canonique de C[X] : c’est donc
un automorphisme de C[X].

3. Notons A une valeur propre de u et P un polyndme associé a cette valeur propre. Posons d = deg P. Il existe alors (ay, ... , ag) € C3+!
d d

tel que P = Z a; P, puisque (B, ..., B;) est une base de Cy4[X]. Notamment ag # 0 puisque degP = d. Or u(P) = Z a; X¥ donc en

k=0 k=0

d

identifiant le coefficient de X¢ dans u(P) et AP, on obtient az = Aay et donc A = 1. On a donc Z ai (P, — X¥) = 0. Si I’on suppose
k=

i 0
d > 2, on obtient Z (P — X¥) car Py = X% et P, = X!. Or deg P, — X¥ = k — 1, donc la famille (P, — X2, ..., By — X9) est libre de
k=2
sorte a, = --- = ag = 0, ce qui contredit le fait que az # 0. Ainsi d < 1. Donc le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est

inclus dans C;[X]. On vérifie sans peine 1’inclusion réciproque.
La seule valeur propre de u est donc 1 et le sous-espace propre associé est C;[X].

Solution 150

1. Soit z € D. Puisque les a,, sont réels, f(z) = f(Z). Ainsi, si z € R,

@) =f@=f

de sorte que f(z) € R.
Réciproquement, si z € D et f(z) € R, alors

f@=f2)=f(2)
et donc z = Z par injectivité de f, puis z € R.
2. Posons HY = {z € C, Im(z) > 0} et H™ = {z € C, Im(z) < 0}. D’apres la question précédente, f(DNH*) CC\R =H"LUH".
Or f est continue sur D et D N H* est une partie connexe par arcs (et méme convexe) de D en tant qu’intersection de deux convexes.

Ainsi f(D) est une partie connexe par arcs de C \ R. En particulier, f(DNH*) c Ht ou f(DNH*) C H™.
De plus, pour r €] — 1, 1],

+oo
Im(f(ir) = r + ) (=1)"agn 4 r*"*!
n=1

En particulier, Im(f(ir)) ~ r. Puisque deux fonctions équivalentes en 0 sont de méme signe au voisinage de 0, il existe r €]0, 1] tel

r—0
que Im(f(ir)) > 0. On en déduit donc que f(D N HY) C H*.
De la méme maniére, f(D N H™) € H" ou f(D N H™) C H™. A nouveau, Im(f(ir)) ~ r et donc il existe r €] — 1,0[ tel que
r—0

Im(f(ir)) < 0, de sorte que f(DNH™) C H™.
On rappelle enfin que f(D N R) C R d’apres la question précédente.

Soit alors z € D. Si Im(z) > 0, alors Im(f(z)) > 0 puisque f(D N H*) Cc H*. Réciproquement, si Im(f(z)) > 0, on a nécessairement
Im(z) > 0 puisque f(DNH*) c Ht et f(DNR) CR

3. Pour simplifier, posons a; = 1. Pour tout 6 € R,
+o00
Im(f(re'®)) sin(nd) = z a;r* sin(k®) sin(no)
k=1
Posons g : 8 — a;r* sin(k®) sin(n®). Pour tout k € N* et tout & € [0, 7],
|8k(®)] < |a|r*

Comme la série entiere définissant f(r) converge absolument, la série Z g converge normalement sur [0, 7t]. On en déduit que
keN*

+o0 T
I,(r) = Z ar® / sin(k8) sin(n®) do
k=1 0
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Or pour tout k € N*,
sin(k8) sin(nd) = cos((k — n)0) — cos((k + n)0)

On en déduit notamment que
T
f sin(kQ) sin(n0) do = &y ,
0
Finalement, I,(r) = a,r".

4. Soient n € N* et r € [0, 1[. Par inégalité triangulaire,
T T
lanlr = [1,(7)] < f | Im(f(ref®))] sin(nd)] dO < f | Tm(f(re'®))] sin © dO
0 0

D’apres les questionset Im(z) > 0 = Im(f(2)) > 0. Or pour & € [0, 7], Im(re’®) = rsin® > 0 donc Im(f(re’®)) > 0. On en
déduit donc que

s
la,|r* < nf Im(f(z))sin© d6 = na,r! = nr
0

En faisant tendre r vers 1, on obtient bien |a,,| < n.

Montrons maintenant le résultat stipulant que | sin(n0)| < nsin 6 pour tout 6 € [0, 7t]. On peut en fait montrer que | sin(n0)| < n|sin 6|
pour tout © € R, ce qui donne le résultat par positivité de sin sur [0, T]. On procéde par récurrence. Le résultat est évidemment vrai
lorsque n = 0. Supposons le vrai pour un certain n € N. Alors

| sin(n + 1)0| = | sin(n0) cos 6 + sin 6 cos(nB)| < | sin(nd)| + | sin O] < (n + 1)| sin O]
ce qui permet de conclure la récurrence.
Solution 151

1. On rappelle que S(E) désigne 1’ensemble des permutations de E et que card S(E) = n!. Notons Si(E) ’ensemble des permutations de
n

E possédant exactement k points fixes. Alors S(E) = |_| Sk (E). Se donner une permutation a k point fixes correspond a se donner une
k=0

partie de E a k éléments qui formeront les k points fixes et un dérangement des n — k élémenst restants. Ainsi card S(E) = < k)Dn_k.

Or,
n
card S(E) = Z card Si(E)
k=0
donc " " "
n n n
P LS NALES I
2 i JPre= 2 m )P = 2

D D
2. On a clairement D,, < n! donc 0 < n_:l < 1. Le rayon de convergence de la série entiere Z n—?x" est donc supérieur ou égal a 1, ce
qui justifie que f est définie sur | — 1, 1[. '
n

. (o .s X . . < .
3. On sait que la série entiére Z +,7 & unrayon de convergence infini et a pour somme e*. Par conséquent, par produit de Cauchy
neN

+oo X" +o0 D
Vx €] —1,1[, e f(x) = (Z W)(Z n—?x")

n=0 n=0
-y (Z 1 &)xn
Z\e (n=k) k!

DEISE

+o0
n ,os s .
= Z X d’apres la premiere question
n=0

1
1—x
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Autrement dit

e—x
vx €]-1,1[, f(x) = T
4. D’une part,
+o00 D
vxel-1,1[, ), —x"
x €] [ ,;) X

D’autre part, en utilisant un nouveau produit de Cauchy,

X B +oo (1)nn
(25 ()

= ﬁ w )

n k=0

Par unicité du développement en série enticre,

n
vn e N, Z

ou encore
(=D 1)"
vneN, D, =n! Z

n*t 1
S. Puisque Z u —, la derniere égalité peut aussi s’écrire

n=0
1
Dnzm(E—RQ
en posant
+0o0
_ (=Dk
Ro= 2
k=n+1

Comme la série Z vérifie clairement le critére des séries alternées,

1
R,| < ——
IRnl < (n+ 1)
Ainsi | 1 | 1
n!
- - <D, < — +
e n+1- "~ n+1
Pourn >2,0ona
nl 1 n 1 nl 1 n 1
— < ——=<D, L —4+=<L—4+=
e 25 T3sPh=gt3sT Y3
. : o nl 1
donc D,, est bien la partie entiere de — + -.
e 2 )
-1 1
Lorsque n = 1, on peut remarquer que R; est du signe de ( 1') = —1 donc négatif. Ainsi o) < R; £0donc
nl 1 nl n! 1
——Z<—=<D,<—+=
e 2 e~ " t3
. . o nl 1
A nouveau, D,, est bien la partie entiere de - + 5

Solution 152
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1. Notons %, I’assertion de I’énoncé. 1l est clair que u;(x) = 1 + x donc R est vraie. Supposons %, vérifiée pour un certain n € N. Alors

Vx € Ry i (50) — s (6) = f (1 (1/2) — un(t/2)) di
0

xttl
Vx € Ry, 0 < ttyy(X) — up(x) < (n + 1)

donc .
1 1 Xn+2 xn+2

dt = . <
2n+l(p + 1)! 2n+l (n+2)! — (n+2)!

Vx€eR,, 0< / (s (£/2) — un(t/2)) dt < /
0 0

Ainsi %, est vraie. Par récurrence, %, est vraie pour tout n € N.
n+1

(n+1)!

converge. La suite de fonctions (u,,) converge simplement vers une certaine fonction u.

Comme la série exponentielle converge, la série télescopique Z Uy 41(X)—uy,(x) converge également donc la suite (u,(x))

2. Fixons x € R,. Remarquons que

n+1 xn+1
Vte|0,x/2], 0<u t)—u,(t) < <
[ / ] n+1( ) n( ) (n + 1)' 2n+1(n + 1)'
X+l
A nouveau la série Z m converge donc la série de fonctions Z Uy 41 — U, converge normalement sur [0, x/2]. A fortiori,

elle converge uniformément sur [0, x/2]. On en déduit que la suite (u,,) converge uniformément vers u sur le segment [0, x/2]. On peut

alors affirmer que
x x/2 x/2 x
lim / u,(t/2) dt =2 lim f u,(t) dt = f u(t) dt = / u(t/2) dt
0 n=re o 0 0

n—+oo

U () =1+ fx u,(t/2) dt
donc par passage a la limite i
u(x)=1 +/ u(t/2) dt
La fonction u est bien solution de (E). ’

3. Soit u une fonction développable en série entiére sur R dont la restriction 2 R, est solution de (E). Il existe donc (a,) € RN telle que
Vx € R,, u(x) = Z a,x"

Fixons x € R,. Comme la série entiere Z a,t" converge normalement sur le segment [0, x/2],

x x/2 X/2 +o0 x/2 x"“ +00 a. x"+1
f u(t/2) dt = 2f u(t) dt =2 Z a,t" dt =2 Z a,t" dt =2 Z =
0 0 0

12nt(n+1) =~ 2n(n+1)
Ainsi
+oo x n+1 +o0 a 1xn
Vx € R,, a,x"=1 =1 n-

Par unicité du développement en série entiere, ay = 1 et

. a,_
Vn e N*, a, = —2=L

2n—1p
On en déduit que
1
Vn eN, a, = ETCEE
2 2 nl

i~ s x"

Réciproquement, la série entiere Z oD
neN27 2 nl

série exponentielle) et ce qui précéde montre que sa somme est effctivement solution de (E).

pssoede bien un rayon de convergence infini (régle de d’Alembert ou comparaison a la
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Solution 153

n+1
+1
diverge grossierement et si |t| < \/5 elle converge. Si |t| = \/5 la série Z fn(8) diverge (série de Riemann).

Finalement, D =] — \/5, \/E[

1. Par la regle de d’Alembert, le rayon de convergence de la série entiere Z vaut 1. Par conséquent, si |t| > \/5, la série Z ()

+00 too
. 1 o SR x"t1
2. On sait que pour x €] — 1, 1], Z x" = T donc, par intégration d’une série entiére, Z = —1In(1 — x).

z -X n+1
Ainsi, pour t €] — \/E, \/E[,

=0 n=0

Zo:o f®) ==In(1 - (2 -1)=-1n(2 -3

n=0

3. Remarquons que
1

n+1

max |f| = |f(0)] =
[0.1]

1
et Z diverge. La série Z f ne converge donc pas normalement sur [0, 1].

n+1
(1 _ t2)n+1
4. Lorsque t € [0,1], la suite de terme général 1 est décroissante et converge vers 0. La série Z gf,(t) vérifie donc le critere
spécial des séries alternées. En particulier,
+00
(1 _ t2)n+2 1
vt € [0,1], Nl < t)| = <
0.1, | 3 0] £ ol = 25— < 5

Le reste de la série Z fn converge donc uniformément vers la fonction nulle sur [0,1] i.e. la série Z fn converge uniformément sur
[0,1].

1
5. Comme la série Z fn converge uniformément sur le segment [0, 1], la série Z u, converge vers — / In(2 — £3) dt.
neN 0

6. Il s’agit d’un simple calcul.
1 1 1
—f 1n(2—t2)dt=—f ln(\/E—t)dt—/ In(V2 +t) dt
0 0 0

V2 V2+1
= - f Inu du — f Inu du par changement de variable
V2-1 V2
V2+1

=—[ulnu-— u]g_1 —[ulnu — u]ﬁ
=2-22In(V2+1)
On peut vérifier avec Python.

>>> from import quad

>>> from import log, sqrt

>>> I=quad(lambda t: -log(2-t*%2),0,1)[0]
>>> J=2-2+sqrt(2)=log(sqrt(2)+1)

>>> print(I,J)

-0.49290096056092203 -0.49290096056092203

Solution 154
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1. Raisonnons par I’absurde en supposant que les a,, ne soient pas tous nuls. Posons m = min{n € N, a,, # 0}. Alors

+o0 +o0
Vz € D(O,R), f(z) = Z apzP = z™m Z Az
k=m k=0

+0oo
Posons alors g(z) = Z Qs m2 de sorte que

k=0
Vz € D(0,R), f(z) =2z"g(z)

Par conséquent,
VpeN, f(Zp) = Z;)ng(zp)

Mais comme la suite (z),) ne s’annule pas,
VpeN, g(z,) =0

g est évidemment développable en série entiere donc continue en 0. Notamment, lim g(z) = g(0) = a, # 0. Mais comme (zp)
z—0
converge vers 0, la continuité de g en 0, montre que g(0) = lim g(zp,) = 0, ce qui est contradictoire.
p—=>+oo

Finalement, la suite (a,) est nulle.

2. Notons R le rayon de convergence commun de f et g. Alors f — g est développable en série entiére et son rayon de convergence au
moins égal a R. D’apreés la question précédente, tous les coefficients du développement en série entiere de f — g son nuls. Auutrement
dit f — g est nul sur D(0, R). Ainsi f et g coincident sur leur disque ouvert de convergence commun.

Solution 155

a n
1. Pour tout n € N*, |w, |l = % < |a|™ Or |a| < 1 donc Z lal|™ converge donc Z w,, converge normalement et donc simplement

sur R. De plus, pour tout n € N*, w,, est de classe C! sur R et w,(x) = —a” sin(nx) pour tout x € R. Ainsi ||w}||, = |«|™ et donc
Z wj, converge normalement et donc uniformément sur R. On en déduit que W est de classe C! sur R et que

+00
Vx € R, W(x) = )] wp(x)
n=1

+00
— Z a't sin(nx)
n=1

+00
— Z a't sin(nx)
n=0

400
—Im (Z ocneinx)

n=0

1 )
—Im(—.) car |ae™| < 1
1 —aetx
osinx

" 1—20cos x + o

2. On en déduit qu’il existe C € R tel que
1
Vx € R, W(x) = -5 In(1 — 2cccos x + a?) + C

D’apres un développement en série entiere usuel,

W(0) = Zo:o %n =—In(1-a)
n=1
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On en déduit que C = 0. La série Z w,, converge vers W uniformément sur le segment [—t, 7t] donc

T T
f In(1—-2acosx +a?) dx = —2/ W(x) dx
- -7

TT

+o0
=-2 Z wy(x) dx
n=1

-7
to n T

=23 =
Z ” cos(nx) dx
n=1 —TT

=0

Solution 156

n
1
1. Posons q = card K et notons , I’ensemble des polyndmes irréductibles unitaires de degré n. Posons P,(t) = H H T aegp Pour
k=1 PePy 1—t
t €[0,1],

n

In(P, (1)) = Y. >, —In(1—t¥)

k=1 PE.'Pk

Or il est clair que card & est inférieur ou égal au nombre de polyndmes unitaires de degré k, ¢’est-a-dire ¥, donc

0 < In(P,(1) < Y} —¢*¥In(1 — %)
k=1

1
Orpour t € [0,1], —q¥In(1 —t*) ~ (gt)¥. On en déduit que la série de terme général —q* In(1 — t¥) converge pour t € [0, (—1[ i
k—+o0o

en est donc de méme pour la suite (In(P,(¢))) et donc pour le produit infini définissant {(t). La fonction & est donc définie sur [O, ‘ll[

2. On va montrer que pour t € [0, l [,
q +0o0
§o = gk
n=0

Pour n € N, notons Q,, I’ensemble des polyndmes irréductibles unitaires de degré inférieur ou égal a n. Fixons N € N et remarquons

que
M
H Z tkdegP — Z ¢deg Qi
PeQn k=0 kE[[O,M]]Q"

avec Qi = H Pk?_ Tout d’abord, on sait que tout polyndme unitaire de IK[X] s’écrit de maniére unique sous la forme H H pke
PeQ, PEP keN®)

(oit NP) désigne classiquement I’ensemble des familles presque nulles de N¥). De plus, il existe exactement q" polyndmes unitaires

de degré n. On en déduit :

M +00
l'k deg P < qntn
PgN kzz;:) nzzlo

Enfin la décomposition en facteurs irréductibles unitaires d’un polynéme unitaire de K[X] de degré inférieur ou égal a N fait intervenir
des polyndmes irréductibles unitaires de degré au plus N donc

M

N
z qnntn < H Z kdegP
n=0

PeQn k=0

En faisant tendre M vers +o00, on obtient
+0o0

N
1
quntn < H m < ngoqntn

PeQn
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11 suffit alors de faire tendre N vers 4+co pour avoir le résultat voulu.

1 1
REMARQUE. On a en fait prouvé que (t) = T—qi pour t € [0, q [

Solution 157

Remarquons que f est dérivable sur R car le discriminant du trindme X? — \/EX + 1 est strictement négatif. De plus,

2x —/2 2x —1/2 1 1 = e

VxE[R,f'(x)= = in in = in+ in =- it in
1—/2x + x2 <x—e7><x—e_7> X—e+ x—e 4 l—xe 4 1—xes

Or on sait que pour tout nombre complexe z tel que z < 1,

1 n
1—Z=2Z
n=0
Ainsi pour tout x €] — 1, 1]
_i_n+°° _ﬂ i_n+°°
f’(x)=—e42x”e 4—e4z =—Z:x”1 4—Zx"1 =—22cos( )"1
n=0 n=0

Comme f(0) = 0, on obtient en intégrant,

nm
1o COS( )

Vx €] -1,1[, f(x) = —22

Solution 158

nandi )
1. Posons u,(x) = e”"t"* Les u,, sont clairement de classe C* sur R.

Soit k € N. Alors u(k)(x) = n2kike=n+7%ix pour tout n € N, [[ul), = nZke" et la série Z n*ke=" converge (n?ke™" =
. neN
o(1/n?)). La série 2 uﬁ, ) converge normalement sur R. Par conséquent, f est de classe C* sur R.

2. Supposons que g soit développable en série entiere. Il existerait donc R > 0 tel que

g (O)k

Vx €] - R,R[, gx) = Z

D’apres la question précédente

+o0 +0o0
vk e N, g®(0) = Z uP(0) = ik Z nke—n

n=0 n=0
donc - .
PO _ 1§ ok, KR K s ke k
VkeN,‘ 0 _HZne > a T - kfe™k > kKe
n=0
Notamment pour r > 0,
(k)(o) . ( H)k
Tk |7 e
donc @
lim g (0) = +o00
k=4 k!
g9
ce qui contredit la convergence de la série Z Sy rk. g west donc pas développable en série entiére.

keN
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Solution 159

1. On décompose en éléments simples :
1-2z)(1-3z) 3 2

f2) = 1-3z 1-2z

D’une part

1
avec rayon de convergence 3
D’une part

1
1_22=22nzn

1
avec rayon de convergence 5
Par conséquent

f(Z) - f(3n+1 _ 2n+1)zn
n=0

1,1 11 1
Et comme 3 76 =, le rayon de convergence est min ( 3 2) =3

2. Remarquons que
g(x) = 1n(2)+1n(1+ ) In(1 - x)

Or
( ) z ( l)n 1
2"n
avec rayon de convergence 2 et

+o00 X"
In(1—-x)=— Z —
n=1 n

avec rayon de convergence 1. Ainsi

+o00 (—l)n_l 1
— - n
g(x) = In(2) + nzzjl( S+ n)x
avec rayon de convergence min(1,2) = 1.

3. Tout d’abord
1)n 4n+2

2 (=
x fred —
sin(x?) = Z Cn+1)!
avec rayon de convergence infini. Par «primitivation»
(_l)n x4n+3
h(x) = 3, 2n+ 1)
= @2n+ NA4n + 3)

avec rayon de convergence infini également.

Solution 160

1. Supposons qu’une telle fonction f existe. On montre alors par récurrence que

1+ qg*x
—qkx

vn eN, Vx €] - 1,1[, f(x) = f(q" )H
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n—1 k
x
Fixons x €] — 1,1[. Comme q €] — 1,1[, lim f(q"x) = f(0) = 1 par continuité de f en 0. Posons u,(x) = H _—
n—+oo k=0 * — qtx
n € N. Il est clair que la suite (u,(x)) est strictement positive. De plus,

In(u,, + 1(x)) — In(u,(x)) = In(1 + ¢"x) —In(1 — ¢"x) ~ 2q"x

-+

On en déduit que la série télescopique Z In(u,, + 1(x)) — In(u,(x)) converge. Par conséquent, la suite (In(u,(x))) converge puis la
suite (u,(x)) converge également. Ona donc nécessairement f(x) = lim u,(x), ce qui permet de conclure a 1’unicité de f.
n—->+oo

n-1 k
1+qg*x
Posons maintenant u,(x) = | | ﬁ pour x €] — 1,1[ et n € N. Comme précédemment, pour tout x €] — 1, 1], la suite (u,,(x))
k=0 -

+ X
1—x

converge vers un réel que 1’on note f(x). Remarquons que pour tout n € N et tout x €] — 1,1[, u,1(x) = u,(gx) donc

1+x -
f(x)= T f(gx) par passage a la limite.
Démontrons enfin que f est continue en 0 (en fait sur | —1, 1[). Tout d’abord, les fonctions In ou,, ; —In ou,, sont continues sur | —1, 1[.
Fixons a € [0, 1[. Pour toutn € Net x € [—a, a],

| In(tty,11(x)) — In(uy(x))| < 2max{n(1 +[q|"a), - In(1 — |q|"a)} < 2|q|"a

On en déduit que la série Z Inou,,,; — Inou, converge normalement et donc uniformément sur [—a, a]. Ainsi sa somme Inof est
continue sur | — 1, 1[. Par continuité de I’exponentielle, f est donc également continue sur | — 1, 1[ et donc a fortiori en 0.

+00
2. Supposons que f soit développable en série entiére sur un intervalle | — r,7[. Notons f(x) = Z a,x" son développement en série
n=0
entiere. Puisque (1 — x)f(x) = (1 + x)f(gx) pour tout x €] —r, r|,
+00 +00 +oo oo
Z a,x" — 2 anxn+1 — Z a,q"x" + 2 anqnxn+1
n=0 n=0 n=0 n=0
ou encore
+00 +0o0 +00 +00
Dlapx =Y ap X" =) apq"x"+ ). ap_ gV X"
n=1 n=1 n=1 n=1
ou enfin
+o00 +o0
z(an —ap_)x" = z(anqn — a1 g X"
n=1 n=1

Par unicité du développement en série enticre

-1
VneN*, a, —a,_; = a,q" — ap_1q"

ou encore .
1-qg"
Vn € N*, a, = Wan_l
De plus, on a @y = f(0) = 1.
Réciproquement, considérons la suite (a,,) telle que @, = 1 et
1-— qn—l
Vn € N¥, a, = Wan_l

a
Comme q €] — 1,1[, lim % = 1. D’apres la regle de d’Alembert, le rayon de convergence de la série entiere Z a,x" vaut 1.
n—+oo n—1

+00
Posons alors g(x) = Z a,x" pour x €] — 1,1[. Alors g(0) = 1 et g est continue sur | — 1, 1] donc en 0. Par ailleurs, en reprenant «a
n=0
I’envers» ce qui précede, on montre que
1+x
Vx €] -1,1[, glx) = mg(qx)

D’aprés I’unicité prouvée a la premiére question, f = g. Ainsi f est développable en série entiere et cette série entiére a pour rayon de
convergence 1.

REMARQUE. La deuxiéme question prouve en fait la partie «existence» de la premiére question. En étant un peu malin, on aurait pu
rechercher une fonction f développable en série entiere dans la premiére question.
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Solution 161

La série entiere Z H,,x" est le produit de Cauchy des séries entiéres Z x" et Z —. Comme ces deux séries entieres ont pour rayon
neN* neN neN* n
de convergence 1, le rayon de convergence de Z H,,x" est supérieur ou égal a 1. De plus, (H,,) ne converge pas vers 0 donc le rayon de
neN#*
convergence est inférieur ou égal a 1 : il vaut donc 1. Enfin, pour tout x €] — 1, 1],

= & xn In(1 — x)
5= () (S F) -

Solution 162

Soit r € R. La suite (a,r") est bornée si et seulement si la suite extraite (a,2r"") est bornée (les autres termes sont nuls), ¢’est-a-dire si et
. . 2 (
seulement si la suite (¢"r™") est bornée. Or
2
q"r"" = exp (n*In(r) + nln(q))

On en déduit que (q”r”z) diverge vers +oo sir > 1ousir =1etq > 1 et qu'elle est bornée sinon.
Le rayon de convergence vaut donc toujours 1.

Solution 163

. Par intégration, la série entiere

- N 1
1. C’est du cours. La série entiére Z (=1)"x2" a pour rayon de convergence 1 et pour somme T2

neN
l)n 2n+1

Z ( 1 a également pour rayon de convergence 1 et pour somme arctan(x), ce qui répond a la question.

2. Une simple application de la régle de d’Alembert montre que le rayon de convergence vaut 1.

3. f estbien dérivable sur | — 1,1[ et pour x €] — 1,1],

+°°( 1)k+1 2k 1o (_1)k

fx=> T =x) o7 2k + 1 = xarctan(x)
k=0x

k=1

Par intégration par parties,

f(x)=fO)+ f ’ t arctan(t) dt
0

2 X 2
Xx* arctan(x 1 t
x~arctan(x) _ 1 f dt

=0
+ 2 2 1+ 12

2
x“arctan(x) x 1
=— 3 + > arctan(x)

4. Pour tout k € N* et tout x € [-1,1],
1

<
= 4kz -1

<_1)k+1 x2k+1
Rk+1)R2k-1)

Or la série Z T — 7 converge (équivalent + critére de Riemann) donc la série entiére définissant f converge normalement sur
keN* -
[-1,1].

5. La convergence normale et donc uniforme sur [—1, 1] permet d’appliquer le théoréme d’interversion limite/série. Ainsi

n+1
Z( P = im0 =T -

N =

Solution 164
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1. Soit n € N. Par intégration par parties,

2 dt

t ! !
anz[m]0+2(n+1)./o W

W + 2(1’[ + 1)(Cln - 2an+1)

Par conséquent

4n+1)a,,; = (2n+1)a, + ETEsy
puis
Uper 2n+1 1

a, 4n+1 + 4(n +1)3n+lq,

Or pour t € [0,1]

1 > 1
(2 + [2)""'1 = 3n+l
donc
N 1
an 2 3n+l

Par conséquent,
A(n+1)3"q, > 4(n+1)

de sorte que

1
n—-+co 4(n + 1)37+1q,
puis
n—>+co 4y 2

D’apres la regle de d’Alembert, le rayon de convergence de la série entiere Z a,x" vaut 2.

2. Notons f(x) la somme de cette série entiére.
Soit x €] — 2, 2[. En reprenant la relation obtenue a la premiére question

+00 oo too
4 Z (n+ Day 1 x" = Z 2n+ 1a,x" + z
n=0 n=0 n=0
ou encore ,
4f () = 2500 + f(0) + 53—
puis
F'G) = s ) + 5
T 2(2-x) 22 —-x)(3 —x)
1
Les solutions de 1’équation différentielle y' = m f(x) sur | — 2,2[ sont les fonctions x +—

alors la méthode de variation de la constante et on recherche une solution de 1’équation différentielle

(E) ’

@(x)
2—Xx

de la forme x —

avec ¢ dérivable sur | — 2, 2[ ce qui donne

ox) 1

Va—x 22-x0B-x)

ou encore
1 1

TR Lo R T

¢'(x) =
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On peut alors choisir
o(x) = —arctan(V 2 — x)
Les solutions de (E) sont donc les fonctions
A arctan(V2 —Xx)
V2—x V2—x

X =

%arctan(%) 2\7;_ arai‘;ﬁ‘/—)

11/2 — arctan(y/ 2 — Xx) __ 1 arctan( 1 )
V2—x V2—x V2—x

f0)=aqay=

donc

flo) =

Solution 165

D’apres la régle de d’Alembert, le rayon de convergence vaut 1.
On effectue maintenant une décomposition en éléments simples :

n? +4n — 1 n4+2 5
n+2 n+2
Ainsi pour x €] — 1,0[U]0, 1],
n+4n—-1_, — (n+ Dx" + X" 5 x"*?
n+2 B X2 n+2
La série géométrique Z x™ converge et
+0o0 1
RS
n=0 -X
En considérant la dérivée de cette série géométrique
+o00 1
(n+1Dx" = nx” 1=
Et en en considérant une primitive
too x+2 too X+l RS |
= =—x+ =—In1-x)—x
— n+2 —“n+1 Z‘ n+1 ( )
n=0 n=1 n=0
Finalement,
T 2
n*+4n-1 1 1 5(In(1 — x) + x)
Vx €] —1,0[uU x" = +
] Z n+2 1-x2 (Q-x) x2

1
La somme vaut —3 lorsque x = 0.

Probabilités

Solution 166

1. Notons Y; la variable aléatoire valant 1 si la i-éme ampoule est annulée et 0 sinon. Les Y; sont des variables aléatoires de Bernoulli de
n n

parametre p; mutuellement indépendantes et Y = Z Y;. Ainsi E(Y) = Z ECY;) = Z pietV(Y) = Z V(Y;) = Z pi — p?.

i=1
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n
2. Dans ce cas, V(Y) = m — Z p?. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

i=1

n 2 n n
(Z pi) <>y p?
i=1 i=1 i=1

ou encore
2

|3

n
D>
i=1

De plus, cette inégalité est une égalité lorsque tous les p; sont égaux a

s|3 ¢

. . 5 m
binomiale de parametres n et T

Solution 167

. V(Y) est donc maximale dans ce cas et alors Y suit une loi

1. Z est a valeurs dans I’ensemble dénombrable N U {oo}. De plus, pour tout k € N,

z>k= |J E

IePK(N) iel

ot B(N) désigne I’ensemble des parties de N de cardinal k. L’ensemble R(N) est dénombrable puisque 1’application qui une partie
(X1, ..., X} de N (avec x; < -+ < Xj) associe (Xq, ... , Xx) est une injection de B.(N) dans I’ensemble dénombrable N¥. Par conséquent,

{Z > k} est un événement en tant qu'union dénombrable d’événements. Ensuite

Z=kl={Z>k\{Z>k+1}

donc {Z = k} est aussi un événement.
Enfin

Z=oo}=[\z2K)

keN

donc {Z = oo} est aussi un événement comme intersection dénombrable d’événement.

Ceci prouve que Z est bien une variable aléatoire.

2. Remarquons que
F= () [JE«
neN k>n
donc F est un événement. De plus,
+0o0
P (U Ek) < >, P(Ep)
k>n k=n
Comme la série Z P(E,,) converge, la suite de ses restes converge vers 0 i.e.
+o00

lim > P(E) =0

n—->+oo k=n

D’apres le théoreme des gendarmes,

lim P Er|=0
i P(Un)

k>n

La suite (U E k) est une suite décroissante pour I’inclusion donc, par continuité décroissante,

kzn neN

P(?):P(ﬂ UEk>=nEr+an(U Ey

k>n

neN k>n

puis P(F) = 1.
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3.
Solution 168

Z est a valeurs dans N* puisque X et Y le sont. Soit k € N*. Remarquons que {Z > k} = {X > k} n {Y > k} donc par indépendance de X et
Y:
PZz2k)=P{X2kin{Y 2k} =PX=kP{ > k)

+0o0
Puisque {X > k} = |_| {X =k},
n=k
+0o0 +00
PX>k)= Y PX=k =Y (1-p)"lp =(1-p)?
n=k n=k

REMARQUE. On aurait pu se passer du calcul de somme de série puisqu’une loi géométrique représente la loi du premier succes.

De la méme maniére
P(Y > k) = (1 — pp)**

Ainsi
P(Z > k)= (1 - p)1(1 - pp)*?

On constate enfin que
{Z>k}={Z=klu{Z>k+1}

donc
PZ=k)=PZ>k) —-P(Z2k+1)=1-p) 71— p)t! —(1 - p)kQA - p)*

Solution 169

1. Remarquons que

X=v= | | (xX=nn{y=n)

neN*
Ainsi par indépendance de X et Y,
+00 +oo 2 +0o0 pz p
PX=Y)= 2, PR=nPY =m =2 (1-p""p) =P 2A-P" = =7 = 7=
n=1 n=1 n=0 p p

2. X+ Y est a valeurs dans [[2, +oo[. Soit n € [[2, +oo[[. Remarquons que

n-1
X+Y=n}=| |(X=Kn{Y=n-k}
k=1
A nouveau par indépednace de X et Y,
n-1 n—-1
PX+Y=n)= 2 PX=KPY=n-k =Y 1~-p*'pl-p"*'p=(n-1p1-p">
k=1 k=1

REMARQUE. On aurait aussi pu utiliser les fonctions génératrices de X et Y.

3. Puisque {Z > n} = |_| {Z =k},

k>n+1
PZ>n= ) PZ=k= ) (1-p*'p=pl-p)" ) 0-pr=>0-p"
k=n+1 k=n+1 k=0

REMARQUE. Ceci est cohérent avec I’interprétation de la loi géométrique comme loi du premier succes.
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4. On remarque que

Par indépendance de Z et X + Y,

+o0 1
car Z nt"!= ——— pourt €] -1
n=1

(1—1)?

On peut vérifier avec Python.

>>>
>>>
>>>
>>>
>>>
>>>
>>>
>>>

import as

p=.2
n=10000
X=rd.geometric(p,n)
Y=rd.geometric(p,n)
Z=rd.geometric(p,n)
sum(Z>X+Y)/n

0.2008

>>>

(1-p)*%2/(2-p)**2

0.19753086419753088

Solution 170

Z>X+Y}i=| |@Z>nn{X+Y=n}

n>2

+o0

P(Z>X+Y)= Y P(Z>nPX+Y=n)

n=2

= Y. (1—p)"(n—1)p*(1 — p)*~2

n=2

=p* ), (n=1)(1 - py"?

n=2

+oo
=p* ), n(1-py*"

n=1

+o00

= p’(1 = p)* ), n(1 -y

n=1
__pa-pp
1-(@1-p)*)?
, 1[. En simplifiant
_(-py?
PZ>X+Y)= B

1. Laloi de X est une loi géométrique de parameétre 1/2.

2. Notons B I’événement consitant a obtenir une boule blanche a la fin de I’expérience. Alors

Or

Par conséquent

http://lgarcin.github.io

B= | | Bnix=n}

neN*

P(BNX =n) = Px_,(BIP(X =n) =

P(B) =

111

+o0o0

2

n=1

1
2"n

S|

1
o
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Comme

on obtient par intégration

Ainsi

On peut vérifier avec Python.

>>> from import random
>>> from import log
>>>
>>> def simul():
nb=1

while random()<.5:

nb+=1

return random()<1/nb

>>> N=10**5

P(B) = —In (1 _ %) = In(2)

>>> sum([simul() for n in range(N)])/N

0.69218
>>> log(2)
0.6931471805599453

Solution 171

1. X et Y sont a valeurs dans N* et pour tout n € N*,

2. a. UetV sont respectivement a valeurs dans N* et Z. Soit alors (n, m) € N* X Z.
Traitons d’abord le cas ou m = 0. Alors

donc, par indépendance de X et Y

Traitons maintenant le cas m > 0. Alors

A nouveau, par indépendance de X et Y,

PX=n)=P(Y=n)=Q1-p)"!p

{(U,V)=(n,0)} = {X=n}n{Y =n}

P((U,V) = (n,0)) = P(X = n)P(Y = n) = p*(1 — p)*"~?

{UV)=(m}=({X=n+min{Y =n})

P((U,V) = (n,m)) = PX = n+ m)P(Y = n) = p>(1 — p)*"*+m—2

En intervertissant X et Y, on trouve que si m < 0,

Dans tous les cas,

http://lgarcin.github.io

P((U, V) = (I’l, m)) = p2(1 — p)2n—m—2

P((U,V) = (n,m)) = p?(1 — p)2n+|m|—2
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On retrouve alors les lois marginales.

+00
PU=n)= Y PU=nV=m)

m=—oo

+00
— p2(1 _ p)Zn—Z +2 Z p2(1 _ p)2n+m—2
m=1

+00
= p*(1— p)*"=2 +2p*(1 — py*** > (1 — p)™~*

m=1
Or +00
1 1
1— m—1 _ —
mZﬁ( P) 1-(1-p »p
donc

_ -1
P(U=n)=p(-p"22-p)=(1-p?)" (1-0-p))
Notamment, U suit la loi géométrique de paramétre 1 — (1 — p)2.

De la méme maniére

+00
P(V=m)= ) P(U=nV=m)

n=1

+0o0
— Z p2(1 _ p)2n+|m|—2
n=1

+00
=p’(1-pm YA~ pY

n=1

_ p)iml
= p*(1 - p)lml. - ! _pd-p

-(1-p? 2-p

b. 1l s’agit d’une simple vérification :
" 2n-2 p( —p)™ 2 2n+|m|-2
V(n,m) e N* x Z, P(U = n)P(V=m) = p(1— p)™" (2—p)~ﬁ=p(1—p)" m=2 =P{U =n}n{V=m})

3. L’énoncé suppose implicitement que U et V sont respectivement a valeurs dans N* et Z. Puisque X = U + max(V,0)etY = U —
min(V,0), X et Y sont a valeurs dans N*,
Posons p,, = P(X = n) = P(Y = n) pour n € N*. Par indépendance de U et V d’une part et de X et Y d’autre part,

PU=nPV=0=PU=nV=0)=PX=nY=n)=p?

De méme,
PU=nPV=1)=PU=nV=1)=PX=n+1,Y=n)=p,DPnn

Par hypotese ces deux quantités ne sont pas nulles, donc en divisant membre & membre

Pn+1 _ P(V=1)
Pn P(V = 0)

Pn+1

La suite de terme général est donc constante i.e. la suite (p,,) est géométrique. En notant 1 — p sa raison, p,, = (1 — p)"*~!p;.

+o00 "
Mais comme Z Pn =1, p; = p. Ainsi

n=1
VneN,, PX=n)=PY=n)=(1-p)"1p
donc X et Y suivent bien la loi géométrique de parametre p.

CPV=1), PV =1)

1e.p=1—m.

Onavuplushautquel—p—m .
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Solution 172

1. a. Les variables aléatoires Y, sont mutuellement indépendantes.
On a clairement Y; = 1.

k-1
b. Y} suitlaloi géométrique de paramétre n- : +1_ 1- k ; 1 . On en déduit que E(Yy,) = n+m etque V(Yy) = W =
n
nk—1)
(n—k+1)2

n
2. On a clairement X = Z Y. Par linéarité de 1’espérance,
k=1
n

n n
1 1
EY)=YEY)=n> ———=nd - =nH

3. Par comparaison série/intégrale, on obtient classiquement H,, ~ In(n). Par conséquent, E(X) ~ nlnn.
o)

n—+ n—+oo

Solution 173

Pour 1 <i < 6, notons p; (resp. q;) la probabilité d’obtenir i en langant le premier (resp. le deuxieéme) dé. De méme, pour 2 < i < 12, notons
1 la probabilité d’obtenir i en lancant deux dés. On a la relation suivante : z, = Z pigj-

6 6 12 b=k
Notons P = Z piXhQ = Z qiX"letR = Z q; X2, La relation précédente signifie que R = PQ. S’il y avait équiprobabilité sur les
i=1 i=1 i=2

10
1 1 .
sommes, on aurait 1 pour2 <i<12ie.R 11 iéOX

Les racines de R sont les racines 11°™* de 1’unité privées de 1. Aucune de ces racines n’est réelle. De plus, deg P < 5 et deg Q < 5. Puisque
degR = deg PQ = 10, deg P = deg Q = 5. Puisque 5 est impair, les polyndmes P et Q admettent chacun au moins une racine réelle en vertu
du théoréeme des valeurs intermédiaires, d’oul une contradiction.

11 est donc impossible de piper deux dés de manicre a avoir équiprobabilité sur les sommes.

Solution 174

+0o0
1 1
1. Il est néceessaire et suffisant d’avoir Z P({n}) = 1 et P({n}) > 0 pour tout n € N*. On prend donc A = Z = —.
n=1

5 n s

2. Comme A, = U {rn},

nen
+00 1
P(A,) = 2 P(rn}) = —
n=1
3. Soient py, ..., p, des nombres premiers distincts. Comme les p; sont premiers entre eux deux a deux,
n
ﬂ Ap; = Aq
i=1

n
avec q = | | pi- Ainsi
i=1
n n

P(ﬂ%) =P(Ag) = % = H% = HP(AP,-)
i=1 i=1 i=1

i

Les A, pour p € P sont donc mutuellement indépendants.
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4. Ap est 'ensemble des multiples de p strictement positifs i.e. I’ensemble des entiers naturels non nuls divisibles par p. Ainsi m A_p
pe?P

est I’ensemble des entiers naturels non nuls ne possédant aucun diviseur premier. Il est donc clair que ﬂ A_p ={1}.
peP

On montre classiquement que les A_p pour p € 2 sont également mutuellement indépendants. Notons (p,),en+ 12 suite strictement
croissante des nombres premiers. Soit n € N*,

n n n
o(2) = TTp =11 - =
i=1 i=1 i=1 p

1

n

Posons B,, = m A_pi‘ La suite (B,,) est décroissante pour I’inclusion et

i=1
No=NA=N%

neN* ieN* peP

Par continuité décroissante,

pi pEP

n
e . . 1 1
P(ﬂ Ap) = PO = i T g =TT

peEP [

REMARQUE. La notion de produit indexé sur un ensemble infini n’est pas au programme. Il faudrait établir pour les produits une théorie
similaire a celle des familles sommables pour donner un sens précis a ce produit infini.

Finalement

P({l})=1‘[1—%

pEP

et donc

() =] —

pe?jl—'—

pS

1
5. Supposons que la famille <—) soit sommable. Comme il s’agit d’une famille positive, ceci équivaut a la convergence de la série

pEP
1 1 1 1 - 1
Z —. Comme p, — +o00, — ~ —In(1 — —). Ainsi la série Z —In(1 — —) converge. Notons S,, = Z —In (1 - —).
neN* n h=+oo0 Pn n—+oo Dn neN* Dn i=1 bi
Alors (S,,) converge vers un réel €. Par conséquent
n
1
eS" = 1 e eé’
i=1 1 — — h—o+o©
pi
Mais pour tout s > 1,
L | |
<11
T = 1
i=11——= i=11——

D Pi

donc, en passant 2 la limite, {(s) < e¢ pour tout s > 1.
On montre alors que lir+n§ = +o00 pour aboutir a une contradiction. On peut par exemple utiliser une comparaison série/intégrale :
1

+00 +o0
1 dt 1
W>L@:Z_Zf dr_
=1 ns 1 ts s—1

Solution 175

1. Notons S; i la somme de I’énoncé. Si w/ = 1, autrement dit si k divise j, S; . = k. Sinon, S; = el 0.
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2. X, suit clairement la loi binomiale de parameétres n et 5 D’apres la question précédente,
n

S;
P(k | X,) = 3, 2EP(X = ))

1 ¢
Lorsque ¢ = 0, z_n(l +w’)" =1etlorsque € € [1,k — 1],

|1+co€|=2‘cosn—k€| <2

1
Ainsi, dans ce cas, lim —(1 + w%)"” = 0. On en déduit que
n—+o00 21

lim P(k|X,)= 1
n—-+oo k

ce qui est conforme a I’intuition.

Solution 176

1. Le premier tirag eétant effectué, on tire des jetons jusqu’a obtention d’un jeton différent du premier jeton tiré. A chaque tentative, la

2
probabilité de réussite est de 3 On en déduit que Y — 1 ~ G(2/3).

2. Par conséquent, Y est a valeurs dans N \ {0, 1} et

Vn2 P(Y=m=P(Y-1=n-1=3

3. Onsait alors que E(Y — 1) = ; etV(Y—-1) = % Donc E(Y) = % et V(Y) = ‘—3;

4. Remarquons que (Y, Z) est a valeurs dans {(k, ) eN?, 2<k< €} U {(+00, +00)}. De plus, pour 2 < k < ¢,

) ) ¢—k-1 1
P((Y,Z):(k,&)):P(Y:k)p(z:e|Y:k):ﬁ.(g) 3=
5. Z est a valeurs dans [[3, +o0]]. Pour tout entier £ > 3,
-1 -1 2€—k 25—1 1
PE=0)= 3 P2 = (60D = 3 5 = 5 (1= 35)

On peut vérifier avec Python.
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from random import randint

def z():
X=randint(1,3)
Y=randint(1,3)
n=2
while X==VY:
Y=randint(1,3)
n+=1

Z=randint(1,3)

n+=1

while Y==Z or X==Z:
Z=randint(1,3)
n+=1

return n

def frequencies(l):
proba_theorique = lambda i: 2#+(i-1)/3**(i-1)*(1-1/2%x(i-2))
proba_empirique = lambda i: 1.count(i)/len(1l)
return [(proba_theorique(i), proba_empirique(i)) for i in range(3,max(1)+1)]

>>> frequencies([Z() for _ in range(100000)])
[(0.2222222222222222, 0.22267), (0.2222222222222222, 0.22117), (0.1728395061728395, 0.17327),
o~ (0.1234567901234568, 0.12389), (0.0850480109739369, 0.08669), (0.05761316872427984, 0.05584),
~ (0.03871361073007164, 0.03852), (0.025910684346898336, 0.02558), (0.017307659740215753,
o~ 0.01737), (0.011549729885349455, 0.01163), (0.007703583276412622, 0.00785),
o (0.005136976635223854, 0.00512), (0.003425069240465493, 0.00335), (0.0022835188770824145,
~ 0.00239), (0.001522392379201194, 0.00155), (0.0010149437398495463, 0.00111),
~ (0.0006766343222492809, 0.00064), (0.00045109126894938174, 0.00051), (0.00030072808622731934,
~ 0.00026), (0.00020048558201634563, 0.00028), (0.00013365711841027467, 9e-05),
~ (8.910476685108673e-05, 7e-05), (5.9403184982136813e-05, 4e-05), (3.9602125681895316e-05,
o 88—05), (2.6401417908087134@—05, 2e-05), (1.76@094553433262e—05, 0.0),
o~ (1.1733963776979923e-05, 0.0), (7.82264254712823e-06, 0.0), (5.215095041132692e-06, 1le-05)]

Solution 177

1. Si n voitures sont passés en 1H, chacune de ces voitures a une probabilité ” de chosir le gucihet n°1. Ainsi la loi de X conditionnée

1
par I’événement N = n est une loi binomiale de paramétres n et P Autrement dit

k

P(X=kIN=")=<Z>(%) (1)

2. D’apres la formule des probailités totales, pour tout k € N,

n—k

+o00
PX=k)= ), P(X=k|N=nPN =n)

n=0
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Or P(X =k | N =n) = 0lorsque k > n donc

+00
PX=k) =) PX=k|N=nP(N =n)

n=k

+00
= ZP(X=k|N=n+k)IP(N=n+k)

n=0
R m+k\/1\F 1\* _, Atk
ST - e
~\ k m m (n+ k)
k +00 n
m) k! = m/) n!
3. On reconnait la somme d’une série exponentielle
+00 n 1
S (- Ly L g3
= m/) n!

Ainsi .
_A A 1
PX=k)=e ’”(E) L

c . . . . A
Par conséquent, X suit une loi de Poisson de parametre ot

A
4. C’est du cours : E(X) = V(X) = .
Solution 178
1
1. Lapplication t — t"e=t est continue sur R et "e™t" = 7 par croissances comparées. donc 1’intégrale I,, converge par comparaison
*+00

a une intégrale de Riemann.
2. Remarquons que

ot t"1/(n+ 1) est de classe Cl sur R;
¢

e t et est de classe G sur R;
tn+1
e lim et = 0.
to+o N+ 1

Donc, par intégration par parties

tn+1 2 +oo +oo 2tn+2 2
I, = et + e~ dt
" [n +1 e S M1

©
ou €ncore

21n+2 = (I’l + 1)In

—t2

Comme ¢ — te™" estimpaire, I; = 0. Ainsi I,,,,; = 0 pour tout n € N, On montre également que

_Cen). (2o
Vn eN, 12n = WIO = 22nl’l!ﬁ
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3. On utilise 1a formule de transfert :

E(Y) = Zo:o P(X = n)I,
n=0

+o00
A
= e_)L —_n

L utilisation de 1a formule de transfert est justifiée a posteriori puisque le calcul précédent montre que la série a termes postifs Z PX =

neN
n)l,, converge.

Solution 179

On note respectivement P, et E, le nombre de «piles» et de «faces» obtenus en n coups. En remarquant que P, +F, = n, I’événement P, = 2E,
est également 1I’événement 3E, = n. Remarquons que, E, étant a valeurs entieres, I’événement 3E, = n est vide si n n’est pas multiple de 3.
Si on note A I’événement dont on recherche la probabilité, alors A = U (B,=nl.B,=n

neN*

Notons T = min{n € N*, B,, = n}. On convient que T = oo siF,, n’est jamais égal a n.
+00 +00 (3n) +00
Posons §; = ), P(B, =n)= ), 2% etS, =y P(T = n).

. n=0 n=0 n=1
On vérifie que pour tout n € N*

P(An) = ), P(Ap_i)P(T = k)
k=1
Sl = 1 + SlSZ
=6 3
1 = —_— = 1 B —
f ;) S5 =1+ 7

Finalement

+oo
P(T:m)=1—ZP(T=n)=1—sz=Si= B

n=1 1 \/§+3

Solution 180

2n
1. a. Le nombre de tirages possibles est ( " )

n

b. Notons A I’ensemble des tirages possibles et Aj le nombre de tirages dans lesquels figurent k boules blanches. Alors A = |_| Ag.

k=0
De plus, se donner un tirage dans Ay équivaut a choisir k boules parmi les n boules blanches et n — k boules parmi les n noires.

Ainsi 2
2n z & (n\( n - (1
( y ) = card(A) = kZ:;)CElrd(Ak) kZ::() (k)(n _ k) = Z (k)

k=0

2. a. Pour que la puce se retrouve en O, il faut qu’elle est sauté autant de fois & gauche qu’a droite et le nombre de sauts doit donc €tre
pair. Ainsi P(Cy;,41) = 0 pour tout n € N. De plus, si le nombre de sauts est 2n, il y faut placer n sauts a droite parmi les 2n

2n

ZH) 11 _(G)

onon T pen

sauts, le reste des sauts étant a gauche. Ainsi P(C,,) = (
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b. D’apres la formule de Stirling

n! ~ n"e™™/2nn

n—+o0o

Ainsi
2n\ _ (2n)! (n)*te*™4nn _ 2°" 22"
h (n1)? noveo (pne-ny[27n)2 = \[mn
puis
1
P(Con) ~ —
n—-+oo n

puis lim P(C,,) =0
n—>+oo

3. a. Pour se retrouver a I’origine, il faut, pour les mémes raisons que précédemment, un nombre pair de déplacements horizontaux et

un nombre pair de déplacements verticaux. Ainsi pour se retrouver a 1’origine en 2n coups :

* on fixe un nombre 2k (k € [[0, n])) de déplacements horizontaux (les 2n — 2k déplacements restants sont horizontaux);
* on choisit k déplacements a doite parmi les 2k déplacements horizontaux (les k déplacements restants étant a gauche);
* on choisit n — k déplacements vers le haut parmi les 2n — 2k déplacements verticaux (les n — k déplacements restants étant

vers le bas).

Finalement

1 & [2n\[2k\[2n—k\ 1 [2n\ & (n)’
P(Czn)zﬂé(zk)(an—k):4_"(1’1)1{2::()(1{) =

b. On avait trouvé précédemment
2n 22}‘1
n n—+o0o ™

donc 5
2n 42}’!
n n—:-oo E
puis
P(Cor) ~ —
M e TR

etenfin lim P(C,,) =0.
n—>+oo

Solution 181

12n2
7\ n

2
1
1. Posons a,, = % Alors
appyr _ (M+1)?+(n+1)+1 o
a, M4+n+1)(n+1) no+oo
On en déduit que R = +c0.
2. Pourtoutt € R,
+oo
_ nn—1)+2n+1,,
sS(H=> m t
n= 0
m too i
= "2 -
S et @ S et L
+o00 t +o00 tn+1 +o0
= Z " +2 Z Z
n=0 n! n!

= t%e! + 2te' + ¢! =(t2+2t+1)e

3. a. On doit avoir Gx(1) = 1 donc A = %.
b. On sait que E(X) = Gx(1). Or Gk(t) = A(t* + 4t + 3)e’ donc E(X) = 2.

Par ailleurs, V(X) = G (1) + G4 (1) — G%(1)%. Or G%(t) = A(t? + 6t + 7)e! donc V(X) = Z +2-22=
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Equations différentielles

Solution 182

x 3 6 0
Enposant X = | y |[et A = | =3 —6 0 |, il s’agit de résoudre 1’équation différentielle X’ = AX. Ces solutions sont de la forme
z -3 -6 =5

t = exp(tA)X, avec Xy € M;1(R).

Procédons a la réduction de A.

X-3 -6 0

XA = 3 X+6 0 =(X+5)
3 6 X+5

X-3 6
3 X+6

’ =XX+3)X+5)

Ainsi, x4 est scindé a racines simples donc A est diagonalisable et Sp(A) = {0, —3, —5}. Des vecteurs propres associés aux valeurs propres

-2 2 0 0 0 O -2 20
0, —3, —5 sont respectivement | 1 |.| —2 [,] 0 | Ainsi,en posantD =] 0 -3 0 |etP = 1 =2 0|, A =PDP L En posant
0 3 1 0 0 =5 0 31
1
Y = P7IX, le systtme X' = AX équivaut 2 Y = DY. L'ensemble des solutions de ce systéme est vect(Y;,Y,,Y3) avec Yy : t = | 0 |,
0
0 0
Y.t~ e 3| 1|etY;: t = e 0| On en déduit que I’ensemble des solutions du systtme X' = AX est vect(X;, X,,X3), avec
0 1
-2 2 0
X; =PY;, X, =PY, et X3 = PYs, cest-d-dire Xy i t>| 1 || Vi te 3| -2 |etX;: t e 3
0 3 1

Solution 183

1. Soitt € R. Le polyndme caractéristique de A(t) est
Xa@) = X2 —tr(A(E)X + det(A(t) = X2 —2X+(1—-3) =X —-1-0)X—-1+1)
Les valeurs propres de A(t) sontdonc 1+ tet1 —t.

1

2. On remarque ( ) est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 1 + ¢ et que ( ) est un vecteur propre de A associé a la

1
valeur propre 1 — t. Ainsi en posant P = ( 5 1 >,

1+t 0
Vt €R, PIA(H)P = =D(t)
0 1-—t

x =1Q+bHx

x
3. En posant X = P~Y le systéme équivaut 2 X’ = D(¢)X. Si on note X = ( ), le systéme équivaut a ( 1-1)
y Yy =Q-1ty

). On en déduit
)Let+t2/2

que les solutions de X' = D(¢)X sont les fonctions ¢ — ( ) avec (A, u) € R2. Les solutions de Y’ = A(t)Y sont donc les

Het—t2/2
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fonctions

> let+t2/2 ~ Aet+t2/2+uet—t2/2
b= Met“z/z - _Z)Let+t2/2 _ Met—zz/z

avec (A, u) € R2.
Solution 184

Premieére version

9 -5 2t
On écrit le systéme sous la forme X' = AX + B(¢) avec X = ( X ), A= ( o —6 ) et B(t) = ( ) ) On calcule
y - e
XaD) =22 —tr(A)A + det(A) =22 =31 —4=A—-4)(A +1)

4 0
Comme x4 est scindé a racines simples, A est diagonalisable et Sp(A) = {4, —1}. On trouve sans peine que A = PDP~! avec D = ( 0 1 )

11
etP = ( L 5 ) Le systtme X' = AX + B équivaut donc 4 Y = DY + C(¢) avec Y = P~X et C = P!B(¢). On trouve sans peine

2 -1 4t — et u
p~l = de sorte que C(¢t) = , |- EnposantY = ,le systtme Y’ = DY + C(t) équivaut a
-1 1 —2t+e v

U —du=4t—e'
V4+v=-2t+¢

On résout séparément ces deux équations différentielles. Les solutions de la premiere sont les fonctions
1 1
tae —t——+=ef,aeR
4 3
tandis que les solutions de la seconde sont les fonctions
—t L
t — be —2t+2+§€,b€R

On en déduit que les solutions de X" = AX + B(¢) sont les fonctions

1 1
4t t
ae” —t— -+ ze 7 5 15 4
t—P 43 =(ae4’+be‘t—3t+—+—etae4t+2be‘t—5t+—+—et)
be7t —2t+2+ =ét 46 4 3

2
Deuxieme version

1 1
On résout d’abord 1’équation homogegne. On trouve comme précédemment que X; : ¢ - e* ( 1 ) etX,: t et ( 5 ) forment une base

du sous-espace vectoriel des solutions du systéeme homogene. On recherche une solution particuliere du systéme avec second membre. On
cherche donc une solution de la forme A;X; + A,X, ol A; et A, sont des fonctions dérivables sur R telles que

MOX(0) + M5OXo(E) = ( p )

ce qui équivaut a
{ A(De* + As(De™t = 2t

L(0)e* + 225(e! = et

Oou encore
{k’l(t) = 4te=4 — 73t

A5(0) = et — 2tet
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A T’aide d’intégration par parties, on peut choisir

1 1
— _tp—4t _ — -4t —,—3t
M) = —te ¢ + 3e

1
L) = zeZt — 2te! + 2!

On en déduit donc qu’une solution de 1’équation avec second membre est

7 5,

MXi+0LX e 15 4,
=5t + vy + §e
Solution 185
0
1. Remarquons que Ker(A — 213) = vect|| 0 |,| 1 || On cherche trois vecteurs C;, C, et C; tels que AC; = 2C;, AC, = 2C, + C; et
0
1
AC; = 2C;. On choisit un vecteur C, qui n’est pas dans Ker(A — 2I3), par exemple C, =| 0 |. On pose ensuite C; = AC, — C, =
1
1
—1 |. On vérifie que C; € Ker(A — 2I3) i.e. AC; = 2C; (c’est forcément le cas puisque (A — 2I3)> = 0). On choisit ensuite un
1
0
dernier vecteur C5 dans Ker(A — 213) non colinéaire a C;, par exemple, C; =| 1
0
1 10
AinsienposantP=| —1 0 1 |, onabien A = PTP™1.
1 00

2. En posant Y(t) = P~1X(¢), le systtme X'(t) = AX(t) équivaut 2 Y'(t) = TY(t). Les solutions de ce systéme sont les fonctions

t > exp(tT)Yy, Yo € M;1(R)

010
OrT=2I3+NavecN=| 0 0 0 | Les matrices I; et N commutent et N2> = 0 de sorte que
000
eZt teZt 0
exp(tT) = 2(I;+tN) =| 0 €* 0
0 0 e
Ainsi les solutions de X'(t) = AX(t) sont les fonctions
a
t > Pexp(tT)| b |, (a,b,c) € R?
c

ou encore
f(t) = ae* + b(t + 1)e*

g(t) = —ae? — bte? + ce*
h(t) = ae® + bte*
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Solution 186

1
1. On recherche une solution polynomiale de degré 2. On trouve sans difficulté x — x2 + 5

2. On pose z(t) = y(x) = y(e) ou encore y(x) = zIn(x). On trouve sans peine que y est solution de 4x%y” — 8xy’ + 9y = 0 sur R si et

seulement si z est solution de 4z” — 12z’ + 9z = 0 sur R.

L’ équation homgene associée 4z” — 12z’ + 9z = 0 admet pour polyndme caractéristique 4X> — 12X +9 = (2X — 3)? donc ses solutions
3t

sur R sont les fonctions ¢ - (At + B)e2 avec (A, B) € R2.

3
On en déduit que les solutions sur R de I’équation homogene 4x2y” —8xy’ +9y = 0 sont les fonctions x — (A In(x)+B)x2. D’aprés

la premiére question, les solutions de I’équation différentielle 4x2y” — 8xy’ + 9y = x? + 1 sur R% sont les fonctions
1 3
x> x2+ 5t (Aln(x) + B)x>

avec (A, B) € R2.

3. Eneffectuant cette fois-ci le changement de variable x = —e, on trouve de la méme maniére que les solutions de I’équation différentielle
4x2y” —8xy' + 9y = x> + 1 sur R* sont les fonctions

X x4 % +(Aln(=x) + B)(—x)2

avec (A, B) € R2.
Solution 187

" 2

1. Ona f' = }/7_% = —q — f2. [ vérifie donc f% + f' = —q.

2. Supposons que f s’annule. Il existe donc xy € R tel que f(xg) = 0. On en déduit y'(xy) = 0. Comme y” = —qy < 0, y est concave
sur R,. On a donc y(x) < ¥'(xq)(x — Xxg) + y(xg) = ¥(x0). Supposons qu’il existe x; > X tel que y(x;) < y(xq). D’apres I’inégalité
des pentes,

vy > ¢ 2 =YGo) _ y0Gr) = y(xo)
= X - Xo = X1—Xp

y(x1) = y(xo) <0

ou encore, en posant ¢ =
X1 — X

Y(x) < e(x — xp) + f(x0)
On en déduirait que limy = —o0, ce qui contredirait la stricte positivité de f sur R,. On en déduit par I’absurde que y(x;) = y(x;)
+00

pour tout x; €]x, +oo|.
Ainsi y est constante sur [xg, +oo[ puis qy = —y” = 0 sur [x,, +oo[ et enfin, comme y ne s’annule pas, q est nulle sur [xg, +oo[, ce
qui contredit 1’énoncé. f ne s’annule donc pas.

3. Puisque f = —q — f? et que q est a valeurs positives, f’ est négative sur R, : f est donc décroissante sur R, .

Comme | ne s’annule pas, I’équation différentielle f2 + f’ = —q peut se réécrire <—) = q + 1. Comme q est positive, on a donc

f
1 1

’
1
(—) > 1. L’inégalité des accroissements finis donne alors m — m > x pour tout x € R,. On en déduit notamment que

/ 1

lim —— = +ooetdoncque lim f(x)=0.Comme f est décroissante sur R, f est positive sur R,. Comme f ne s’annule pas,
X—+00 f(X) X—+00
elle est en fait strictement positive sur R.

1 1 1
4. On a vu a la question précédente que — — —— > x pour tout x € R,. On en déduit que 0 < f(x) < ———— pour x € R,.

SN R
f(0)

1 1
Ainsi f(x) = 0O (;) puis f(x)? = O (;) Notamment f2 est intégrable sur R, . De plus, comme f” est négative, on a pour tout
X—>+00 X—>+00
x€R,,

[ irenax=- [ e ax =0 - 569 — 50
0 0
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car on a montré que f est de limite nulle en 0. Ceci prouve que f” est intégrable sur R, . Enfin, ¢ = —f2 — f” est intégrable sur R,
comme combinaison linéaire de fonctions intégrables sur cet intervalle.

—+00 2 X—>+

1 1
5. Comme f(x)> = © (x—), ona f 2= 0 (;) par intégration d’une relation de domination. Enfin puisque f a une limite
* [x,+0o[ ©

nulle en O,f ff=fx = O(%) Puisque ¢ = —f2 — f’, on en déduit que/ q = (9(—).
[x,+00[ Yoo

- [x,+00[

Solution 188

11 suffit de montrer que f s’annule au moins une fois sur tout intervalle du type [A, +oo[. En effet, pour A = 0, on trouve que f s’annule au
moins une fois sur R, . Si on suppose que f ne s’annule qu'un nombre fini de fois sur R, disons n fois, et en notant X, ..., X,, les zéros de
f sur R, on aboutit a une contradiction en choisissant A > max{x; |1 < i < n}.
Soit donc A € R. Supposons que f ne s’annule pas sur [A, +oo[. Quitte & changer f en —f qui est aussi solution de 1’équation différentielle
y" + qy = 0, on peut supposer f > 0 sur [A, +oo].

q(a)

Comme q est non identiquement nulle et positive, il existe a € R tel que g(a) > 0. Posons ¢ = - Par continuité de g, il existe o > O tel

T
que q > ¢ > O sur [a — o, a + a]. On peut supposer a < 3 ou T est une période de q. Comme q est périodique et positive, on a alors pour

tout k € N
A+(k+1)T
f q(t) dt > 2ac
A

+kT
Supposons que f’ > 0 sur [A, +oo[. Alors f est croissante sur [A, +oo[ et donc f > f(A) > 0 sur [A, +oo[. On a alors pour n € N

A+nT

(A +nT) = f/(A) = f GO () di
A
A+nT
> F/(A) = f(A) / o(T) dt
A

> f'(A) — 2nacf(A)

Comme acf(A) > 0, on obtient que f'(A + nT) — —o0, ce qui contredit notre hypothése selon laquelle f’ > 0 sur [A, +oo[. Ainsi il
n—+oo

existe B > A tel que f'(B) < 0.
Or f” = —qf > 0 sur [A, +oo[ donc f” est décroissante sur [A, +oo[. En particulier, f* < f'(B) < 0 sur [B, +oo|[. Pour x > B, on a donc

f(X)=f(B)+f f'@®) dt < f(B) + f'(B)(x — B)
B

Puisque f'(B) < 0, f(x) — —o0, ce qui contredit notre hypothese suivant laquelle f > 0 sur [A, +oo[. On en déduit donc que f s’annule
X—=+00

sur [A, +oo].

Solution 189

1. On peut trouver une suite injective (x,,) de zéros de f. Comme [0, 1] est compact, on peut supposer que (x,,) converge quitte a considérer
une suite extraite. Notons ¢ € [0, 1] sa limite. Comme deux termes consécutifs x,, et x,,,; de cette suite sont distincts, en appliquant
le théoréme de Rolle, il existe y,, strictement compris entre x,, et X, tel que f'(y,) = 0. Par encadrement, (y,,) converge également
vers €. Par continuité de f et f', f(€) = f'(¢) = 0.

2. Soit f une solution de (E) s’annulant une infinité de fois sur [0, 1]. D’aprés la question précédente, il existe € € [0, 1] tel que f est
Y +a(®)y +b(t)y =0
f@&=f@&)=0

unicité de la solution de ce probleéme, f est nulle. Ainsi 1’unique solution de (E) s’annulant une infinité de fois est la fonction nulle.

solution du probléme de Cauchy { . La fonction nulle est également solution de ce probleme de Cauchy. Par

Solution 190
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Supposons que AT posséde une valeur propre A strictement positive. Notons u un vecteur propre associé. Posons ¢@(t) = u' x(t). Comme
£:y eEMy(R)— u'y est une forme linéaire, @ est également de classe C! et

VEER, (1) =u'x'(t) = uTAx(t) = (ATu) "x(t) = AuTx(t) = Ao(t)

Ainsi @(t) = @(0)eM pour tout t € R. Mais comme lim x(t) = 0, tlim ¢@(t) = 0. On ne peut avoir @(0) # 0 sinon tlim o(t) = o0
t—=>+o0 —+00 —>+o0
puisque A > 0. Ainsi ¢(0) = 0 puis ¢(t) = 0 pour tout ¢t € R, ou encore £(x(t)) = 0 pour tout t € R.

Si AT ne posséde aucune valeur propre strictement positive, on peut néanmoins affirmer que AT posséde une valeur propre complexe A non
réelle de partie réelle strictement positive car tr(AT) = tr(A) > 0. On note & nouveau u un vecteur propre associé.

‘ ATTENTION! u est un vecteur a coefficients complexes donc on va devoir raisonner un peu différemment que dans le cas précédent.

Comme précédemment, @(t) = @(0)eM pour tout t € R. A nouveau, lim ¢(t) = 0 car lim x(t) = 0. Si @(0) # 0, |p(t)] =
t—>+oo t—>+oco
l(0)]|eRe™t — 400 donc @(0) = 0 puis @(t) = O pour tout t € R. On ne peut plus poser A: y — u'y car A serait alors a valeurs
t—>+o00

dans C et ne serait pas une forme linéaire sur M, ;(R). Néanmoins, il existe (v, w) € M, ;(R)?* tel que u = v + iw. Comme u'x(t) =0
pour tout t € R et que x est & valeurs dans M, ;(R), vTx(t) = w'x(¢) = 0 pour tout ¢ € R. On peut donc poser au choix A: y = v'y ou
Ay wiy.
Solution 191

1. a. OnaW =u"v—uv” =(q— p)uv.

b. Supposons que v ne s’annule pas sur [a, b]. Comme u et v sont continues, elles restent de signe constant respectivement sur
la, b[ et [a, b]. Quitte & changer u en —u et/ou v en —v (qui sont aussi solution des mémes équations différentielles que u et
V), on peut supposer u > 0 sur |a, b[ et v > 0 sur [a, b]. Alors W' > 0 sur [a, b] et donc W est croissante sur ]a, b[. De plus,
W(a) = u'(a)v(a) et W(b) = u/(b)u(b). On au'(a) > 0 et u'(b) < 0 en considérant la limite du taux de variation de u en a™*
et b~. Par unicité de la solution d’un probléme de Cauchy, on ne peut avoir u’(a) = 0 ou u'(b) = 0 sinon u serait nulle. Par
conséquent, u'(a) > 0 et u'(b) < 0. Ainsi W(a) > 0 et W(b) < 0 ce qui contredit la décroissance de W. On en déduit que v
s’annule sur [a, b].

o 9 7.[ 1 b
2. a. Soita € R. La fonction u : x — sin(M(x — a)) vérifie u” + M?u = 0. De plus, u s’annule en a et a + — mais ne s’annule pas

sur ]a, a+ % [ On déduit de la question précédente que f s’annule sur [a, a+ %]

T
b. Soite € ]O, M [ La fonction v : x + sin(M(x — a + ¢)) vérifie v” + M?v = 0. La question précédente montre que v s’ annule sur
aT T b1 T
a, b]. Comme v ne s’annule pas sur [a, - — s[, onab>a+— —¢ie.b—a > — —ec. Ceci étant vrai pour tout € € ]0, —[,

T
- > —.
b a_M

Topologie

Solution 192

1. Remarquons déja que ’existence de la valeur d’adhérence (x’, y") est justifiée par la compacité de K2. Il existe ¢ : N — N strictement
croissante telle que la suite (X¢ (), Yo(n))nen converge vers (x',y"). Remarquons alors que pour tout n € N,

lg™(x") = x| = 18" (x") = g"(xpl < X" = xnll et [Ig*"O) =yl = 1g"G") = "Wl < 1" = ynll

car g et donc g" est 1-lipschitzienne. On en déduit donc que pour tout n € N,
1€ (x") = g2 (") = (x = Il < 182 (x") = xI| + g°G) = Yl < X = Xl + 1Y = Yoo

Ainsi la suite (g2 (x") — g®(y")),,en converge vers X — ¥, qui est bien une valeur d’adhérence de la suite (g"(x") — g"(y"))nen-
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2. A nouveau, le fait que g soit 1-lipschitzienne montre que la suite (||g"(x") — g"(¥")|Dnen st une suite réelle décroissante. Elle est
également minorée donc elle converge.
La question précédente et la continuité de la norme montrent que ||x — | est une valeur d’adhérence de cette méme suite. C’est donc

que la suite (||g"(x") — g"(¥")|)nen converge vers || x — y|.
Si I’on reprend la premiere question,

g™+ (x")—g(Oll < llg"(x")—xIl = lIg"(x)—=g" (el < Ix'=xll et g™ (G)—gWI < lIg"(x)—xI| = lIg" (V) —g" W)l < Y=l

On en déduit comme précédemment que g(x) — g(y) est encore une valeur d’adhérence de la suite (g"(x") — g"(y’'))nen et donc
également de la suite ([|g"(x") — g"(¥")Dnen- On en déduit que [Ig(x) — gl = IIx — yI.
g est donc bien une isométrie.

3. Fixons y € E. La suite (g"(y))pen est 2 valeurs dans le compact K donc on peut en extraire une suite g(*((y)),cn convergente. La
suite (g?("*+D(y) — g?(M (), converge donc vers 0. Mais comme g est une isométrie,

v €N, [|gPD=e(y) —y| = |(g?" P (y) — g )

donc la suite (gP(*+D-¢(n)(y)), _ converge vers y. Or pour tout n € N, @(n + 1) > @(n) car ¢ est strictement croissante donc
g®(n+D=2()(y) appartient 2 g(K). On en déduit que y € g(K). Mais comme g est continue et K est compact, g(K) est compact donc

fermé. Ainsi g(K) = g(K) ety € g(K). Lapplication g est donc surjective. Pour le contre-exemple, on peut considérer 1’espace vectoriel
E des suites bornées muni de la norme infinie ainsi que la boule unité K. L’application g qui a une suite u € E associe la suite v définie
par vy = Oetvy,, = u, pour tout n € N est clairement une isométrie. De plus, K est stable par K mais g n’est clairement pas surjective.

Solution 193

K2 — R
y) — llx=yl
Comme K? est compact comme produit de compacts, $(K?) est un compact de R. En particulier, $(K) est majoré et contient sa borne
supérieure. Ainsi 8(K) existe et la borne supérieure le définissant est atteinte.

1. L'application ¢ : { est continue comme composée des applications continues (x,y) = x —y et x — |x||.

2. Remarquons tout d’abord que le symétrique par rapport a a d’un point x de E est 2a — x.

Soit B € 8. Pour y € E, notons ¢, : {]i : ?Fx—yll .Ona

T(B) = Bn ( yﬂB (U %5(3)])>

1
Comme ¢,, est continue pour tout y € B, les cb;l ([0, EB(B)]) sont fermés. Ainsi T(B) est fermé comme intersection de fermés. De

plus, T(B) C B avec B compact donc T(B) est compact.
Montrons que T(B) est symétrique par rapport & a. Soit x € T(B). On veut donc montrer que 2a — x € T(B). Or pour touty € B :

1
12a =) = yll = [Ix = 2a = y)l < 58(B)
car x € T(B) et 2a — y € B par symétrie de B par rapport a a. Ainsi 2a — x € T(B). Donc T(B) € 8,.

1
3. Soient B € 8, et (x,y) € T(B). A fortiori, (x,y) € B? de sorte que, par définition de T(B) ||x — y| < zé(B). On en déduit que

1 1
8(T(B)) < ES(B)' On peut alors montrer par récurrence que 8(B,,) < Z—nS(BO) pour tout n € N.

Posons B = ﬂ B,,. Alors B est fermé comme intersection de fermés et B est inclus dans le compact B donc il est compact. Puisque
n>0

- ~ 1 ~ ~

B cB,,8(B) <d8(B,) < ﬁé(BO) pour tout n € N. Ainsi 8(B) = 0. Si By = @, alors clairement B = @. Montrons maintenant que si

By # @, alors B = {a}. Soit x € B. Alors x et 2a — x appartiennent a B puisque tous les T,,(B) sont symétriques par rapport a a. En

particulier, || x — (2a — x)|| = 0 puis a = x.
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. . o o . " X+
4. Soient u une isométrie et (x, y) € E2. On pose alors By = {x, y} et on définit la suite (B,) comme précédemment. Posons m = Ty

de sorte que By est symétrique par rapport a m. Alors, comme précédemment, ﬂ € NB,, = {m}.
n
Montrons maintenant que si B est un compact de E, alors T(u(B)) C u(T(B)). Soit en effet x € T(u(B)). En particulier, x € u(B) donc
1 1
il existe a € T(B) tel que x = u(a). De plus, pour tout y € u(B), [|[x—y| < Eé(u(B)) donc pour tout b € B, ||u(a)—u(b)| < ES(u(B)).
1
Or u est une isométrie donc ||u(a) — u(b)| = |la — b|| et on montre facilement que 8(u(B)) = 8(B). Finalement ||a — b|| < 56(]3) pour

tout b € Bi.e. a € T(B). Ainsi x = u(a) € u(T(B)).
On en déduit alors par récurrence que T"(u(By)) C u(T"(By)) i.e. C,, C u(B,,) en posant C,, = T"(u(B)). Finalement,

() Cnc () u®y
neN neN

Mais comme u est injective en tant qu’isométrie,

[ uB) =u ( N Bn) = u({a}) = {u(a)}

neN neN

u(x) + u(y)
2

{n}. Finalement, {n} C {u(a)} donc n = u(a). u conserve bien les milieux.

Solution 194

donc on montre comme a la question précédente que ﬂ C,=
neN

Mais Cy = {u(x), u(y)} est symétrique par rapport a n =

1. Toutd’abord, f est continue sur K car lipschitzienne. L’ application ¢ : x € K — || f(x)—x|| est allors elle-méme continue par continuité
de la norme. Elle admet donc un minimum sur le compact K atteint en a € K. Supposons que f(a) # a. D’apres la propriété vérifiée
par f, on aurait alors ¢(f(a)) < @(a), ce qui est contradictoire. Ainsi f(a) = a et f admet un point fixe.

Supposons maintenant que f posséde deux points fixes a et b. Comme a # b, ||f(a) — f(b)|| < |la — b| i.e. |Ja —b| < ||a — b]|, ce qui
est absurde. Ainsi f posseéde un unique point fixe.

2. Notons a 1’unique point fixe de f. La suite de terme général | x,, — a|| est décroissante et minorée par 0. Elle converge donc. Notons
m sa limite. Soit alors € une valeur d’adhérence de la suite (x,,). On peut alors extraire de la suite (x,,) une suite (xq)(n)) convergeant
vers €.

La suite de terme général ||xy,) — all

* converge vers m en tant que suite extraite de la suite de terme général ||x,, — a;

* converge vers ||€ — al| par continuité de la norme.
Ainsi m = ||€ — a|.
De méme, la suite de terme général || Xy — al

* converge vers m en tant que suite extraite de la suite de terme général ||x,, — al|;

* converge également vers || f(€) — al| puisque pour tout n € N, [|Xy(ny41 — all = [|f (xyen)) — all et que f est continue.
Ainsi m = || f(¢) — q]|.
Supposons que € # a. Alors

m=|f(€) —al =lf(6) - f(@| <€ —a| =m

ce qui est absurde. Ainsi € = a.
La suite (x,,) est donc a valeurs dans un compact et ne posséde que a comme unique valeur d’adhérence : elle converge donc vers a.

3. On peut par exemple considérer f: x € R — v x2 + 1. f n’admet clairement aucun point fixe. Par contre, pour (x,y) € R? tel que
xX#Y,

2 __ 4,2 _ .
@ - o) =N a1 -] = — L oyt

Ve +1+y32+1 V2 + 14452 +1

Or, par stricte croissance de la racine carrée et inégalité triangulaire

V24 14+ 1> V2 4432 = x| + [y = [x + ¥
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On en déduit que

[f(x) = fFO < x =yl
Solution 195

Tout d’abord les deux maxima sont bien définies car B et S sont des compacts et z — |P(z)| est continue.
Tout d’abord, S C B donc max |[P(2)| >= max |P(z)|. Supposons que I’inégalité soit stricte. Le maximum de |P| sur B est alors atteint en
zZE zZE

un point z, qui n’appartient pas a S, autrement dit un point intérieur a B.
Si pour tout k € N*, P(k)(zo) = 0, alors P est constant d’apres la formule de Taylor. De méme, si P(zy) = 0, P est le polyndme constant
nul. Mais on a alors clairement max |P(2)| = max |P(2)|, ce qui contredit notre hypothése.
ze ze

Ainsi P(z,) # 0 et on peut poser p = min{k € N*, PR (z,) # 0}. D’apres la formule de Taylor, il existe un polyndme Q € C[X] tel que

(p)
Vz e C, P(2) = Pzg) + - pp(.z°)<z — 2P + Q(z — 20)(z — 20)P"!

Notamment,

) P(P)(z ) . Q(re'®)
Y(r,0) € R2, P(z, + rei®) = P(z (1 + O’ pPelp® 4+ —rp“e‘(l’“)e)
( ) ( 0 ) ( 0) p'P(ZO) P(ZO)

PP(z)  Q
PPzo) 8T Bz

Y(r,0) € R%, P(zq + rel®) = P(zy) (1 + ArPeiP® + R(rei®rp+1eiP+18)

Posons A =

Choisissons 0 de telle sorte que Ae’P® = |A|. Par inégalité triangulaire,
Vr € Ry, |P(zg + re’®)| > |P(zo)| (1 + |A|rP — [R(re'®)[rP*1) = |P(z)| (1 + rP(JA| — [R(re!®)|r)
Ainsi
Vr € Ry, |P(z +re'®)| = |P(zo)| 2 |Al|P(2o)[r? — [R(re'®)|rP* = 1P (JA||[P(20)| - [R(re®®)|r)
Comme R est continue et |A||P(zy)| # 0,
rP (|AlP(zo)] — [R(re®)]r) . JAlPGZo)Ir?

Notamment, r — |P(zq + rei®)| — |P(z,)| est strictement positive au voisinage de 0*. Comme z, est intérieur a B, il existe r > 0 tel que
Zo + rel® € Bet [P(zg + re®)| — |P(zo)| > 0, ce qui contredit le fait que |P| admet son maximum sur B en z,.
On conclut donc par 1’absurde que max |P(z)| = max |P(2)].
z€eB ZE

Solution 196

On raisonne par récurrence sur n.
Soit A une partie convexe et dense de R. A est donc un intervalle vérifiant A = R. On a donc sup A = supA = + oo etinf A = infA = —c0.
Ainsi A = R.
Supposons la propriété a montrer vraie a un rang n — 1 > 1. Soit alors A une partie convexe et dense de R”. Soit H un hyperplan de R". On
va montrer que A N H est une partie convexe et dense de H.
D’abord A N H est convexe comme intersection de deux convexes.
On munit alors R” de sa structure euclidienne canonique et on note ¢ un vecteur unitaire normal a H. Soit x € Hete > 0.
€ . . . € .1s NPT,
Posons a = x + Su- Par densité de A dans R”, il existe b € R" tel que |b — al| < 5 On a alors en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz
et le fait que |lu|| =1:
€
(b,u) = (b—a,u) +(a,u) 2 —[b — al[ul + 5 [ul* > 0

Posons ¢ = X — <u. Par densité de A dans R", il existe d € R" tel que ||d — c|| < % On a alors en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz
et le fait que |lul| =1:
€
(du) =(d—cu) +(c,u) < ||d = cf[ull - 5ul* <0
Par le théoréme des valeurs intermédiaires, I’application t — ((1 — t)b + td, u) s’annule en un point ¢, €]0, 1[. Posons e = (1 — t,)b + t,d.
On a donc e € Het e € A par convexité de A. De plus,
€

2~ ¢

€
16 =xll < lIb—all +la—x| <5+
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et
€

2~ ¢

€
ld = x|l < ld = ¢l + lle = x| < 5 +

Par inégalité triangulaire,
lle = x|l = (£ A = to)Ib — x| + tolld — x| < (A —to)e+ e =¢

Ceci acheve de prouver la densité de A N H dans H.

D’aprés notre hypothése de récurrence, AN H = H. Or R" est égal a la réunion de ses hyperplans. Donc A = R”.

REMARQUE. L’énoncé est faux en dimension infinie. R[X] est une partie convexe (en tant que sous-espace vectoriel) et dense (d’apres le
théoreme de Stone-Weierstrass) de C([0, 1]) muni de la topologie de la convergence uniforme. Pourtant, R[X] est d’intérieur vide. En effet,
R[X] est I'union des R,[X] qui sont des fermés d’intérieur vide en tant que sous-espaces vectoriels de dimension finie. On conclut par le
théoréeme de Baire.

Solution 197

Sioy, ...,y et By, ..., B, sont des réels strictement positifs, on montre que

det (( 1 ) ) _ (HISi<an a; — O‘j) <H1Si<an B; — 5]')
1<i,j<n

a; + Il cijen i+ B

ey

Pour des vecteurs X, ... , X,, d’un espace préhilbertien E, on pose Gram(x,, ..., x,) = det ((xi|xj)15i,jsn). On montre que si (uy, ... , U,) est
une famille libre de vecteurs de E et u un vecteur de E, alors

Gram(uy, ... , Uy, U)

2
d (x,vect(uy, ..., uy))" = Gram(u o
1s--- 5 Up

@

1
Pour a € R, on notera f; € C([0,1], R) la fonction x = x. On a donc pour o, B € R, (folfp) = PSR

i) = (ii) Comme la suite (a,) est croissante, soit elle converge, soit elle diverge vers +o0. Si elle converge, la série Z — est grossierement

neN "1
divergente. Supposons donc que la suite (a,,) diverge vers +oo. En utilisant (T) et (Z)), on montre que

H:;o ai2 - a; 2
di = d(fo, vect(fagys --- ’fa,,))z = W = (g g ai>

et donc
a;

Firy 1+aq;

d, =

Comme vect(( fa, Jnen) est dense dans C([0, 1], R), (d,,) converge vers 0. En passant au logarithme, on en déduit que la série Z In <1 + ai>
neN n

1 1
diverge vers +o0. Puisque (a,,) diverge vers +oo, In <1 + a_> ~ et la série Z = diverge donc également.
h neN "1

ii) = (i) Fixons p € N. En utilisant & nouveau (I)) et (2), on trouve

2
1 ({7 _a-p
2 2= :
dpn = dps veellJags -+ Ja,)” = 5777 (g 1+p+ ai)

et donc
n

1 |a; — p
d. . =
B 2p+lgl+P+ai

S’il existe i € N tel que a; = p, alors d, , = 0 pour tout n > i. Dans le cas contraire, on a

a—p

1 n
lndp,n = —Eln(2p+ 1) + ;)]H m

On distingue a nouveau plusieurs cas :
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a —
- Si (a,) converge vers un réel I, on montre que la suite < In— D ) converge vers un réel positif strictement inférieur
1+p+apl/, ey
a —_—
a 1 (distinguer les cas I < petl > p). La série Z In ﬁ diverge donc grossierement vers —oo. On en déduit que
neN n
dpn — 0.
n—+oo
- Si (a,) diverge vers +o0, alors
In =P | _ 2p+1 ~_2p+1
1+p+a, 1+p+a, a,
1 a, —
Comme la série Z — diverge vers 400, la série Z In " P diverge également vers +oo et, a nouveau, d, , — 0.
o\ An = 1+pta n—+00

Bref, dans tous les cas dp, ,, tend vers 0 lorsque n tend vers +oco.
Soit maintenant € > 0 et f € C([0,1],R). Par le théoréme de Weierstrass, il existe un polyndme P a coefficients réels tels que

If —Plle < % On montre facilement que || f —P||, < [|f —Plle < % Si P est nul c’est fini, puisqu’alors P appartient a vect ((ﬁln)neN).
n

Sinon, posons P = Z ap fp- Posons M = max{|ap|,0 < p < n}. Pour p € [0, n]], il existe g, € vect ((fa,,)neN) tel que [ f, — gpll2 <
p=0 "
3

m. Posons alors g = Z a,gp- Alors, par inégalité triangulaire

p=0
= €
IP =gl < X lapllfy = gpll2 < 3
p=0

A nouveau par inégalité triangulaire
If —&lz<Ilf =Pl +P—gl2 <e¢

ce qui prouve la densité de vect ((f, Jnen)-

Solution 198

— —2

1. Tout d’abord 0 € F C F. Soient (x,y) € F et (A,n) € K2. Il existe donc deux suites (x,,) et (y,) & valeurs dans F convergeant
respectivement vers x et y. Alors (Ax,, + uy,) est une suite a valeurs dans F (puisque c’est un sous-espace vectoriel de E) convergeant
vers Ax + Wy. Ainsi Ax + py € F. Par conséquent, F est un sous-espace vectoriel de E.

2. OnaH c H C E. Supposons H non fermé i.e. H # H. Il existe donc u € H \ H. Soit alors x € E. Puisque H est un hyperplan, c’est
()

le noyau d’une forme linéaire non nulle ¢ sur E. Puisque u ¢ H, ¢(u) # 0. Posons alors A = o eth = x — Au. Alors @(h) =0
donc h € H C H. De plus, u € H. Puisque H est un sous-espace vectoriel de E, x = h + Au € H Finalement, E = Hi.e. H est dense
dans E.

Solution 199

Clairement, N est positive, homogene et vérifie I’inégalité triangulaire. Soit alors P € R,,[X] tel que N(P) = 0. Alors P(a,) = 0 pour tout
k € [[0,n]. Puisque deg P < n, P = 0. Ainsi N est bien une norme.
Supposons que N soit une norme euclidienne. Alors pour tout (P, Q) € R, [X]?,

N(P + Q)? + N(P — Q)? = 2N(P)? + 2N(Q)?

Par interpolation de Lagrange, il existe deux polyndmes P et Q tels que P(o) = 8y ¢ et Q(otx) = S, pour tout k € [0, n]|. Puisque n # 0,
N(P + Q) = N(P — Q) = 2 tandis que N(P) = N(Q) = 1, ce qui contredit 1’égalité précédente.
Solution 200

1. a. Supposons que la suite (x,) converge faiblement vers x et x'. Soity € E. Alors lim (x, —x,y) =0et lim (x, —x',y) = 0.
n—+co n—+oco

Par différence, (x' — x,y) = 0. Ainsi X' — x € E* = {Og}etx = x'.
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b. Supposons que (x,,) converge fortement vers x. Soit y € E. Alors, par I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

|en = %, ¥)| < llxn = Iyl
On en défuit immédiatement que lim (x, — x,y) = 0. Ainsi (x,) converge faiblement vers x.
n—+oo
2. Supposons que (x,) converge fortement vers x. Alors, d’aprés la question précédente, (x,,) converge faiblement vers x. De plus, par

inégalité triangulaire,
]l = 10T <l = x|

Donc lim |x,| = [lx]|.
n—-+oo
Supposons maintenant que (Xx,,) converge faiblement vers x et lim ||x,| = ||x|. Remarquons que
n—+oo

e = x[1? = llxgl? + x> — 2¢xy, x)

Par hypothése, lim ||x,||> = ||x||?. De plus, (x,) converge faiblement vers x lim {(x,, — Xx,x) = 0 ou encore lim (x,,x) = |x|*.
n—+oo n—+oo n—+oo
Finalement,

lim |x,—x||>=0
n—>+oo
ce qui prouve que (x,) converge fortement vers X.

3. Supposons que E soit de dimension finie.
Soit donc une suite (x;,) convergeant faiblement vers x. Notons (e, ..., €,) une base orthonormale de E. Par convergence faible, pour
touti € [1,n], lim {(x, — x,e;) = 0. De plus, la base (ey, ... , e,) étant orthonormée, pour tout n € N,
n—+oo

n
I, — x[I* = Z(xn - x,¢)?
i=1

On en déduit que
lim |x, —x|>?=0
n—->+oo
ouencore lim |x, —x| =0.
n—+oo
4. Considérons E = R[X], que I’on munit de sa norme usuelle (somme des produits des coefficients), ¢’est-a-dire

+ p(k) (k)
(P,Q) € R[XP = > P k!<0) Q k!(O)

k=0

On considere alors la suite (X"). Pour tout P € R[X], (X",P) = 0 dés lors que n > degP. Ainsi lim (X",P) = 0, ce qui permet
n—+oo

d’affirmer que (X") converge faiblement vers 0. Mais, pour tout n € N, ||X"|| = 1 donc la suite (X") ne peut converger fortement vers
0.

Solution 201

1. Pour tout f € E,

I|f||§=/ fZSf IFI% = 1F1%
[0.1] [0.1]

Par conséquent, ||fl2 < ||fleo-

2. Les normes |||, et ||.]l induisent des normes sur V. Comme V est de dimension finie, ces normes sont équivalentes et on en déduit
I’inégalité demandée.

3. On peut munir V du produit scalaire (f, g) — fg. On se donne une famille libre de V a p éléments. On peut alors 1’orthonormaliser

[0.1]
en une famille (f, ... ,fp). Soit x € [0, 1]. Alors pour (A4, ...,A,) € R"
P 2 p p
<Z )Lifi(x)> <UD MflE < n?) ) Afill3
i=1 i=1 i=1
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p p
Or la famille (f3, ..., f,) étant orthonormale, || Z Mifil3 = Z 7. Lastuce consiste a prendre maintenant A; = f;(x) pour 1 < i < p.
i=1 i=1

D 2 p
(Z fi(x)2> <n?) fi(x)?
i=1 i=1

On obtient alors

et donc
p
D i <n?
i=1
11 suffit alors d’intégrer entre O et 1 pour obtenir
p
2 2
QAP <n
i=1
La famille (f;, ..., f,) étant normée, on aboutita p < n?, ce qui prouve que V est nécessairement de dimension finie et que dim V < n2.

Solution 202

1. N, est la norme de la convergence uniforme. On en déduit sans peine que N et N; sont également des normes.

2. Posons f, : x € [0,1] = x™. On a clairement Ny, (f,,) = 1 pour tout n € N. Cependant, N(f,,) = N;(f,) = n* —n+1 — +co.

n—->+oo

Donc N, n’est équivalente ni & N ni & Nj.

3. Soit x € [0,1]. Par intégration par parties

fx sin(x — £)f"(¢t) dt = [sin(x — t)f’(t)]g + /x cos(x — )f'(t) dt
0 0

Puisque f € E, f'(0) = 0 de sorte que le crochet est nul. Par une seconde intégration par parties,

fx sin(x — £)f"(¢t) dt = [cos(x — t)f(t)]g - fx sin(x — t)f(¢t) dt
0

0

Finalement .
/ sin(x — O(f(8) + f" (1)) dt = [cos(x = O f (O] = f(x) = f(0) cos x = f(x)
0
car f(0) = 0 puisque f € E.

4. On aclairement N < Nj.
Soit f € E. D’apres la question précédente, pour tout x € E

G0 = f sinCx — (F(0) + (1)) dt
0

puis
[f GOl Sf [sin(x — B)[|f (&) + f" ()] dt < f N(f) = xN(f) < N(f)
0 0
Par conséquent N (f) < N(f). Par ailleurs,

Neo(f") = Neo(f" + f = ) < N(f) + Neo (f)

puis N (") — Noo (f) < N(f). Finalement

Ni(f) = Neo(f") = Noo (f) + 2N (f) < 3N()

Ainsi N < N; < 3N donc N et N; sont équivalentes.
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Solution 203

11 faut déja que A soit bornée pour que la borne supérieure définissant N4 (P) soit définie pour tout polyndme P. Une autre condition nécessaire
est également que A soit infini. Si ce n’est pas le cas, il suffit de considérer P = H(X — a). Il est clair que N (P) = 0 mais que P n’est pas

acA

nul. Si A est infinie et bornée, on vérifie aisément que N, est une norme sur R[X].
Solution 204

1.

La forme linéaire ¢ : f € E — f(0) est continue puisque pour tout f € E, |f(0)] < ||flleo- De méme, la forme linéairep : f € E —

/ f(r)ft) < Iflo.
0

On en déduit que d~1({0}) et p~1([1, +oo[) sont fermés en tant qu’images réciproques de fermés par des applications continues. Enfin,
A est fermé en tant qu’intersection de ces deux fermés.

/ f(®) dt est également continue puisque pour tout f € E,

1
Soit f € A. Supposons || f|le < 1. Alors |f(t)] < 1 pour tout t € [0,1]. En particulier, f < 1 sur [0,1] doncf f() dt < 1. Mais
0

1 1 1
puisque f € A, f f(®) dt > 1. Finalement f f(®) dt =1 ouencore f (1= f(t)) dt = 0. Lapplication 1 — f est positive, continue
0

0
et d’intérgrale nulle sur [0, 1] : elle est donc nulle i.e. f est constante égale a 1, ce qui contredit le fait que f(0) = 0.
On a donc montré par I’absurde que || f||o > 1.

On vérifie que f,, est bien continue en a donc continue sur [0, 1]. On a bien également f,(0) = 0. Enfin, par la relation de Chasles,
1 o 1
1 1 1 1
ff(t)dt:f —(1+—>tdt+f <1+—)dt=(1—_)(1+ )
0 0 (04 n . n 2

2
pour avoir / Jn(t) dt =1 de sorte que f,, € A. On vérifie également que o
0

11 suffit donc de choisir ot = - €]0,1].

+1

4. Puisque pour tout f € A, ||f|le > 1, d(0,A) > 1. De plus, en définissant f,, comme dans la question précédente

1
d0,A) < falleo =1+

Par passage a la limite, d(0, A) < 1. Finalement, d(0,A) = 1.

Solution 205

1.

Lapplication ¢ : f € E — f(1) est une forme linéaire. De plus, pour tout f € E, [¢(f)| = |f(1)] < [flle donc ¢ est continue
lorsque I’on munit E de la norme ||||,. Ainsi 0 est ouvert pour la norme || - ||, comme image réciproque de I’ouvert R* par I’application
continue ¢.

Lapplicationp: f € E—~ / f(t) dt est une forme linéaire. De plus, pour tout f € E,
0

fo 1 £@) dt

Ainsi Y est a nouveau continue si I’on unit E de la norme | - ||;. Par conséquent, F est fermé pour la norme || - ||; comme image réciproque
du fermé R_ par I’application continue 1.

(NI =

1
< fo FO] de = ]

Pour montrer que 0 n’est pas ouvert pour la norme || - ||;, on va montrer que E \ O n’est pas fermé pour cette méme norme. Posons pour
n e N*,
. 1
1 si0<x<1-—-—
n

fn:xe[o,l]»—»{

n—nx sinon
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On vérifie aisément que f,, € E \ O pour tout n € N*. De plus, en notant f la fonction constante égale a 1, pour tout n € N*

1
If = ol = 5
Donc (f,,) converge vers f pour la norme | - |; mais f € 0. D’aprés la caractérisation séquentielle des fermés, E \ O n’est pas fermé
pour la norme || - ||; et O n’est donc pas ouvert pour cette norme.
Solution 206
1. Evident.
2. Supposons que |b| > 1. Alors
LFX)
= [b|" — +o0
DR
D’apres la caractérisation de la continuité pour les applications linéaires, f n’est pas continue.
+0oo
Supposons |b| < 1. Soit P = Z a; X* € E. Par inégalité triangulaire,
k=0

+00 +00
IF®) < D lakllbl* < D laxl = |IP]
k=0 k=0

D’apres la caractérisation de la continuité pour les applications linéaires, f est continue.
On en déduit de plus que ||| f]l| < 1. Mais comme
ol _,

A= ST

on a donc |||f]l| = 1.
Solution 207

Remarquons déja que T,,(f) est définie sur R* puisque le dénominateur ne s’annule pas (stricte positivité de 1’intégrale).

1. Pour tout x € R*, .
xS f@e d

T = peo

X
Comme x — / w(t) dt est une primitive de w, on a par définition du nombre dérivé en 0 :
0

Sy w(t) dt
m —
X

x—0

=w(0)>0
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3.

De méme,
Jol f(®a(t) dt
mo’"’
x—0 X
lim T,(£)(x) = £(0)

de sorte que T, (f) est bien prolongeable par continuité en 0.

= w(0)f(0)

On en déduit que

T,, est clairement linéaire. Soit f € C([0, a],R). Alors T, (f) est continue sur ]0,a] comme quotient de fonctions continues (et
méme C1), le dénominateur ne s’annulant pas sur cet intervalle. La question précédente montre que T,,(f) est continue en 0. Ainsi
T, (f) € €°([0, a],R). T, est donc un endomorphisme de C([0, a], R).
De plus, par inégalité triangulaire et positivité de w,
1 X
Vx € [0,a], |T, xX)| <= Hlw(t) dt <= ——— w(t) dt =
0. [T = oo f O 06 <= e | Ve ac= 1.

Autrement dit, || Ty,(/Nlleo < IIflleo donc T, est continu en vertu de la caractérisation de la continuité pour les applications linéaires.
Soit k € Ker T,,. Alors

P
Vx € R¥, f f®w(t) dt =
0
puis en dérivant,
Vx € R*, f(x)w(x)=0

et comme w ne s’annule pas,
Vx € R*, f(x)=

Mais comme f est continue sur R et donc notamment en 0, f = 0. Ainsi Ker T, = {0} et T, est injectif.

a. T, estinjectif et f # 0 donc A # 0. Comme T, (f) = Af, on a donc

Vx € R*, f(x) = f ’ F(H(t) dt

1
A S () de Jg

On en déduit que f est de classe €% sur R* comme quotient de fonctions de classe €' (théoréme fondamental de I’analyse), le
dénominateur ne s’annulant pas.

Posons Q(x) = f f(t) dt. Alors Q est une primitive de w donc, en dérivant sur R* la relation

Vx € R, AQ(x)f(x) = fx f®w(t) dt
0

on obtient 122 e
- w(x
Vx € R*, f'(x) = —
xERY, f(0) = 3= -GS f)
Ainsi f est solution sur R} et sur R* de I’équation différentielle
,_1-4 w
L)

Les solutions sur R} et sur R* de cette équation diftérentielle sont les fonctions
1-2

x> CQx)x ouCeR

b. Il existe C € R tel que
1-1

Vx R, f(x)=CQ(x)*
Pour tout x € R*,

Q(x)% = exp < ! ; A 1n(Q(x))>

et lirg+ Q(x)=0doncsiA<Ooud>1,
X—
1-1
lim Q(x) %~ =+4o0
x—0+
Comme f est continue en 0, ceci impose que C = 0. Mais f n’est pas nulle donc on a nécessairement A € [0,1]. On a vu a la
question précédente que A # 0 donc A €]0, 1].
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Espaces préhilbertiens réels

Solution 208

Soit S,, I’ensemble des vecteurs de R” de norme 1. Pour A € §,(R) et X € R", on pose @5 (X) = XTAX.
Soit A € 8,(R). Il existe une base orthonormée (E4, ..., E,;) de R" dans laquelle A dlagonallse Pour i € [[1,n]], notons A; la valeur propre

de A associée a E;. Soit X € S,,. Il existe donc (xy, ...,Xx,) € R" tel que X = Z x;E; et Z x; = 1. On a alors @p(X) = Z Ax?. On a

i=1 i=1 i=1
n

alors p(X) < ( nlfax]] A-) Z x? = ®(A). De plus, notons j I’indice de la plus grande valeur propre de A, on a alors oa(Ej) = 4; = ©(A). Par
ie1,n

conséquent, P(A) = )I(nax cpA(X)
Soient A,B € §,(R) et A € [0,1].

(A +(1-1)B) = max < Pra+(1- pe(X) = maX(?tCPA(X) + (1 - Vep(X)
Puisque A > 0et1 —A > 0, on a pour tout X € S,
Apa(X) + (1= Vgp(X) < A max @a(X) + (1= 1) max ¢5(X) = AD(A) + (1~ N(B)
11 suffit alors de passer au maximum pour X € S,, pour obtenir
P(AA + (1 —1)B) < AD(A) + (1 — A)P(B)

Autrement dit, ® est convexe.
Solution 209

Comme A est symétrique, elle diagonalise dans une base orthonormale i.e. il existe P € O, (R) telle que PTAP = D avec D diagonale.

1 (P| P N . D+I,| 0 . _ .
Posons Q = T > s On vérifie que Q € 0,,(R). De plus, Q' BQ = ‘ . Ceci prouve que B est diagonalisable et
2 - 0 -1,
que ses valeurs propres sont les A + 1 ot A € Sp(A).
Solution 210

Supposons (i). Alors il existe une base (eq, ... ,ey) de M, 1(R) formée de vecteurs propres de A. Notons Ay, ..., A, les valeurs propres associées.
Posons également E; ; = ¢; e + ¢je; T. On montre aisément que (E; ,ji<i<j<n €st une base de 8,(R).
L application
o { W(R) — 8,(R)
M — AM+ MA

est bien définie et c’est un endomorphisme de §,(R). De plus, pour tout 1 < i < j < n, ®(E;;) = (4; + 4)E; ;. L'application ® est
donc diagonalisable et ses valeurs propres sont les 4; + A; pour 1 < i < j < n. Aucune de ces valeurs propres n’est nulle donc @ est un
automorphisme. On en déduit la proposition (ii).

REMARQUE. On peut raisonner différemment. Il existe P € 0,(R) et D € M,,(R) diagonale telle que A = PDP'. Fixons B € §,(R).
L’ équation AM + MA = B équivaut 2 DN 4+ ND = C en posant N = PTMP et C = PTBP. Cette équation équivaut 2

VG, j) € [Lal?, 0+ AN j=C;;

Comme A; +2; # 0 pour tout (i, j) € [[1, n]]z, I’équation admet donc bien une unique solution N. Comme C est symétrique, N I’est également
et donc M aussi. L'équation AM + MA = B admet donc bien une unique solution symétrique.

Supposons (ii). Considérons 1’application ¥ qui 2 B € 8,,(R) associe 1’unique matrice M € §8,(R) telle que AM + MA = B. On

vérifie aisément que W est un automorphisme de S,(R). Alors I, = W(¥~1(1,)) est I'unique matrice telle que Al,, + I,A = ¥~1(1,). Ainsi
1

A= E‘P_l(ln) € 8,(R). On reprend alors le raisonnement de la premiére implication. L’endomorphisme ® (qui n’est autre que ¥™!) est

alors un automorphisme. Ses valeurs propres, a savoir les 4; + A; ne peuvent €tre nulles.

Solution 211
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Il est clair que si S est nulle, S + D est semblable a D.
Supposons maintenant que S + D est semblable 4 D. On rappelle que X ~ tr(X' X) est une norme euclidienne de M,,(R). Comme S + D est
semblable & D, (S + D)? est également semblable 4 D? et ces deux matrices ont méme trace. Ainsi

tr(D?) = tr((S + D)?) = tr(S?) + tr(SD) + tr(DS) + tr(D?)

On vérifie aisément que SD a une diagonale nulle donc tr(SD) = tr(DS) = 0. Ainsi tr(S?) = tr(STS) = 0 puis S = 0 via la norme euclidienne
citée plus haut.

Solution 212

1. M est symétrique réelle donc M est diagonalisable. De plus, M est nilpotente donc sa seule valeur propre est 0. On en déduit que M = 0.
2. Comme M et MT commutent, (MTM)"* = M?*(MT)*"M”" = 0. Comme MM est symétrique réelle, M'M = 0 d’aprés la question
n n

précédente. Ainsi tr(M M) = 0. On en déduit que Z Z Miz,j = 0 puis M; j = 0 pour tout (i, j) € [1, n]|* (somme nulle de termes
i=1j=1
positifs). Ainsi M = 0.

Solution 213

(u, e;)]
[[ell

u= Z B ”2 Comme (ey, ..., e,) est orthogonale, pour tout k € [1, n]], (u,ex) = 1. Donc pour tout k € [[1,n], |p,(ex) =
l

1. Notons p,, le projecteur orthogonal sur vect(u). Remarquons que p,(e;) = <”Z—”,ei> ﬁ Ainsi ||py(e)| = . Posons alors

prOJetes orthogonaux de ey, ..., e, sur vect(u) ont donc toute la méme norme.

2. Soit u un vecteur répondant aux conditions de 1’énoncé. Notons N la norme commune des vecteurs p,(e;), ..., py(e,). On a donc

| <ei’ u)|

N = pourl <i<n.

Comme la base < ) est orthonormale, on a :
el ) iz

n 2 n
”u”z — Z <ei’u> — Z N2”u”2
= legll? llesl|>

i=1

1
; 1
1 2
N=(Y —
(; ”ei”2>

Ceci prouve que N est indépendante de u et nous donne bien une expression de N en fonction de |le4]|, --. , |lex]|-
Solution 214

Comme u est non nul, on obtient :

1. Tout d’abord, pour (P,Q) € E2, P(1)Q(t)e~t = o0(1/t?) par croissances comparées donc (P, Q) est bien défini. La bilinéarité et la
t—>+00

positivité sont évidentes. Soit enfin P € E tel que (P, P) = 0. Comme ¢ — P2(¢)e™! est continue, positive et d’intégrale nulle sur R,
cette fonction est nulle sur R, . Ainsi P admet une infinité de racines puis P = 0.

2. Notons I, I’intégrale a calculer. Par intégration par parties, I,, = nl,,_; pour n € N*. Or Iy = 1 donc I,, = n! pour tout n € N.

3. On orthonormalise la base (1, X, X?) de F via le procédé de Gram-Schmidt. On pose

1
Ph=— =

* Tl

o X-ReXB _ X-LB

VIXI? = (P, X)? \/12 —

X2 — (P, X3)P, — (P;, X?)P X2-LP—(L-L)P 1
(Po, X*)By — (P, XH)Py — 2P — (3 2)1:—X2—2X+1

VIR =& X7 =B X7 [l 53—, -1,y
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Alors (Py, P, P,) est une base orthonormée de F.

4. Comme (P,, P;, P,) est une base orthonormée de F, le projeté orthogonal de X3 sur F est

(Py, X3Py + (P, X3P, + (P, X3P, = Py + (I, — I3)P, + (Is/2 — 21, + I3)P, = 9X% — 18X + 6

5. Par inégalité de Cauchy-Schwarz,

f OOP(t)e‘t dt’ = [P, D] < [Pl = \J/ OOPZ(t)e‘t de
0

0

Solution 215

p
Comme E est ouvert, un minimum de f est forcément un minimum local et donc un point critique. Pour x € E, Vf(x) = 2 Z(x - X;).
i=1

p
L’unique point critique de f sur E estdonc m = — Z x;. Il suffit donc de vérifier que m est bien un minimum : il sera nécessairement unique.
i=1

Pour x € E
p
G0 = Y Ix = m+m—xi?
i=1
p
=2, (Ix = m|? + 2(x — m,m — x;) + |m — x;||?)
i=1
p
= pllx —m|?* + f(m) + <x - m,z m— xi>
i=1
= plx —ml> + f(m) > f(m)
p
car Z m — x; = 0. Ceci prouve que f atteint bien son minimum en m.
i=1
Solution 216

1. Remarquons que I’intégrale définissant (P, Q) est bien définie car P(t)Q(t)e_t2 = o(1/t3).
t—*o0

(i) (-, ) est clairement symétrique.
(ii) (-,-) est bilinéaire par linéarité de I’intégrale.
(iii) (-, -) est positive par positivité de I’intégrale.
+o00
(iv) Soit P € R[X] tel que (P, P) = 0. Alors f P(L‘)Ze_t2 dt = 0. Comme t — P(t)e‘t2 est continue, elle est nulle sur | — oo, +o0].
Par conséquent, P admet une infinité de racines (tous les réels) puis P = 0.

Ainsi (-, -) est bien un produit scalaire sur R[X].

2
2. Remarquons que ¢ — t2"*1e=t" est impaire donc A,y = 0.
Par intégration par parties

+0c0 +oo
1 1 {1 + 2
A, = —f et dt = — (— [t+1e=] 4 f fh+2e=t? dt)
1’7‘[ — 0 ﬁ’ﬂ: n+1 —o0 I’l+1 %

Lintégration par parties est 1égitimée par le fait que lim "*1e=t* = 0. On en déduit que
t

-+

2

A, = ——
" n+1

An+2
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ou encore +1
n
Apio = TAn
Comme Ay = 1, on en déduit que
(2n)!
An = 22np)

3. On peut orthonormaliser la base canonique (1, X, X?) via le processus de Gram-Schmidt.

REMARQUE. Si (e, ...,e,) est une base d’un espace euclidien E, on peut I’orthonormaliser en une base orthonormée en posant
k-1 k-1
e~ diofoefi ek 2 (e

vk € [1,n], f, = -
U - sSdet] i - 2 e

(i) |[1]> = Ap = 1 donc on pose Py = 1.
1
(i) (1,X)=A; =0et|X|>=A, = 5 donc on pose Py = XV2.
2(2X%2-1)

Vs

(iii) (1,X3)=A, = %, XX =A;=0et|X}2=A4 = % donc on pose P, =

(Py, Py, P,) est alors une base orthonormée de R,[X].
4. Si p désigne le projecteur orthogonal sur R,[X],
d(X3, R,[X])* = [X* — p(X)|I?
= IX*]? = [pX)|?
= X2 = (X, Bp)* = (X*, B)* — (X3, By)?
=Ag—A%—2A,  car X°P, est impair
15 3 3

8 2 8

donc d(X3,R,[X]) = g

Solution 217

Soit A € O,(R) laissant (R,)" invariant. On notera (C;),<j<, la famille des vecteurs colonnes de A et (L;)<i<, la famille des vecteurs
lignes de A. Notons (E;);<j<, la base canonique de R". Comme E; € (R,)" pour tout i € [[1,n], C; = AE; € (R,)" pour tout i € [1,n].
Autrement dit A est a coefficients positifs.

Soit (i, j) € [1, n]. Supposons A;; # 0, c’est-a-dire A;j > 0 puisque A est & coefficients positifs. Soit k € [1,n] \ {i}.

n
(L, L) = 2 AyArg > AjjAg;

I=1
car A est a coefficients positifs. Or la famille des vecteurs lignes de A est orthonormée donc (L;, L) = 0. On en déduit que Ay; = 0. En
raisonnnant sur les colonnes de A, on démontre de la méme maniére que pour k € [1, 1], \{j}, Ajx = 0.
Ceci signifie que chaque ligne et chaque colonne comporte au plus un coefficient non nul. Puisque les vecteurs lignes et colonnes de A sont
normés, chaque ligne et chaque colonne possede exactement un coefficient non nul valant +1, en fait 1 car A est a coefficients positifs. Ainsi
A est une matrice de permutation.
Réciproquement, toute matrice de permutation est bien orthogonale et laisse stable (R, )".

Solution 218

Soient y € Imv et z € Kerv. Il existe donc x € E tel que y = v(x) i.e. y = x — u(x). On a également v(z) = O i.e. z = u(z).
l2) = (x —u(x)|2) = (x|2) — (u(x)|z) = (x|2) — (W(x)|u(z)) = 0

car u conserve le produit scalaire. On a donc prouvé que Im v et Ker v sont orthogonaux.
En particulier, ces deux sous-espaces vectoriels sont en somme directe. De plus, d’apres le théoréme du rang dim Ker v + dimImv = dimE,
donc Im v et Ker v sont supplémentaires.
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Solution 219

f et g sont deux rotations. Si I’'une des deux est I’identité, alors on peut toujours considérer que f et g sont deux rotations de méme axe.
Supposons maintenant f et g distinctes de I’identité. Soit u un vecteur directeur de I’axe de f. Comme f et g commutent, f(g(u)) = g(f(w)) =
g(u). Donc g(u) appartient a I’axe de f, ¢’est-a-dire vect(u). Mais comme g est une isométrie, ||g(w)|| = ||u| et donc g(u) = u ou g(u) = —u.
Si g(u) = u, alors u est un vecteur de I’axe de g. f et g sont donc deux rotations de méme axe.

Si g(u) = —u, notons v un vecteur directeur de 1’axe de g de sorte que g(v) = v. Puisque g est une isométrie (g(u), g(v)) = (u,v) et donc
(u,v) = 0. Les axes de f et g sont donc orthogonaux. Comme g(u) = —u, g est une rotation d’angle 7 autrement dit une symétrie orthogonale
par rapport a son axe. On a également g(f(v)) = f(v) donc f(v) appartient a ’axe de g et on a & nouveau f(v) = v ou f(v) = —v. On ne
peut avoir f(v) = v puisque v n’appartient pas a I’axe de f (il lui est orthogonal et non nul). Ainsi f(v) = —v, ce qui prouve que f est une
rotation d’angle 7 donc une symétrie orthogonale par rapport a son axe.

Solution 220

1. Soit (x,y) € Ker(f — Idg) X Im(f — Idg). Alors f(x) = x et il existe a € E tel que y = f(a) — a. Alors

X, y) = (x f(@) — a) = (x, f(@)) = (x,a) = (f(x), f(@)) — (x,a) = 0

car f € O(E). Ainsi Ker(f — Idg) C Im(f — Idg)*.
De plus, d’apres le théoréme du rang,

dim Ker(f — Idg) = dim E — dim Im(f — Idg) = dim Im(f — Idg)*
Par conséquent, Ker(f — Idg) = Im(f — Idg)*.

2. Supposons que (f—Idg)? = 0. Alors Im(f—Idg) C Ker(f—Idg). D’apres la question précédente, on a donc Im(f—Idg) C Im(f—Idg)*.
Ainsi F C Im(f — Idg) N Im(f — Idg)* = {0g} puis Im(f — Idg) = {Og}i.e. f = Idg.

REMARQUE. On peut également directement en terme d’adjoint sans utiliser la question précédente. Comme f € O(E), f* = f~L.
Remarquons alors que

(f=1d)*o(f—Tdg) = f*o f = f = f*+1dg =21dg —f — f' = —f Lo (f —1dg)* =0

Alors pour tout x € E,
1£Ge) = x| = (f(x) = x, f(x) = x) = (x, (f = Idg)* o (f = Idp)(x)) = 0
puis f = Idg.

Solution 221

1. Si A est symétrique AT = A et donc A> = I,,. On en déduit que a est une symétrie orthogonale.
2. Premiere méthode. Remarquons que
A=ATY+AT -1, =(A2+A-1,)2+(A2+A-1,)-1,
Apres simplification, on obtient
A*+2A2-2A—-1,=0

Ainsi X* +2X3 —2X — 1 = (X = 1)(X + 1)? est un polyndme annulateur de A. Ainsi Sp(A) C {—1,1}. On en déduit que 0 est la seule
valeur propre de AT — A = A2 — I,,. Autrement dit, M = AT — A est nilpotente. Comme AT = A2 + A —I,,, AT commute avec A
puis M commute avec M. On en déduit que M "M est également nilpotente. Comme M "M est symétrique réelle, elle est également
diagonalisable donc nulle. Ainsi

IM[* = (M ™M) = 0

puis M = 0. Ceci signifie que AT = A et on est ramené 2 la question précédente : a est 2 nouveau une symétrie orthogonale.

A+ AT A—AT
> etT =

Comme A et AT commutent, S et T commutent également. L’égalité AT = A2 + A — I, peut alors s écrire

Deuxiéme méthode. Posons S = .Alors A = S+TetS et T sont respectivement symétrique et antisymétrique.

S—-T=S2+T2+2ST+S+T-1,
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ou encore
S2+T?+2ST+2T=1,

Remarquons que ST est antisymétrique. Comme toute matrice s’écrit de maniére unique comme la somme d’une matrice symétrique
et d’une matrice antisymétrique,

S+ T =1,
ST+T=0
puis
S2+T2=1,
SZTZ — T2
Comme S? et T2 sont symétriques et diagonalisables, elles possédent une base commune de vecteurs propres. En notant A4, ..., A, et
M1, ... » My leurs valeurs propres respectives, on a alors
A+ =1
vi e [1,n], { K
Mo =q

On en déduit sans peine que A; = 1 et w; = 0. Ainsi T? = 0 et S* = I,. De plus,
ITI? = o(TTT) = u(-T2) = 0
donc T = 0. Ainsi A = S = AT et A2 = S? = I,,. a est donc une symétrie orthogonale.

Solution 222

1. Soit (x,y) € E2. Alors (u(x + y), x + y) = 0. En développant, on obtient
u(x), x) + u(x), y) + u(y), x) + (), y)
puis (u(y), x) = —(u(x), y) car (u(x), x) = (u(y), y) = 0. ,
Soit (ey, ..., €,) une base orthonormale de E. On note A la matrice de u dans B. On a alors A; ; = (u(e)), e;) pour (i, j) € [1,n]".
D’apres ce qui précede,
Ay = (ule), e) = —(ule;), ¢) = —A;;
Ainsi A est antisymétrique.
2. Soit x € (Keru)*. Alors pour tout y € Keru,
u(x),y) = =(x,u(y)) = —(x,0g) = 0
donc u(x) € (Keru)* et (Keru)* est stable par u.
3. On choisit une base orthonormale de Keru et une base orthnormale de (Keru)*. La concaténation de ces deux bases est une base
00
orthonormale de E dans laquelle la matrice de u est de la forme A = ( 0N ) o N € M,(R) avec r = dim(Keru)* = n—dimKeru =
rgu. Or rg(u) = rg(A) = rg(N) donc N est inversible.

4. Comme A est antisymétrique, N ’est également. Ainsi det(N) = det(NT) = det(—N) = (—1)"det(N). Comme N est inversible,
det(N) # 0 donc (—1)" = 1 et r = rg(u) est pair.

Solution 223

Remarquons que ¢ = p + q ol p et q sont les projecteurs orthogonaux respectifs sur vect(a) et vect(b). Ainsi ¢ est un endomorphisme
auto-adjoint comme somme d’endomorphismes auto-adjoints. En particulier, ¢ est diagonalisable. On va de toute fagon s’en rendre compte
en déterminant les éléments propres de ¢.

Remarquons déja que ¢ est nulle sur (vect(a) 4+ vect(b))*. Ainsi (vect(a) + vect(b))* C Ker ¢. Réciproquement si x € Ker ¢, (a, x)a +
(b, x)b = 0 de sorte que (a, x) = (b, x) = 0 car la famille (a, b) est libre. Ainsi x € vect(a)' N vect(b)* = (vect(a) + vect(b))*. Finalement,
Ker ¢ = (vect(a) + vect(b))*.
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La nature géométrique de ¢ incite fortement a penser que a+b et a—b sont vecteurs propres. En effet, ces deux vecteurs sont non nuls puisque
a et b sont non colinéaires et un calcul simple montrer que ¢(a) = a + (a, b)b et t(b) = b + {a, b)b donc ¢(a + b) = (1 + {(a, b))(a + b) et
¢(a—b) = (1—(a, b))(a—b). Donc a+b et a—b sont bien des vecteurs propres associés aux valeurs propres 1+(a, b) et 1—(a, b). Si(a, b) # 0,
ces valeurs propres sont distinctes : les sous-espaces propres associées a ces valeurs propres sont donc de dimension 1 puisqu’on a déja vu que
le noyau i.e. le sous-espace propre associé a la valeur propre 0 était de dimension n — 2. Ces sous-espaces propres sont donc respectivement
vect(a + b) et vect(a — b). Si {(a, b) = 0, alors le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 contient vect(a + b, a — b) = vect(a, b) et
est en fait exactement égal a celui-ci puisque la diemnsion de vect(a, b) est 2 et que Ker ¢ est déja de dimension n — 2.

Récapitulons. Dans tous les cas, 0 est valeur propre de ¢ et le sous-espace propre associé est (vect(a) + vect(b))*. Si (a,b) # 0, ¢
posséde deux valeurs propres supplémentaires 1 + {a, b) et 1 —{a, b} et les sous-espaces propres respectivement associés sont vect(a + b) et
vect(a — b). Si {a, b) = 0, ¢ posseéde 1 comme seule valeur propre en sus de 0 et le sous-espace propre associé est vect(a, b). Il est d’ailleurs
géométriquement clair dans ce cas que ¢ induit 1’identité sur vect(a, b).

Solution 224

1. Pour tout x € E,
n
(FOO.x) = D u? > 0
k=1

donc v est positif. Supposons maintenant que (f(x), x) = 0. Tous les termes de la somme précédente étant positifs, ils sont tous nuls.
Ainsi x est orthogonal a chacun des u, et donc au sous-espace vectoriel qu’ils engendrent, c¢’est-a-dire E. Ainsi x = O.

2. Considérons une base orthonormée (e, ..., e,) de E formée de vecteurs propres de E. Notons A4, ..., A, les valeurs propres assocciées
a ces vecteurs propres. Ces valeurs propres sont toutes strictement positives. Comme (e, ... , e,,) est une base de E, il existe un unique

endomorphisme g de E tel que g(e;) = Lei. On a clairement g%(e;) = %ei = f~1(e;) pour tout i € [[1,n]. Comme (e, ...,e,) est
; i

une base de E, g = f~1.

Soit (x,y) € E2. Alors

n

(©00,9) = ) e, ) = (5,80

i=1"1
1
donc g est auto-adjoint. Les valeurs propres de g sont les réels strictement positifs — donc v est défini positif.
i
3. Soiti € [1,n]. Alors
n
w = f(f (W) = Z<f_1(ui)a Uge)Uge
k=1

Mais comme (uy, ... , uy,) est libre, (f ~1(u;), uy) = 8k pour tout k € [[1, n].
Soit (i, j) € [1, n]]z. Alors, comme g est auto-adjoint,

(8(uy), g(uy)) = (g(uy), ) = (f (), uj) = &
Ainsi (g(u,), ..., g(u,)) est bien une base orthonormée de E.

Solution 225

On note n = dim E dans ce qui suit.

1. Soit x € E. Alors

x € Im(u)*

Vy €E, (x,u(y))=0
forally € E, (u(x),y)=0
u(x) = 0g

x € Ker(u)

11t

Ainsi Im(u)* = Ker(u) mais, comme E est de dimension finie, Im(u) = Ker(u)*.
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n
2. Soit x € E. Si u(x) = 0, il est clair que (u(x), x) = 0. Réciproquement, supposons que {u(x), x) = 0. Alors Z Ai{x, e;)* = 0. Comme
i=1

n
il s’agit d’une somme de termes positifs, pour tout i € [1,n], A;{x, ¢;)> = 0 ou encore A;{(x, ¢;) = 0. Ainsi u(x) = Z Ai{x, e;)e; = Og.
i=1

3. a. D’unepart, u+v € S(E) car S(E) est un espace vectoriel. D’autre part, pour tout x € E, {(u+v)(x), x) = (u(x), x)+{v(x), x) > 0.
On en déduit que u + v € ST(E).

b. Il est clair que Ker(u)NKer(v) C Ker(u+v). Réciproquement, soit x € Ker(u+v). Alors (u(x), x)+(v(x), x) = ((u+v)(x), x) =
0. Les deux termes étant positifs, (u(x), x) = (v(x), x) = 0. D’apres la question 2} u(x) = v(x) = 0g donc x € Ker(u) N Ker(v).

¢. On montre classiquement que, si F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, (F N G)* = F* + G*. Comme u, v et u + v sont
auto-adjoints, la question [I]donne alors

Im(u + v) = Ker(u + v)* = (Ker(u) N Ker(v))" = Ker(u)* + Ker(v)* = Im(u) + Im(v)

Solution 226

1. 1l existe une base orthonormée (e, ..., e,) de E formée de vecteurs propres de u. Notons A, ..., A, leurs valeurs propres associés. Soit

ie1,n].
+o0 uP
exp(u)(e;) = (Z E) (e:)
p=0
L application v € L(E) — v(e;) est une application linéaire et £(E) est de dimension finie donc cette application est continue. Ainsi
+0oo 1
exp(u)(e;) = Z Eup(e,-)
p=0

On montre aisément par récurrence que uP(e;) = )»f e; pour tout n € N. Ainsi

+00 4P

AL
— 1 — oA
exp(u)(e;) = Z Eei =ete
p=0
Ainsi (ey, ... , e,,) est également une base orthonormée de vecteurs propres de exp(u) donc exp(u) est auto-adjoint. De plus, Sp(exp(u)) =
{e}‘l, s e)‘"} C R donc exp(u) est défini positif.
2. Soit (ey, ... , e,) une base orthonormée de E formée de vecteurs propres de v. Notons [y, ..., i, les valeurs propres associées toutes

strictement positives. Posons A; = In(y;) pour i € [[1, n]. On peut définir un endomorphisme u en posant u(e;) = Aze; pour i € [1, n].
Alors (e, ..., e,) est une base orthonormée de E formée de vecteurs propres de u donc u est auto-adjoint. La question précédente
montre que

Vi € [1,n], expu)(e;) = ete; = pe; = v(e;)
Comme les endomorphismes v et exp(u) coincident sur une base de E, ils sont égaux.
Supposons qu’il existe w € S(E) tel que v = exp(u) = exp(w). Notons (f;, ... , f,,) une base orthonormée de vecteurs propres de w et
V1, ..., Vy, les valeurs propres associées. Soit (i, j) € [1, n]]z. D’une part,

(exp(u)(e), f) = e"ile;, f)

mais comme exp(u) est auto-adjoint

(exp(u)(e;), fi) = {ei, expw)(f)) = (e, exp(w)(f)) = e"e;, )
Ainsi
ei(e;, i) = e¥ile;, f;)

Sion a (e, f;) = 0, alors A(e;, f;) = vi{e;, fj)- Sinon ehi = eVl puis A; = V; par injectivité de exp. On a a nouveau Ae;, fi) = vi(e;, fj)-
Ceci peut également s’écrire (u(e;), f;) = (e;, w(}f;)) ou encore (u(ey), f;j) = (w(e;), f;) car w est auto-adjoint. Ceci est valable pour tout
jell,nllet(fi,....f) est une base de E donc u(e;) = w(e;) pour tout i € [1, n]. Comme (ey, ... , e,) est également une base de E,
u=uw.
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Solution 227

1.

Soit (x,y) € E2. Par bilinéarité et symétrie du produit scalaire,
I + ¥ = (x +y,x +y) = [IxII* + [y + 2(x, »)

Ainsi 1
(x,y) = 5 (IIx + Y11 = Ixl* = lIv11%)

. La premiere implication est triviale. Supposons donc que

V(x,y) €% (x,y) =0 = (s(x),5(»)) =0

Soient x et y deux vecteurs unitaires. Alors (x +y, x —y) = || x]|> = |y[|?> = 0. On en déduit que (s(x + y), s(x — y)) = 0, ce qui donne,
par linéarité de s, ||s(x)||*> = ||s(¥)||>. Ainsi le carré de la norme de s est constant sur la sphére unité. Notons ¢ cette constante. Soit
x € E. Si x = O, alors ||s(x)||> = 0 = ¢||x||?. Sinon, x/||x]| est unitaire donc ||s(x/||x|)[|* = ci.e. |s(x)||* = c||x||? par linéarité de s et
homogénéité de la norme. Finalement, ||s(x)||> = c||x||*> pour tout x € E.

Soit alors (x,y) € E2. Par identité de polarisation,

(s(x),50)) = 5 (Is(x) + s = s = lIsI?)
5 (IsCe + W) = IsCON” = IsI?)

2 (el + Y1 = el = el0)IP)
= e(x,y)

| =N =

. Soit u € £(E) vérifiant la condition de I’énoncé. Soit (x, y) € E? tel que (x,y) = 0. En considérant V = vect(x), on a donc y € V*.

Ainsi u(y) € u(V)*t. Notamment, (u(x), u(y)) = 0. D’apreés la question précédente, il existe ¢ € R tel que
V(x,y) € E?, (u(x),u(y)) = c{x,y)

En choisissant x = y # O, on constate que ¢ > 0. Si ¢ # 0, alors v = u/+/c € O(E) puisque
V(x,y) € E%, (v(x),v(y)) = (x,y)

Ainsi u est la composée d’une homothétie de rapport \/E et d’une isométrie vectorielle. C’est aussi vrai sic = 0i.e. u = 0.
Réciproquement supposons que u est la composée d’une homothétie et d’une isométrie vectorielle. Il existe donc A € Ret v € O(E)
tels que u = Av. Soit V un sous-espace vectoriel de E. Soit ensuite x € V. Alors pour touty € V,

(u(x), u(y)) = A*(v(x),v(y)) = 2*(x,y) = 0
donc u(x) € u(V)*. On a donc bien u(V+) c u(V)*.

Solution 228

1.

a. La linéarité de u @ v découle essentiellement de la bilinéarité du produit scalaire.
De plus, Im(u ®@v) C vect(u) donc rg(u®v) < 1. Par ailleurs, (u®v)(v) = ||v||*u # O car u et v sont non nuls. Par conséquent,
rgu®vu) =1.

b. Soit A une valeur propre de u ® v et x un vecteur propre associé. Alors (v|x)u = Ax. Si A # 0, alors x € vect(u). On en déduit
que (v|u)yu = Au puis A = (v|u) car u # Og.
Si (v|u) # 0, alors Sp(u®v) C {0, (v|u)}. De plus, Ker(u ®@v) = vect(v)* et, ce qui précéde montre que Ker(u ® v—{(v|u)Idg) C
vect(u). Linclusion réciproque est triviale. En conclusion, Sp(u®uv) = {0, (v|u)}, Eo(u®u) = vect(v)* et E(yuy(u®v) = vect(u).
Si (v|u) = 0, ce qui préceéde montre que Sp(u ® v) = {0} et Eo(u ® v) = vect(v)*.

c. Si(vlu) # 0, alors u ® v est diagonalisable car dim Eo(u ® v) + dim Eypy(u ® v) = dimE —1+1 = dimE.
Si (v|u) # 0, u ® v n’est pas diagonalisable car 0 est son unique valeur propre et dim Eq(# ® v) = dimE — 1 < dimE.
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2. Soit x € E. Alors
(u ® v)*(x) = (VIX)(u ® v)(u) = (V|x)vluyu = (Vlu)u @ v)(x)
Ainsi (u ® v)? = (v|u)(u ® v). On en déduit que P = X2 — (v|u)X annule u ® v. Si (v|u) # 0, alors P est simplement scindé et u @ v
est diagonalisable. Si (v|u) = 0, alors (u ® v)? = 0 et u @ v est nilpotent. Il ne peut étre diagonalisable car sinon il serait nul.

3. Supposons que g commute avec u @ v. Alors, pour tout x € E,
(UQv)og(x)=go(u®uv)(x)
ou encore
(vIg()u = (v]x)g(u)
(vg®))

Notamment, comme U # Og, g(u) = au avec o0 = TIE

. La derniere égalité peut €galement s’écrire

Vx € E, (g*(v)|x)u = o(v|x)u

Comme u # O, on a donc {(g*(v) — av|x) = 0 pour tout x € E et donc g*(v) = av.
Réciproquement, supposons qu’il existe a € R tel que g(u) = au et g*(v) = av. Alors, pour tout x € E,

(u®v) o g(x) = (vlg())u = (g* (V)| )u = alv|x)u
go (u® v)(x) = (vlx)gu) = afv|x)u

donc g et u ® v commutent.

Calcul différentiel

Solution 229

1. On montre sans difficulté que D est un sous-espace vectoriel de E*. On vérifie également sans peine que les formes linéaires ¢; : f —

of

E(O) pour i € [1, n] appartiennent toutes a D. Elles sont calirement non nulles puisque ¢;(ef) = 1 pour tout i € [[1, n].
i

2. Notons ¥ I’application de 1’énoncé. Soit (a, b) € ([R")2 et (A, w) € R2.

Vf € E, ¥(Aa + ub)(f) = df(0) - (Aa + ub) = 2 df(0) - a + p df(0) - b = Ab(a)(f) + up(b)(f)

car df(0) est linéaire par définition. Ainsi P(Aa + ub) = AP(a) + up(b) de sorte que P est linéaire.
Soit a € Ker. Pour tout f € E, P(a)(f) = 0. Notons (ey, ..., ;) la base canonique et (ej, ..., €j;) sa base duale. Pour tout i € [1, n],
e; € Eet dej(0) = ¢ car ¢} est linéaire. Ainsi

vie [1n], $@)e) =0 = /()

n
Par conséquent, a = Z e;(a)e; = 0. L'application ¥ est donc bien injective.
i=1

3. Soit f € E. Fixons x € R". Par composition, I’application §: t € R — f(tx) est dérivable et, d’apres la régle de la chaine,
n
of
VteR, &) = ), =(tx)ef
€R. £ =3 20

D’apres le théoreme fondamental de 1’analyse

1 n 1
FG) = £(0) = 1) - £0) = f E(0) dt = ef(x) / %(tx) de
0 i=1 0 L

http://lgarcin.github.io 146


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

1
9
Notons 1 la fonction constante égale a 1 sur R” ainsi que f;: x € R" f GTf(tx) dt pour i € [[1,n]. Ainsi
0 i

f=1O1+ fief

i=1
On peut prouver a I’aide du théoréme de dérivation des intégrales & paramétre que les f; sont de classe C* et sont donc des éléments
de E. Soit alors ¢ € D.

o(f) = fO)e(D) + . p(fie})
i=1
Tout d’abord,
@(1) = @(1?) = 21(0)¢(1) = 2¢(1)
donc ¢(1) = 0. De plus, pour tout i € [[1,n],

¢(fier) = fi(0)ep(e) + ¢ (0)e(f) = e(e))f;

Ainsi

n n 1 n n
o) = 2 eI = Y0t [ 510 at =Y oL Y etehn
i=1 i=1 0 t i=1 t i=1

On a vu a la premiere question que les ¢; appartiennaient 2 D. Comme les ¢(e}) sont des scalaires, on peut affirmer que la famille
(¢4, ... , @) engendre D. De plus, (¢q, ..., @,,) est I'image de la base (ey, ... , e,,) par I’application linéaire injective ¢ donc cette famille
est libre : c’est une base de D.

Solution 230

1. Comme le produit scalaire est bilinéaire, g est différentiable sur R" et
¥(x.h) € R, dg(x)-h=2f()~al| df(x)-h)

2. Posons M = g(0). Puisque | |}im f(x) = +o0, il existe A € R, tel que
X||—=>+0o0

Vx e R x| >A = |gx)]|>M

Comme la boule de centre 0 et de rayon A est compact, la fonction continue g admet un minimum m sur cette boule. De plus, comme
0 appartient a cette boule, m < g(0) = M. Comme f(x) > M lorsque x n’appartient pas a cette boule, m est bien le minimum de g sur
R™.

3. Notons x; le point ot est atteient le minimum de g. Par conséquent, dg(x,) = 0. D’apres la premiére question,
Vh e R, (f(xo) —al| df(xo)-h) =0
Mais df(xg) est un endomorphisme de R" injectif et donc également surjectif. Il s’ensuit que
Vk e R", (f(xg)—al|k)=0
puis f(xg) — a = 0. Ainsi f(x,) = a de sorte que f est surjective.

Solution 231

1. Tout d’abord, par sous-multiplicativité de la norme, ||H||" < ||H||"* pour tout n € N*. Comme |H|| < 1, la série géométrique H|"
p p p g q

converge. On en déduit que Z H" converge absolument puis que Z H" converge puisque M, (R) est de dimension finie.
Par ailleurs, par continuité de la multiplication matricielle a gauche,

+o0 +o0 +0o0 +0o0 +o0 +0o0 +o0
I,-H) ) H"= Y H*-H) H"= ) H'— Y H™! =) H"- Y H"=H’=1,
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=1
£

Ainsi I, — H est inversible, d’inverse Z H".
n=0
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2. On remarque que GL,(R) est I'image réciproque de ’ouvert R* par ’application continue M € M,,(R) — det(M). Ainsi GL,(R) est
un ouvert de M, (R).

3. a. Soit H e M,(R) telle que |H|| < 1. D’aprés ce qui précéde

+o00 +00 +o00
fUp+H) =1, + )7 = Y (-)"H" =1, —H+ ) (-1)"H" = f(I,) — H+ ), (-1)"H"
n=0 n=2 n=2
+00
Posons ¢(H) = Z (—1)"H". Par continuité de la multiplication matricielle a gauche,
n=2

+00 oo
CP(H) — Z(_l)an+2 = H2 Z (-1)"H"
n=0 n=0

Puis, par inégalité triangulaire et sous-multiplicativité de la norme,

+0o0 +0o0 ||H||2
Dl < 1|2 | > (D" H| < [H|? D) [H|" = T

n=0 n=0

. I _ |
omme —, o(H) = o(H) puis
T—TH] 1o @ i
f@,+H) = I, —H+o(H)
H-0

Comme I’application H — —H est clairement linéaire, f est différentiable en I,, et df(1,) = —Idys, ()-

b. Fixons M € GL,(R). Soit H € M, (R) telle que |H|| < 1/|M~!|| de sorte que [M~'H|| < |[M~}|||/H|| < 1. On peut alors écrire :
FM+H) = (M + H)™' = (M(I,, + M~'H))™! = (I, + M~'H)" "M~ = f(M) - M~'HM~! + (M~ "H)M !
Mais, d’apres la question précédente,

M—l 3 H 2
YRIPL L]

M~1H|?
-1 -1 < -1 -1 < ”
leM )M < oM E)[IM ! < 5 TR

— [M-1H]|
On en déduit alors que (M TH)M™! = o(H) et donc que
H-0
fM+H) = f(M)—-M"THM™! + o(H)
H-0

Comme D’application H = —M~'HM™! est clairement linéaire, f est différentiable en M et df(M)(H) = —M~'HM™! pour
tout H € M ,(R).

Solution 232

1. En vertu du théoréme spectral, il existe une base orthornormée (e, ...,e,) de vecteurs propres de f. Notons Ay, ..., A, les valeurs
propres associées a ces vecteurs propres. Soit alors h € E \ {Og}. Alors

n
h=> (e | he;
i=1
puis
n n
)= er | Wfe) = Dler | ke
i=1 i=1
Mais comme (e, ... , €,) est une base orthornormée

(f() [ h) = Y Mile; | B)?

i=1

Les A; sont strictement positifs et les (e; | k) ne peuvent étre tous nuls car h # Og. Ainsi (f(h) | h) > 0.
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2. a. Premiere méthode. Soit (x, h) € E2. Remarquons que

g0+ ) = 5P 1)+ 307 | 1)+ () |0+ () | ) = | %) = (| )

gx+h)=gx)+(fx)—u|h)+ %(f(h) | h) car (f(h) | x) = (f(x) | h) en vertu de la symétrie de f

Comme f est linéaire et que E est de dimension finie, il existe C € R, tel que | f(2)| < CJz| pour tout z € E. D’apres
Cauchy-Schwarzn

I(F(R) | B) < [ F(WIIRI < CliA|1?
En particulier,

GOIDER®

On en déduit que g est différentiable en x et que dg(x) est I’application h — (f(x) — u | k). On peut également affirmer que
Vg(x) = f(x) —u

Deuxiéme méthode L’ application ¢ : x — (u | x) est linéaire donc est différentiable sur E et de = . f et Idg sont différentiables
sur E en tant qu’applications linéaires, donc P : x — (f(x) | x) est également différentiable sur E car le produit scalaire est
bilinéaire. De plus, df = f et dIdg = Idg de sorte que

V(x, h) € B, db(x)-h=(f(h) | x)+ (fC) | h) = 2(f(x) | h)
Finalement, g = %tb — ¢ est également différentiable et
V(x,h) € E?, dg(x)-h=(f(x)—u|h)

b. D’apres la question précédente, les points critiques de g sont les vecteurs z € E tels que f(z) = u. Mais comme Sp(f) € R%, f
est inversible. L’ unique point critique de g est donc z, = f~!(u).

c. En reprenant la question

Vh € E, g(z0 + h) = g(20) + (f(20) — u | W)+ 3(F() | W) = g(z) + 5 (F) | )
D’apres la premiere question
Vh € E, g(zo + h) 2 g(zo)

donc g admet bien un minimum global en z,. Mais on a méme prouvé que (f(h) | h) > 0 pour tout h € E non nul donc
g(zy + h) = g(z) si et seulement si & = Og. On peut donc préciser que z, est I'unique point en lequel g admet son minimum
global.

Solution 233

1. Comme T est ouvert, si F admet un extremum local sur T, il s’agira d’un point critique. Or pour (x,y) € T, F(x, y) = x(1 —y) de sorte
que pour (x,y) € T,

Fy=1-y S = —x
Puisque 0 < x < y < 1 pour (x,y) € T, ces dérivées partielles ne s’annulent pas sur T : F n’admet pas d’extremum local sur T.
2. Remarquons que F est continue sur K. Si on n’est pas convaincu, on peut par exemple remarquer que
V(x,y) € K, F(x,y) = min(x, y)(1 — max(x, y))

De plus, les fonctions (x,y) — min(x, y) et (x,y) — max(x,y) sont continues puisque

X+y—|x—y|
2

X+y+|x—y

min(x, y) = 2

max(x, y) =
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Comme K = [0, 1]? est compact comme produit de compacts, la fonction continue F admet un maximum et un minimum sur K. D’ aprés
la question précédente, ces extrema ne peuvent étre atteints sur T, et par symétrie des roles de x et y, ils ne peuvent pas non plus étre
atteints sur T' = {(x, y) € R, 0 < y < x < 1}. Par conséquent, ils sont atteints sur

(10,1} x [0, 1]) U ([0, 1] x {0, 1}) U A

Vy € [0,1], F(0,y) =0
Vx € [0,1], F(x,0) =0
vt € [0,1], F(t,t) = t(1 —t)

1 1
Une rapide étude montre que le minimum de ¢t — £(1 — t) sur [0, 1] est O et que son maximum est T On en déduit que max F= 7 ¢t

minF = 0.
K

0.6

0.8 10

1 1
REMARQUE. On peut aussi pressentir que mélx F= 1 Dans ce cas, il suffit de constater que F (E’ 5) =7 et que

x(1-y)<x(1—x) < si0<x<y<1

V(x,y) € R?, F(x,y) =
Y1-x)<y1-y) <

BlEA =

si0<y<x<1

1
Ceci prouve bien que mélx F= 1

Solution 234

1. On prouve classiquement que ¢ : x — ||x||? est différentiable sur E et que pour tout x € E, de(x) est I’application h — 2(x, h).
L application ¢ : x — f(x) — a est également différentiable et pour tout x € E, d(x) = df(x). Par composition, g = ¢ o P est

différentiable sur E et
V(x,h) € E?, dg(x)-h = de((x)) o dp(x) - h = 2(f(x) — a, df(x) - h)

2. Pour tout x € E, g(x) > (| f(x)|| — lla])>. Comme
tel que

lim | f(x)| = +o0, on aégalement lim g(x) = +oo. Ainsi il existe A € R,
[lx[|=+00 x| =00

Vx €E, [lx| 2A = g(x) = g(0)

Par ailleurs, la boule B fermée de centre O et de rayon A est compact car E est de dimension finie. g est continue sur E car elle y est
différentiable donc g admet un minimum m sur le compact B. Par définition de A, m est le minimum de g sur E.
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3. Notons X, un point ot g admet son minimum. On a alors dg(x) = 0 et donc
Vh € E, (f(xo) —a, df(xp) - h) =

ou encore
Vh € Im df(xg), (f(xg) —a,h)=0

Comme df(x,) est un endomorphisme injectif de I’espace vectoriel de dimension finie E, elle est également surjective i.e. Im df(x,) =
E. Ainsi
Vh €E, (f(xy)—a,h)y=0

On en déduit que f(xy) —a € E* = {0g}i.e. a = f(x,). L application f est donc surjective.

Solution 235

f est clairement continue sur R? donc elle admet un maximum et un minimum sur le compact S. Posons g: (x,y) € R? = x? + y* — 1 de
sorte que S = g~1({0}). Alors f et g sont clairement de classe C! sur R2.
Notons (a, b) € S le point ol f atteint son minimum/maximum. Comme V(a, b) = (2a, 2b) # (0,0) puisque (a, b) € S, on peut appliquer le
b =2Aa
Vf(a,b) =AVg(a,b)

1 1
théoréme des extrema liés : on résout le systeme { ie. a = 2Ab ce qui donne a = +— et b = £—. Puisque
g(a,b) =0 21 2 2

f(%’ %) = (—% —%) % f(% —%) (—%, %) = —%, on en déduit que msaxf = % et msinf = _%.

Solution 236

Remarquons que €& = {(x,y) € R?, g(x,y) = 0} est compact. Tout d’abord, £ est fermé comme image réciproque du fermé {0} par

I’application continue g. On montre aisément que xy > —z(x2 + ¥?) pour tout (x, y) € R2. On en déduit que pour (x,y) € &,
L2, 2 24 42
E(x +y)<x*+y*—xy=1

Ainsi € est inclus dans le disque de centre 1’origine et de rayon \/5 Notamment, & est bornée. Comme R? est de dimension finie, & est
compacte.
Soit (a, b) un extremum global de f sur €. C’est a fortiori un extremum local. Comme V f(a, b) = (2,—-1) # (0,0), Vg(a, b) = (2a+b, a+2b)

2a+b 2

b 1 = —2a —b —2(a+ 2b) = —4a — 5b = 0. Comme g(a, b) = 0, on obtient b = ii. Ainsi
+ —

21

est colinéaire a V f(a, b). Ainsi

1
,b)=+—(-5,4).0
(a,b) \/51( ). Or

f(_s 4)=_14<14=f<i_i)
21421/ a1 Y T\ vt
4

14 5 4
et comme maximum —— attelnt en| —,——
21

Va2l 421

Donc f admet pour minimum ——— attelnt en (

é“m
—

Solution 237

1. Comme les applications (x, y) = x> —y3 et (x,y) — x? + y? sont polynomiales, elles sont continue sur R2. De plus, (x,y) = x? + y?
ne s’annule qu’en (0,0) donc f est continue sur R? \ {(0,0)}. De plus,

V(x,y) € R?, [x* =y < X%+ y°] < (x| + DG + y?)

donc
V(x,y) € R*\ {(0,0)}, [f(x, )| < [1Ce, 2y

Ainsi f est bien continue en (0, 0). Finalement, f est bien continue sur R2.
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2. De la méme maniére, les applications polynomiales (x,y) —= x3 —y3 et (x,y) = x? + y? sont de classe C! donc f est de classe C' sur
R?\ {(0,0)} et pour tout (x, y) € R*\ {(0,0)},

g(x )= x4+ 3x2y% + 2xy3 o a_f(x )= Y3y + 2%y
ax Y= (x2 + y2)2 ay Y= (x2 + y2)2
Par ailleurs,
e JEO=F0.0)
x—0
of
donc a(o, 0)=1, ) .
y—0
d
donc %(0, 0) =-—1.
Enfin,
of of
* oL = = —
Vy € R¥, ax(O,y) 0#1 ax(O,O)
of . : R
donc I n’est pas continue en (0,0). De méme,
of of
* L = -] = —
Vx € R*, ay(x,O) 0# -1 ay(O,O)
of .
donc 3y n’est pas non plus continue en (0, 0).
. of of . ) . . )
3. Attention, 3x et 5 peuvent ne pas étre continues en (0, 0) mais pourtant y admettre des dérivées partielles.
Lxo-ZLoo |
Vx € R¥, 2 2 ==
’ x—0 x
’f
donc 3%y (0,0) n’est pas définie.
De méme,
9 0
e BOV 500
€ R*, =—=
Y y=0 y
2
donc 3yox (0,0) n’est pas non plus définie.
Par contre, ; ;
9 )
e 2x0-200
’ x—0
?f
donc @(0’ 0)=0et . Y
a—y(O,J’) - 5(0, 0)
* J—
Vy € R, 7=0 =0
62
donc W(O, 0)=0.
Solution 238
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1. Par composition, u et v sont de classe C! sur R et on obtient leurs dérivées par la régle de la chaine :

vy - O of
Vx €R, u'(x) = ax(x, x) + ay(x, X)
iy = O of
Vx €R, v'(x) = a(x, —-X) — a(x, —X)
w,, n’est autre qu’une application partielle de f : elle est donc de classe C! et
, 3
Vy R, wy(y) = %(x,y)
2. Si x = 0, il suffit de prendre y, = 0 puisque f(0,0) = 0.
Soit x € R}. Par hypothése,
vt € [0,x], u'(t) = y(t t)+ g(t t)>0
’ ’ - ax ’ ay ’
Ainsi u est strictement croissante sur [0, x] de sorte que w,(x) = f(x,x) = u(x) > u(0) = 0. De méme
iy = Of of
vt € [0,x], V'(t) = a(t, —t) — @(t, —1) <0

Ainsi v est strictement décroissante sur [0, x| de sorte que w,(—x) = f(x,—x) = v(x) < v(0) = 0. Comme w, est continue sur
[—x, x], il existe ¥, € [—x, x] tel que w,(y,) = 0.
Soit x € R*. Par hypothése,

oy Of of
vt € [x,0], u'(t) = a(t, £+ @(t, £)>0
Ainsi u est strictement croissante sur [x, 0] de sorte que wy(x) = f(x,x) = u(x) < u(0) = 0. De méme
oy Of of
vt € [x,0], v'(t) = - (t,1) @(t, 1) <0

Ainsi v est strictement décroissante sur [x,0] de sorte que w,(—x) = f(x,—x) = v(x) > v(0) = 0. Comme w, est continue sur
[—x, x], il existe y, € [—x, x] tel que w,(y,) = 0.
Dans tous les cas, on a bien montré qu’il existe y, € [—x, x] tel que w,(y,) = 0.

of

Enfin, wy(t) = @(x, t) > 0 pour tout t € R donc w, est strictement croissante sur R et y, est unique.

3. Par définition,
Vx € R, f(x,0(x)) = wy(e(x)) =0

D’apres la régle de la chaine, x — f(x, @(x)) est dérivable sur R et

3f 1O -
Vx € R, 32(x,9(x)) + ¢ (X)@(x, ¢(x)) =0
of . .
Comme @ est strictement positive sur R,
9
Z(x, 0x)
VxeR, ¢(x) = ——F———
Z(x, 00
ay
1 of of , R . A A s , :
Comme f est C°, 3x et 5 sont continues, de méme que ¢ qui est méme dérivable d’apres I’énoncé. On en déduit que ¢’ est continue

sur R i.e. ¢ est de classe C! sur R.
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