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SERIES ENTIERES

Rayon de convergence

Solution 1

D’aprés le cours R > min(R,, Rp). Soit n € N. Alors a,b,, = 0 donc a, = 0ou b, = 0. Si a,, = 0, alors |a,, + b,| = |b,| = 0 = |a,]|.

Si b, = 0, alors |a, + b,| = |ay|. Dans tous les cas, |a, + b,| > |a,| donc R < R,. On prouve de la méme maniere que R < Rj. Donc
R < min(Rg, Rp) puis R = min(R,, Rp).
Solution 2

Notons R le rayon de convergence de la série a déterminer. On rappelle que le rayon de convergence de la série entiere Z q"z" vaut (_I lorsque

q e R;.
1 1
Cas ¢ € R} Soit g > ¢. Alors, a partir d’un certain rang, %/|a,| < qi.e. |a,| < ¢". Ainsi R > —. Ceci étant vrai pour tout q > ¢, R > 7
1 1
Soit g € [0, €[. Alors, a partir d’un certain rang, %/|a,| > g i.e. |a,| > ¢". Ainsi R < 7 Ceci étant vrai pour tout g € [0, €[, R < 7

1
Par conséquent, R = 7

1
Cas ¢ = 0 Soit g > 0. Alors, a partir d’un certain rang, %/|a,| < qi.e. |a,| < ¢". Ainsi R > 7 Ceci étant vrai pour tout g > 0, R = +o0.

1
Cas ¢ = +o00 Soit g > 0. Alors, a partir d’un certain rang, %/|a,| > qi.e. |a,| < q". Ainsi R < 7 Ceci étant vrai pour tout g > 0, R = 0.

Solution 3

Notons R, et Ry, les rayons de convergence respectifs des séries entieres Z a,z" et Z b,z". On va montrer que R, = max(1, R,). Posons

neN neN
n

pourcela S, = Z a; et remarquons que la série a termes positifs Z a,, converge ou diverge vers +00.
k=0

b
* Supposons que la série Z a,, converge. Ainsi R, > 1 et (S,) converge vers un réel £ > 0. On en déduit que a,, ~ 7” puisque
n—+0oo
Ry, = R, = max(1,R,).
a
* Supposons que la série Z a,, diverge vers +o0. Alors R, < 1. Mais S,, > a,, donc b,, = S—” < 1 puis R > 1. Montrons maintenant
n

que la série Z b,, diverge.

- Si b, ne tend pas vers 0, alors Z b,, diverge grossierement.

— Sinon —In(1 —b,)) ~ b, donc la série Z b,, est de méme nature que la série Z —In(1 - b,). Or

>+
Sp—1
—In(1-b,)=—1In < = In(S,) — In(S,,_;)
n
Comme (In(S,,)) diverge vers +o0, la série télescopique Z In(S,,) — In(S,,_;) diverge également. Ainsi la série Z b,, diverge.

On en déduit que Ry, < 1 puis Ry, = 1 = max(1,R,).

Solution 4

Soit r € R. La suite (a,r") est bornée si et seulement si la suite extraite (anzrnz) est bornée (les autres termes sont nuls), ¢’est-a-dire si et
seulement si la suite (q"r"z) est bornée. Or
g = exp (n*In(r) + nln(q))

On en déduit que (q”r”z) diverge vers +oo sir > 1ousir =1etq > 1etqu’elle est bornée sinon.
Le rayon de convergence vaut donc toujours 1.
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Solution 5

D" |a /
1. Sion pose a,, = (= ) , | ”+1| — 1. Donc le rayon de convergence vaut 1.
l’l la,| n+ 1 n—+co

na1l 21n(n+1)=2<1 In(1 + 1/n)

|a
2. =2"] =
Si on pose a,, = 2" In(n), ia,] 1n(n) ()

1
) — 2. Donc le rayon de convergence vaut >
n—-+oo

2n\ |a 2n+1)(2n+2 1
3. Sionpose a, = , [n 11| = 2( n+ 1)@n+2) — 4. Donc le rayon de convergence vaut —.
n |an| (Vl + 1)2 n—+0o0 4

. ; 1
4. Sionposea, =n+2",a, ~ 2"idonc —— [9n41] ~ 2. Donc le rayon de convergence vaut .
n—-+oo | nl n—-+oo 2

Solution 6

Comme la suite (cos n) est bornée, R > 1. Mais (cos n) ne converge pas vers 0 donc R < 1. Ainsi R = 1.
REMARQUE. Sil’on souhaite montrer rigoureusement que (cos n) ne converge pas vers 0, on peut raisonner par 1’absurde. Supposons que
(cos n) converge vers 0. Alors

Vn €N, cos(n + 1) = cos(n) cos(1) — sin(n) sin(1)

et lim cos(n+1) = lim cos(n) = 0. Puisque sin(1) # 0, sin(n) = cos(n +1) — cos(n) cos(1) — 0. Par conéquent, lim cos?n +
n—> © n—+co sin(1) n-+co n—+oo

sin®n =0, ce qui est absurde puisque cos® n + sinn =1 pour tout n € N.

sinn R . PRSI . . N .
Le rayon de convergence de Z z" est le méme que celui de sa série dérivée a savoir Z sin(n + 1)z". On prouve comme a la question

précédente que ce rayon de convergence vaut 1.

nm
La suite (tan 7) est périodique donc bornée. Ainsi R > 1.

Pour tout n € N*, 1 < d,, < n. Le rayon de convergence de la série entiére Z z" vaut 1 donc R < 1. Le rayon de convergence de la série
Z nz" vaut également 1 donc R < 1. Finalement, R = 1.

La suite (a,,) est a valeurs dans [0, 9] donc bornée. Ainsi R > 1. De plus, la suite (a,,) ne converge pas vers 0 donc R < 1. En effet, si la
suite d’entiers (a,) convergeait vers 0, elle serait nulle a partir d’un certain rang. Par conséquent, 7t serait décimal et a fortiori rationnel, ce
qui n’est pas. Finalement, R = 1.

Solution 7

1. On applique le critere de d’Alembert «tel quel». Soit z € C*. Alors
Z(n+1? +oo silz|>1

— |Z|2n+1
no+oo |0 si|z] <1

zn?
Ainsi le rayon de convergence vaut 1.

2. On applique le critére de d’Alembert «tel quel». Soit z € C*. Alors

on+12m+1 S {+oo silz|>1

n>+oo [0 si|z] <1

2nz2"
Ainsi le rayon de convergence vaut 1.

3. On applique le critére de d’Alembert «tel quel». Soit z € C*. Alors

(n 4+ 1)"+1z30+D /(4 1)1
nhz3n/n!

1 " 3 3
=(14+ =) |z]°7 — e|z|
n n-+o0o

1
Ainsi le rayon de convergence vaute 3.
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Calcul de sommes de séries entieres

Solution 8

La série entiere Z x"*1 a un rayon de convergence égal a 1. Pour x €] — 1, 1[, notons S(x) sa somme. S est dérivable sur | — 1, 1[ et pour
n>0
E] - 1’ 1[7
S'(x)= D (n+1)x"

n>0

1 1
La somme a calculer est donc S’ (§> Or on a classiquement S(x) = f p et donc S'(x) = —x)2 pour x €] — 1, 1[. On en déduit

(1
D(n+1)37" =

n>0

Solution 9

Soit a € E. Puisque a est de limite nulle, la série entiere définissant f; est de rayon de convergence supérieur ou égal a 1.
+0o0
1 t
De plus, pour ¢ € [0, 1[ — = Z t" et le rayon de convergence de la série entiére Z t" vaut 1. Par produit de Cauchy, t — &)t est

=0
également développable en série entlere en 0, de rayon de convergence supérieur ou egal a 1 Plus précisément,

fa(t) R _~
vt € [0,1], th avec bn—Zak
k=0

Fixons x €]0, 1[. La série entiére Z b,t" converge uniformément sur le segment [0, x| puisque son raton de convergence est supérieur ou
égal a 1. On peut donc intervertir série et intégrale :

fa(t) S n _+°° ! " _+°° b,x"+!
/0. [ dt= | nZ::Obnt de= )’ i but" dt = ) o

n=0 n=0
puis
1 / O Z"" bu_
X, 1-t —,nt+1
b
En posant ¢,, = " _: T il suffit donc de montrer que ¢ € E i.e. que c est de limite nulle. Il s’agit d’une application du lemme de Césaro. On
b
sait que @, = 0(1) donc, par sommation de relation de comparaison, b,, = Z ay = o(n+1)etenfin, ¢, = —2 = o(1). Ceci
n—+00 k=0 n—+0o n+1 notoo

prouve bien que ¢ € E. On conclut en posant ¢(a) = c.
Solution 10

1. La suite de fonctions (tan") converge simplement vers la fonction nulle sur [0, t/4[. De plus, 0 < tan"¢t < 1 pour tout (n,t) €
N x [0,7t/4] et t — 1 est intégrable sur [0, 7t/4[. D’apres le théoréme de convergence dominée, (a,,) converge vers 0.

2. Soitn € N. Pour ¢ € [0,7/4], 0 < tan(t) < 1 donc tan™*(¢) < tan™(t). Par croissance de I'intégrale, a,.; < a,. La suite (a,) est
décroissante.
3. Rappelons que tan’ = 1 + tan? donc
T

4
ap +ayip = [ tan"(¢) tan’(¢) dt =
0

(k]

IS
—_

tan"+1(¢)
[ n+1 ]

Par décroissance de (a,,)

1
n+1 =an+an+2szansan+an—2=n_

1

On en déduitquea, ~ —.
q n no+oo 2N
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xn
4. Comme le rayon de convergence de la série entiere Z n vaut 1 (regle de d’Alembert), R = 1 en vertu de 1’équivalent de la question

précédente.

5. Soit x €] — 1, 1[. Puisque pour tout n € N, a,, + a4 =

ou encore

Or

Par conséquent

Solution 11

1
n+1’
+00 +00 xn+2
n+2
S a4 Y st = 3
n+1
n=0 n=0 n=0

xX2f(x) + f(x) —ag — a;x = —xIn(1 — x)

T
aO—Z

71
a [—ln(cost)](?:zlnz

T XIn2

flx)=2+—2

—xIn(1 —x)
1+ x2

T s £ N . . L2 T
Comme |cos (ni)) < 1 pour tout n € N, le rayon de convergence est supérieur ou égal a 1. Puisque la suite de terme général cos (n§> ne

converge pas vers 0, le rayon de convergence est inférieur ou égal a 1. Il vaut donc 1.

Pour les mémes raisons, le rayon de convergence de la série

T inm 1 1
:R 2 n :R( T ):
e(2e2x> “\1T-ix 1+ x2

Solution 12

fx)

inm

n=0

e 2 x" vaut 1. Ainsi pour x €] — 1,1],

1. C’est du cours. La série entiere Z (—1)"x2" a pour rayon de convergence 1 et pour somme

1)n 2n+1

neN

_1
1+ x2

. Par intégration, la série entiere

Z EDWT il a également pour rayon de convergence 1 et pour somme arctan(x), ce qui répond a la question.

neN

2. Une simple application de la régle de d’Alembert montre que le rayon de convergence vaut 1.

3. f estbien dérivable sur | — 1,1[ et pour x €] — 1, 1],

Par intégration par parties,

http://lgarcin.github.io

[ =

1k+12k
Z( )

x2k+1

fx)=fO)+ /x tarctan(t) dt
0

dt

o4 x?arctan(x) 1 [* ¢
B 1+12

2 2

2
x“arctan(x) x 1
= %n() -3 + 5 arctan(x)

Z (-1 2k + 1 = x arctan(x)
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4. Pour tout k € N* et tout x € [—1,1],
N
2k + 1)(2k — 1) = 4k2 —1

Or la série Z Tz 1 converge (équivalent + critére de Riemann) donc la série entiére définissant f converge normalement sur

keN*
[-1,1].

5. La convergence normale et donc uniforme sur [—1, 1] permet d’appliquer le théoréme d’interversion limite/série. Ainsi

z( 1)n+1 = hm fx)=

4n? —

#Iﬁ
l\)l»—*

Solution 13

1. Soit n € N. Par intégration par parties,

2 dt
[(2 + tz)"“] F2An 1)_/ (2 + 2)n+2

= S + 200+ D@ — 2050)

Par conséquent

4n+1)a,,; = 2n+1)a, + FTesy

puis
Gppy _ 2041 1
a, 4n+1) 4n+1)3n+laq,

Or pour t € [0,1]

1 > 1
(2 + 2)n+l = 3n+1
donc
> 1
an 2 3n+l

Par conséquent,
A(n+1)3"q, > 4(n+1)

de sorte que
lim L =
n—+oo 4(n + 1)3n+a,
puis
lim nt1 _ 1
n—+o0 Qdp 2
D’apres la regle de d’Alembert, le rayon de convergence de la série entiere Z a,x" vaut 2.

2. Notons f(x) la somme de cette série entiere.
Soit x €] — 2,2[. En reprenant la relation obtenue a la premiére question

+00 +0o0 +00 X"
4 Z (n+ Day 1 x" = Z 2n+ a,x" + Z EES)
n=0 n=0

n=0
ou encore .
4f'(x) = 2xf'(0) + () + 5
puis
1
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———— f(x) sur | — 2,2[ sont les fonctions x +>
( X) V2—x
alors la méthode de variation de la constante et on recherche une solution de I’équation différentielle

Les solutions de I’équation différentielle y' =

L1 1
R T T Ml Ty e

P(x)

2—Xx

de la forme x — avec ¢ dérivable sur | — 2, 2[ ce qui donne

%' (x) 1

Va—x 22-xB-x)

ou encore .

1 1
W2Z—xG-x) 22-x 1+V2—x
o(x) = —arctan(V 2 — x)

A arctan(y2 —Xx)
V2—x V2—x

¢'(x) =

On peut alors choisir

Les solutions de (E) sont donc les fonctions

X =

1 1 i arctan(\/E)
0) = = — —_ ] = —
JO=a V2 aretan (\/ 2) 22 V2

/2 — arctan(\/ZTX) _ 1 arctan(
N Va-x

donc

o) =

)

Solution 14

avec A € R. On applique

D’apres la regle de d’Alembert, le rayon de convergence vaut 1.
On effectue maintenant une décomposition en éléments simples :

n*t+an—1 _ 5
- =4 2—-—
n+2 n+2
Ainsi pour x €] — 1,0[U]0, 1],
2 n+2
n“+4n—-1_, 5 X
—X"=m+Dx"+x"- =
n+2 (n+1)x" + X2 n+2
La série géométrique Z x™ converge et
+o0o0 1
IR
n=0 -X

En considérant la dérivée de cette série géométrique

+00 1
nzzo(n + 1x" = Z nx"l = =T

Et en en considérant une primitive

too n42 to  p41 RS |
X X X
— n+2 — n+1 x+z_:n+1 n( X)X
n=0 n=1 n=0
Finalement,
+oo o
n+4n-1 1 1 5(In(1 — x) + x)
Vx €] —1,0[uU]o, 1], x" =
1= 1,0[uj0.1f nZ::() P O—x2 T0-% X2

1
La somme vaut -5 lorsque x = 0.
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Solution 15

1. D’apres la regle de d’Alembert, R = 1.

2. Soit x €]0, 1[. Alors

+00 2n+1
fx) = Tz:: n+1
On sait que
+0o
1 1 1 1
Vi €l-1L1], HZOM 1—u2_§<1+u+1—u)

Donc en primitivant cette série entiere

T y2n+l
1 14+u
Vu €l - 1.1], 22n+1=§]n<1—u)

car les deux termes sont nuls pour u = 0.

REMARQUE. Le lecteur aura reconnu en cette primitive la fonction argth (hors programme).

On en déduit que

e

Vx €]0,1[, f(x) =

(L)

Soit maintenant x €] — 1, 0[. Alors

too [ qan. o2
fx)= \/l_x Z ( 1)2’1\/3 = \/l_x arctan(y/—x)
—A n=0 -

Enfin, il est clair que f(0) = 1.
Solution 16

1. Le rayon de convergence de la série entiere Z nx" est le méme que celui de la série entiere Z x", c¢’est-a-dire 1.
+o00 +o0

Soit x €] —1, 1[. On sait que Z x" = donc par dérivation d’une série enticre Z nx
n=0 n=1

n-1 _

)2 puis z nx" x)2

2. Remarquons que Z 2nx*" = 22 n(x?)". D’aprés la question précédente, cette série converge si x2 < 11i.e. |x| < 1 et diverge si
x? > 1i.e.|x| > 1. On en déduit que le rayon de convergence vaut 1.
Toujours en utilisant la question précédente, pour x €] — 1, 1],

Z 2nx?" = 22 n(x>)" = —xz)z

3. Notons R le rayon de convergence de la série entiére. Si on pose a,, = 2n"1", (a,,) n’est pas bornée donc R < 1. De plus, 0 < a,, < 2n
et le rayon de convergence de la série entiere Z nx" vaut 1 donc R > 1. Finalement, R = 1.
Soit x €] —1, 1[. Comme la série enti¢re z a,x" converge absolument, on peut utiliser le théoréme de sommation par paquets séparer
les termes d’incices pairs et impairs :

+00 +00 2 +oo
(-D",2n _ 2(2n+1) 4
ZZn x”—Zzn_i_lx n +Z4nx”
n=0 n=1
D’une part, D’apres la question précédente,
4x4
Anx* =2 % 2n(x*)" = ———
nzl Z (1 — x4)2
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x2n+l

N2n+1

D’autre part, la série entiere a pour série dérivée Z x2". En notant S sa somme, on a donc

neN

l\)l’—‘

+co0 1
S'(x)= ), x* = =
= 1—x2

Comme S(0) = 0, on obtient en primitivant,

1 1 1+x
S00) = 5 (In(1 + ) — In(1 - x)) = E1n<1 h x)

Finalement,

+00 2

2 202n+1) _ 2y _ 1+x

2 1" =280 =M\ {53

n=0
puis

T 2 4
z 2n(-D"x21n = In 1+x + Ax
1—x) T =y

Etude au bord du disque de convergence

Solution 17

1 1 u
1. On sait que u, = sin (— ~ —donc lim 2 =1.Le rayon de convergence de Z u,x" vaut donc 1 d’apres la régle de

ﬁ) n—+00 ﬁ n—->+co Uy neN*
d’Alembert.

. 1 PR . 1 . ,
2. Puisque u,, ~ — etque la série a termes positifs Z — diverge, Z u,, diverge. Il n’y a donc pas convergence en 1.
nTre gn neN* V1 neNs=
Comme sin est croissante sur [0, 1], la suite (u,,) est décroissante. De plus, elle converge vers 0. Le critére spécial des séries alternées
permet d’affirmer que la série Z (—=1)"u,, converge. Il y a donc convergence en —1.
neN*

3. Premiére méthode. La fonction sin est concave sur [0, 1]. On en déduit que sin(x) > sin(1)x pour x € [0, 1]. Par conséquent, pour
€ [0,1],

f(x) > sin(1) Zo‘j > sin(1) Z = = —sin(1)In(1 — x)

x"
On en déduit par minoration que lim f(x) = +o0.
n—+oo

Deuxiéme méthode. Les fonctions x +— sin (—) x" sont croissantes sur [0, 1[. Ainsi f est-elle également croissante sur [0, 1[.
n

Notamment elle admet une limite ¢ € R U {+o0} en 17. Fixons N € N*. Comme les f,, sont positives sur [0, 1],

N
Vx € [0,1], ()= D) ful®)

n=1

Les deux membres admettant une limite lorsque x tend vers 1~ (le deuxieéme membre est une somme finie), on obtient par passage a la
limite : N

La série a termes positifs Z — diverge vers +o0 donc, en faisant tendre N vers +o0, on obtient £ > +o0 i.e. £ = +00.
n

<||

4. Pour x € [0,1],
+o0 +o0 +o00
1-x)f(x)= Z Uy x" — Z U, X" =y x + Z(un — Upy_p)x"
n=1 n=1 n=2
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Premiére méthode. Pour x € [0, 1],
[(up — up—1)x"| < up_y —uy,

Comme la série télescopique Z U,_; — U, converge, la série de fonctions de terme genéral x — (u, —u,,_;)x" converge normalement
et donc uniformément sur [0, 1]. On peut alors appliquer le théoréme d’interversion limite série

+o0 +o00 +o0
lim U, — Uy_1)X" = lim (U, —up_ X" = > u, —u,_; =-u
x—»l-Z( n n 1) Zx—»l-( n n 1) Z n n-1 1
n=2 n=2 n=2
On en déduit que lim (1 — x)f(x) = 0. Deuxiéme méthode. La série entiére Z(un — U,_1)x"™ admet un rayon de convergence
x—-1-

supérieur ou égal a 1 puisque (u,, — u,,_;) est convergente (vers 0) donc bornée (on peut méme montrer que le rayon de convergence
vaut exactement 1). De plus, la série télescopique Z u, — U,_; converge puisque la suite (u,,) converge. On peut alors appliquer le
théoréme de convergence radial d’Abel pour affirmer que

+o00

+0o0
lim Z(un —Up_)x" = Z Up —Up1 = —U
n=2

x—1- n=2

On en déduit que linll 1 -x)f(x)=0.
X—=>1=

Solution 18

1. Remarquons que #, est la somme partielle d’une série de Riemann.
* Sif > 1, (r,) converge vers un réel strictement positif donc (b,,) également. On en déduit que R = 1.

* Si 8 = 1, on montre par comparaison série/intégrale que ,, ~ In(n)i.e. b,
n—+oo
R=1.

~ ——. Le critere de d’Alembert montre que
n—+oo ln(n)

1-8
. N . e ez n . _ . s
* Si B < 1, on montre a nouveau par comparaison série/intégrale que , ~ - ie. b, ~ (1—pmPL Le critere de
n—+oco - n—+oo

d’Alembert montre a nouveau que R = 1.
2. Etudions maintenant la convergence en 1.

» Sif > 1, (b,) ne converge pas vers 0 donc Z b,, diverge grossiérement.

. 1 | .
e Sif=1,b, o ) dong, a fortiori, n s o(b,,) de sorte que Z b,, diverge.

*Sig<1,b, ~ B donc Z b,, converge si et seulement si 1 —f3 > 1i.e. f <O.
n-+oo nl—ﬁ

Pour récapituler, Z b, converge si et seulement si 3 < 0.
Etudions maintenant la convergence en —1.

* Supposons 3 > 1. La suite (b,,) converge alors vers un réel strictement positif. La suite ((—1)"b,,) ne tend donc pas vers 0 et la
série Z(—l)"bn diverge grossiérement.

* Supposons 8 < 1. La suite (,) croit vers +oo donc la suite (b,,) décroit vers 0. Le critére des séries alternées assure la convergence
de la série Z(—l)”bn.

Solution 19

1. On montre aisément par récurrence que (a,,) est strictement positive. Une étude de fonction montre également que la fonction f: x €
] —=1,+o00[~ In(1 + x) — x est négative. On en déduit que (a,) est décroissante. Le théoréme de la limite monotone permet alors
d’affirmer que (a,,) converge vers ¢ € R,. Par continuité de x — In(1 + x), ¢ = In(1 + €). L’étude de f montre qu’elle ne s’annule
qu’en 0 de sorte que € = 0.

On en déduit que a,,; =In(1 +a,) ~ a, donc le rayon de convergence de Z a, vaut 1 d’apres la regle de d’Alembert.
n

—+00
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2. On a vu dans la question précédente que (a,,) était décroissante et convergeait vers 0. D’apres le critere spécial des séries alternées, la
série Z(—l)”an converge.
On va maintenant calculer un équivalent de a,. Comme (a,,) converge vers 0,

1 1
aps1 = In(1 + an) = a,—=a3+o0(a?) = a, (1 - —a, + o(an))
—4+00 2 n—>+o0o 2
Par conséquent,

1 1 1 1
Ap41 a, n—>_+oo ( 1 a

a,(1-— San + o(a,) n
1 1

note g (1 — lan + O(an)> a,

(1 + 5an + o(a,,)> — ai

n

+0(1)

S

1

¥

8
l\)lb—'l\)lf—‘ sa|,_.

n—+oo

Par sommation de relation d’équivalence pour des séries a termes positifs divergentes,

1 _1
Zz

k=0 Ayl ak n—+o0o

n—1

On en déduit que a,, ~ - puis que la série z a, diverge par comparaison a une série de Riemann.
n—+o0o

Solution 20

1. Pour tout entier n > 2,

|(-1)""'In(n+1)] In(n+1) _ In(1 + 1/n) 1
(=DrIn(m)| () In(n)  noveo
D’apre la regle de d’Alembert, le rayon de convergence de la série entiere Z (=)™ In(n)x" vaut 1.
n>1
2. Soitx €] — 1, 1].
+o00 +o0
1+ x)S(x) = Z(—l)" In(n)x" + Z (=)™ In(n)x"*!
n=1 n=1
+00
= Z (=) In(n + 1)x"*! — Z (=1)" ! In(n)x" 1 par changement d’indice et car In(1) = 0

n=1 =

+0o0 1
— Z(_l)n+1 In (1 + _) xh+l
n=1 n
On en déduit que

1 - n+l 1 n+l
vx €] - L1 S(x) = 5= 2 (1) 1n(1 + E)x
n=1

. . . . (o2 1 1
3. Premiere méthode. Soit x € [0, 1]. La suite de terme général In <1 + n) n+1 décroit vers 0 donc la série Z( 1)"*11n (1 + ) n+l
n>1
vérifie le critere spécial des séries alternées. Elle converge et on peut majorer son reste en valeur absolue

= 1 1 1
3 (~1)¢*1In (1 + —)xk+1 )x"+2 < (1 + —)
el k 1 n+1

Vn € N*,

Sln(
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1
Le reste converge donc uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1]. La série entiére Z( 1)"*l1n (1 + ) "+1 converge donc
n>1
uniformément sur [0, 1] : elle est donc continue sur [0, 1]. En particulier, elle est continue en 1 de sorte que

+00 too 1
li 1 n+11 (1 ) n+l _ -1 n+11 (1 _>
x1_rg Z( Y *in(1+ = nzl( Y in(1+ "

1 1
Deuxiéme méthode. Comme la suite (ln (1 + ﬁ)) est décroissante de limite nulle, la série Z:(—l)"+1 In <1 + ﬁ) converge en vertu

du critere spécial des séries alternées. Le rayon de convergence de la série entiere Z (=1)"11n (1 + ﬁ) x" vaut 1 (utiliser la régle

de d’Alembert par exemple). D apres le théoréme de convergence radiale d’Abel,

x—1

i S crnfue D= St
n=1

1 1
Comme lim —— = =, on en déduit par produit que
x~114+x 2

1S 1
li [ -1 n+1] <1 _)
s = 3 i1+

N
1
4. Posons Sy = Z( 1)"1n (1 + ) On sait déja que (Sy) converge. Pour déterminer sa limite, il suffit donc de déterminer la limite de

)
SN = ZzN:(—u" In (1 + %)
( ) Z 1n(1 +
1“(2n2: 1) _l“<2n2ﬁ 1)

In(2n + 1) + In(2n — 1) — 21n(2n)

[
+
|

I
sz

=)

S
1l
—_

I
M=z

S
I
—_

I
Mz

S
Il
-

N N
=In2N+1)+2 ) In(2n—1)—2 ) In(2n)
n=1 n=1
2N

=In2N+1)+2 ) In(n) — 4 Z In(2n)

n=1 n=1
= In(2N + 1) + 2In((2N)!) — 4N In(2) — 4 In(N!)

_1 (2N + 1)((2N)H?
B “( 2 N(ND? )

D’apres la formule de Stirling,

V27N - NN . =N

N-+co

donc
(2N))?2  ~ 47RN(2N)*Ne—4N
N-+o0

(N|)4 ~ 4T[2N2N4N€_4N

N-+co

de sorte que
(2N + 1)((2N)1)?
NN

2
— =z
—) T[
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Ainsi

+00 1 2

Z(—l)” ln(l + —) = lim S,ny = 1n< )

=1 n —+00 7T
puis

. 1 2\ n
lim () = 3 n () = 1“<\ﬁ>
Solution 21

1. On prouve aisément par récurrence que (a,,) est strictement positive. De plus, un argument de concavité montre que In(1 + x) < x pour
tout x €] — 1, +o0[ : la suite (a,) est donc décroissante. D’apres le théoréme de convergence monotone, (a,,) converge vers € € R,.
Par continuité de f: x — In(1 + x), In(1 + €) = €. Une étude rapide de x — In(1 + x) — x montre que 0 est I’'unique point fixe de f.
Alnsi € = 0.

2. Comme (a,) converge vers 0, In(1 + a,) ~ a,.

n—+o0o

Apy1
an

a

A, n-o+oo

D’apres la regle de d’Alembert, le rayon de convergence de la série entiere Z a,z" vaut 1.

3. Il s’agit d’étudier la convergence en —1 et 1.
La série Z(—l)"an vérifie le critere spécial des séries alternées car (a,,) est décroissante de limite nulle : cette série converge.

Remarquons que

ax 2 an
ln(l + an) = a,— 7 + O(Gn) = au (1 — 7 + O(an))
n—+0o0 n—+o0o
Par conséquent
1 1 1 1 1 1
= ——g <1+—+O(an)) = —+=+40(1)
Apy1 n—o+oo an 1— 24 O(an) a, 2 n-+oo Ay 2

—a 5 Or la série Z 5 diverge. Par sommation de relation d’équivalence pour des séries a termes positifs

An+1 p n-+oo
divergentes, on obtient

Ainsi

- ~ 1
Z_: Ale+1 ak n—>+m25

Oou encore
1 1 n
a, ag n-+o 2

Ainsi
puis

On en déduit que la série Z a, diverge par critére de Riemann.
+00

Le domaine de définition de x € R +— Z a,x" estdonc | —1,1].
n=0

Solution 22

="
2n+1

+0o0
(=1)"x" (=Dnx"
ETESE a pour rayon de convergence 1. De plus, Z ETERE

n=
converge d’apres le critere spécial des séries alternées. Le théoréme d’Abel radial permet alors d’affirmer que

La série entiere z = arctan x pour tout x €] — 1,1[. Enfin, Z

+o00
(G VA
=1 1 = —
nzzo 31~ Jim arctan(x)

http://lgarcin.github.io 12
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Solution 23

D’aprés 1’énoncé, les séries entieres 2 a,x", 2 b,x" et 2 b, x" ont un rayon de convergence supérieur ou égal a 1. Notons A(x), B(x) et
C(x) leurs sommes respectives.

Comme Z ay, Z b, et Z ¢, convergent, le théoreme de convergence radiale d’Abel assure que
neN neN neN

+o00 +o00 +00
lim A(x) = a lim B(x) = b lim C(x) = c
lim AG) = ) a, lim B(x) = ) b, lim C(x) = ) o
n=0 n=0 n=0
REMARQUE. Il n’y a méme pas besoin du théoréeme de convergence radiale d’Abel si le rayon de convergence de la série entiere considérée
est strictement supérieur a 1 puisqu’on sait alors qu’on a continuité de la somme sur le disque ouvert de convergence et donc en 1.
Le théoréme sur les produits de Cauchy pour les séries entieres assure lui que
Vx €] - 1,1[, A(x)B(x) = C(x)
On en déduit donc que
lim A(x)B(x) = lim C(x)
x—-1- x—-1-
et donc
+00 +00 +0o0
n=0 n=0 n=0
Solution 24

g eine

1. La série entiere Z a le méme rayon de convergence que la série Z r"ei"® Cette derniére série est une série géométrique de

n,ind
raison re'®. Elle ne converge que si |rel®| =

|[r] < 1. On en déduit que le rayon de convergence de la série entiére vaut 1.

Ainsi g est définie sur | — 1, 1[.
De plus, g est dérivable sur | — 1, 1[ en tant que somme d’une série entiére de rayon de convergence 1 et pour tour r €] — 1, 1].

g’(r) z pn-1 me _ ele Z r eme

16
1—rei®
2. Pourtoutr €] — 1, 1],

e®(1—re® el® —r B r—cos® v sin ©
(1—rei®)(1—re=i®) ~ r2—2rcos®+1  r2—2rcos®+1  (r—cos0)?+sin®0

g =

Comme g(0) = 0, on en déduit que
1, . rsin©
g(r) = 5 In(r* —2rcos®+1) + larctan<1 — rcos@)

n
3. On applique une transformation d’Abel. En posant S,, = Z e'*8 (on convient que S, = 0),

=~
Il
—_
=
Il
—_

Il
M=
=l
|
M=
w2
w‘?
L

k=1 k=1

k:lk k=1k+1

S, = 1 1
n+1+k§Sk E_k+1>
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Comme 6 €]0, 27, ei® # 1 et un calcul classique montre que

S - e®ein® —1) e sin(n6/2)
nToel®—1 sin(6/2)
S
On en déduit notamment que la suite S,, est bornée. Ainsi la suite de terme général —2— converge (vers 0). De plus, —2— =
n+1 nn+1) no+eo
O( 1 )donc la sér'ez Sn converge. La suite de ses sommes partielles, a savoir la suite de terme général Zn: Sk converge
= i ———— converge. ui i , & savoi ui ———— convi
n2 n(n+1) g P & &kl + D) g
n ke oin®
donc. La transformation d’Abel effectuée plus haut montre que la suite de terme général 2 —§_ converge i.e. la série Z —, converge.
k=1

4. D’apres la question précédente, on peut appliquer le théoréme de convergence radiale d’Abel :

+o eind
Z = lim g(r)
=1 r—1-

1 . sin ©
=—3 In(2(1 — cos 0)) + iarctan <—1 o8 6)

. © 0
1 0 2sin - cos —
.2 . 2

= —Eln <4sm §)+larctan

2 sin? °
2
0
0 cos =
= —ln(2 sin —) + iarctan 2
2 E
sin =
2
= 1n(2 sin e) + iarctan (tan(7t 9))
B 2 2 2
S mT—0
=—In(2sin= ) +1i
n( sin 2) +1 >
car & S] c ] T T
2 2 27201
Solution 25
(=" (=1)nx3n+1
La série Z converge en vertu du critere spécial des séries alternées. Considérons la série enticre Z —~+———. Par laregle de
3n+1 = B3n+l
d’Alembert, le rayon de convergence de cette série entiere vaut 1. Notons S(x) sa somme. S est dérivable sur | — 1,1[ et pour x €] — 1,1],
+o00
1
! — 3 _ 2 oy 212 .
S'(x) = nz_;)(—l)”x "= Tt Par décomposition en éléments simples,
1 2—x 1 1 1 2x —1 1 1
Vx €]-1,1[, S'(x) = s =5+ =

3+D T302—x+D) 3 x+1 6 P-x+1 2 ¥—x+1
Puisque S(0) = 0,

1 1 1 2x—1 1
v —1,1[, S(x) = = In(1 — ~In(x? - D+ — tan [ —
x €] [, S(x) 3 n(1 + x) c n(x*—x+ )+\/§[arctan( )+arc an(\/_)]

\3 3

D’apres le théoreme de convergence radiale d’Abel

+o0 _1\n
Z D) = lim S(x) = 1 In(2) + = arctan L= lln2 + ™3
3n+1  x-1- 3 \/g \/_

n=0

Solution 26

- =n" e - . . A (=Dt

La série Z Il converge en vertu du critere spécial des séries alternées. Considérons la série entiere Z ot
n n

neN

rayon de convergence de cette série entiere vaut 1 et que sa somme est arctan x. D’apres le théoreme de convergence radiale d’Abel :

. On sait que le

+00 (_1)n
Z 2n+1

n=0

b1
= lim arctan(x) = =
x—=1- 4
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Equations différentielles

Solution 27

1. arcsin est de classe C* sur | —1, 1| & valeurs dans R et sh est de classe C* sur R donc f est de classe €* sur | — 1, 1[ par composition.

De plus,
1
Vx €] -1,1[, f'(x) = ——— ch(arcsin x)
(1 —x2)2
puis
" 1 . X . 1 X ,
Vx €e]-1,1[, f"(x) = sh(arcsin x) + ————— ch(arcsinx) = —— f(x) + —— f'(x)
1—x2 3 1—x2 1—x2
(1-x2)2
ou encore
Vx €]l =11 A =x)f"(x) = xf'(x) - f(x) =0
+0o0
2. Supposons que f soit développable en série entiére sur | — 1, 1[ et notons f(x) = Z a,x". D’apres ’équation différentielle vérifiée
n=0
par f,
+o00 +o00 +o00 +00
Vx €] -1,1], Z (n+2)(n+ Day,x" — Z n(n—1)a,x" — Z na,x" — Z ax"=0
n=0 n=0 n=0 n=0
ou encore
+00
vx €] -1,1[, Z [(n+2)(n+ Dayy, — (B2 +Da,|x" =0
n=0
Par unicité du développement en série enticre,
n?+1
Vn eN, =
TES e T G D+ )
Oray = f(0)=1eta; = f'(0) =1 donc
VneN, a,, =0
n
[@k-1)2+1
Vn S N, a2n+1 = Hk_l[ ]
2n+1)!
", [k — 172 +1]
Réciproquement, le rayon de convergence de la série enticre Z = n+ ) x2"*1 vaut bien 1 (régle de d’Alembert) et, en

neN
reprenant le raisonnement précédent en sens inverse, sa somme est bien solution sur | — 1, 1] du probléme de Cauchy

A=x)y" —xy'—=y=0
y(0)=0
y'(0) =1
Par unicité de la solution de ce probleéme de Cauchy,

HZ=1 [(2k —1)? +1]
Cn+1)! x

2n+1

Vx €] -1,1[, f(x) =

Solution 28

1. On sait que x — arcsin x et x —» ——— sont développables en séries entieres et que le rayon de convergence de ces développements
1—x2
en séries entieres vaut 1. Par produit de Cauchy, f est développable en série entiere et le rayon de convergence de ce développement
en série entiere est au moins égal a 1.
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2. On constate que f est dérivable sur | — 1, 1] et que

1 X arcsin x

Vx €] -1,1[, f'(x) = >
1—x2 (1 - x2)3

ou encore
Vx €] -1,1[, A —x*)f'(x) —xf(x) =1

3. Comme f est développable en série entiére sur | — 1, 1[, il existe donc (a,,) € RN tel que

Vx €] -1,1[, f(x) = Zo:o a,x"
n=0

En reportant dans I’équation différentielle précédente, on obtient :

+0o0 +o0 +oo
Z(n + Day X" — Z(n —Da,_x" — Z ap X" =1
n=0 n=1 n=1
ou encore +oo
a; + Z [(m+Day, —na,_]1x" =1
n=1

Par unicité du développement en série entiere, a; = 1 et

vYneN*, (n+ 1a, —na,_, =0

Notamment,
2n
VneN, ayy = Zn—_'_laZH—l
On en déduit que
2"(n!)?
VneN, a, = m

par ailleurs, ag = f(0) = 0 donc a,, = 0 pour tout n € N.

4. 1l est classique de montrer que
1 +00 on
Vx €]l-1,1[, —— = E x2n

V1—x2 »noo

. N S 1
Comme arcsin est I'unique primitive de x » ——— nulle en 0,
1—x2

2n+1\n

+00
1 2n
Vx €] —1,1], arcsinx = Z ( )x2”+1
n=0

Par produit de Cauchy,

+00 n k — 2k
Vx €] -1,1[, f(x) = Z (z 2k;+1<2k)(22—i >>x2n+l

n=0 \k=0
puis, par unicité du développement en série entiere :

n
1 2k\ (2n — 2k 2"(n!)?
e, kzz;)zkﬂ(k)( n—k )_ @n+ D!

Solution 29
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1
1. Posons a,, = ——. On utilise la regle de d’Alembert

)

tn _ G _ 1?2 1
a, (2::12) 2n+2)2n+1) noro 4
Le rayon de convergence est donc 4.
2. Soit x €] — 4,4[.
+0o0 +o0o
x(x = 4)S'(x) + (x +2)S(x) = x(x —4) D’ na,x" 1+ (x+2) Y apx"
n=0 n=0

+oo +0oo +0oo +o00
= > na, X" =43 na,x + ) apx™ 42 ) anx”
n=0 n=0 n=0 n=0
+oo +o00 +o0 +o00
= Z(n —Da,_x"—4 Z na,x" + Z Ap_1x"+2 Z a,x"
n=1 n=0 n=1 n=0

+o0

=2a, + Z [na,—; — (4n —2)a,]

n=1

2n 2n—1 2n—1 2n— -2
n( >=2n< )=2n< ):2(2;1—1)( )
n n—1 n n—1

x(x —4)S'"(x) + (x +2)S(x) =2

Or a, = 1 et pour tout n € N*,

i.e. na,_; = (4n — 2)a,. Ainsi

3. Sur ]0,4[, I’équation différentielle équivaut a

'y xX+2 2
Y x(x—4)y_x(x—4)

L’équation différentielle homogene (Ep) associée a (€) est donc

- x+2 2
Y x(x—4)y_x(x—4)

Tout d’abord
x+2 3 1

x(x—4) =2()5—4)_3

On en déduit que les solutions de I’équation homogene sur ]0, 4[ sont les fonctions

o X
(Va—xp

X

avec A € R.
4. Calcul laborieux mais sans dificulté.

5. On emploie alors la méthode de variation de la constante pour trouver une solution particulere de (€). On recherche une solution de la

WENE:

avec A dérivable sur ]0, 4. On aboutit a la condition
V(@4 —x)3

forme x —

)L’(x)ﬁ _ 2
V@ —x)3 x(x —4)
ou encore
V(x) = —2V4—x

xy/x
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D’apres la question précédente, on peut donc choisir

Ax) =44/ a-x —4arctan<\ / 4—x>
x X

Une solution particuliere de (&) sur ]0, 4] est donc

4 4/x < 4— x)
X > —_ arctan
4—-—x /(4 — x)3 X

Il existe donc A € R tel que

- A
Vx €]0,4[, S(x)=4fx—\/%arctan( 4xx)+(\/4T\/}x)3

La continuité de S en 0 ne donne aucune condition sur A. On considere donc la dérivabilité de S en 0.

S(x)—S(0) 1 1 4—x
~—0 —4_x+ﬁm<k—4arctan( < ))

Puisque ce taux de variation admet une limite finie en O et que lim arctan = 5sona nécessairement A = 27t. Ainsi
+00

4 4/x 4—x 2my/x
Vx €]0,4[, S(x) = = Ta arctan( " )+ =

6. Notamment

4 2 4 2
——arctan(\/§)+—n=§+—n

27 V27 93

c=S5(1)=

SN

Solution 30

1. Une récurrence double montre que (a,,) est positive. On en déduit que a,_,, > a,,; pour tout n € N. Par ailleurs, a; > a, donc (a,)
est croissante.

aVl . el
et la série a termes positifs
n+2 - n+2 p EN

a1 diverge également vers +oo i.e. la suite (a,,) diverge vers +oo.

Ensuite, a,,,, — ay41 = diverge vers +oo donc la série télescopique Z Apyr —

2. La suite (a,,) est strictement positive et

a a 1
VneN, 22 =14 1.
An41 An41 n+2

Mais comme (a,,) est croissante et positive

a
VneN, 1< 22 <1+
Api1 n+2

L1 . a
On en déduit que lim 2 — e rayon de convergence de Z a,x" vaut donc 1.
n—+oo Apyq
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3. Soitx €] — 1, 1]. Alors

+00
S(x) = Z a,x"
n=0
+0oo

=ap+ax+ Z a,x"
n=2
+00
=1+x+ Z Ay X2
n=0
+o0

=14+x+ Y a, X"+ x"t+2
nZ:o n+l Z:n+2

a
=1+x+x ), a,x" —1_xn+2
+x+ E n +§ 42
_1+x+x(S(x)—1)+§ An_yn+2

n0+2

S est de classe C* sur | — 1, 1] en tant que somme de série entiere. En dérivant la relation précédente, on obtient

+oo
S'(x) = S(x) + xS'(x) + Z @, x"*! = S(x) + xS'(x) + xS(x)
n=0
ou encore
1 =x)S(x) =1+ x)S(x)
oo 1+x 2 S
Comme une primitive de x — T + T—% sur | —1,1[ est x = —x — 2In(1 — x), il existe A € R tel que

—x

Vx €] -1,1[, S(x) =

( — x)?
OrS(0) =ay=1doncA =1et
e—x
Vx E] -1, 1[, S(X) = m

4. Pour tout x € R,

!
= nl
et pour tout x €] — 1, 1],
+0o0
nx" 1 = n+ 1)x"
- et = e

Par produit de Cauchy

n n n—1
vneN, g, =Y (_1)k(”k—'_k+1)=n2 (—1)k+2 (—1)k+2 (—1)k
k=0 ' k=0 k=0

, (- 1)k 1 n
C 1 déduit ~ =
omme 1m Z e , ONn en de ui que a, P

n—>+oo k=0 k' n—+00

Produit de Cauchy

Solution 31

n
‘.: . . - -5 X s s
La série enticre Z H,,x" est le produit de Cauchy des séries entieres Z x" et Z —. Comme ces deux séries entieres ont pour rayon
neN* neN neN*
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de convergence 1, le rayon de convergence de Z H,,x" est supérieur ou égal a 1. De plus, (H,,) ne converge pas vers 0 donc le rayon de

neN*
convergence est inférieur ou égal a 1 : il vaut donc 1. Enfin, pour tout x €] — 1, 1],

= 2 xn In(1 —x)
2 e =(50) (5 %) -5

Solution 32

1. On a par produit de Cauchy,

+00 2 4o
Vx €] - R,R][, <Z unx”) = Z Upp1Xp
n=0 n=0
et donc en mutipliant par x :
Vx €] — R, R[, xS(x)? = Z Upp XM = Z u,x" = S(x) -1

ou encore
Vx €] - R,R[, xS(x)>—=S(x)+1=0

On en déduit que S(0) = 1 et que si x # 0, S(x) est solution de 1’équation du second degré xY? —Y + 1 = 0 et donc

‘ ATTENTION! A priori, le signe dépend de x.
Il existe donc € : | — R, R[\{0} —» {—1, 1} telle que

Vx €] — R, R[\{0}, S(x) =

1+e(x)V1—4x
2x

On en déduit que
2xS(x)—1

V1 -—4x

Comme S est continue sur | — R, R[, € peut se prolonger en une fonction continue sur | — R, R[. Ainsi € est continue sur I’intervalle
] = R,R[, €(0) = —1 et € est a valeurs dans {—1,1}. D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, € est constante égale 2 —1 sur

] —R,R][. Ainsi
R,RI\(0), S(x) = —— =+

Vx €] — R, R[\{0}, &(x) =

Vx €] —

2. Classiquement,

+00
Viel-L1[ Vi—-t=Q1-02 =) <1r/lz>(—1)"t”

n=0

1/2
avec| | = 1 et pour n € N*

12\ 157 /1 (i 1\ (=1 1i (=Dt (2n-2)
(n>‘HkH(§_k)‘ 2n! H("‘z)‘ 21! H(Zk T T2nal 2n-l(n—1)

Ainsi oo
(2n—2)!
viel|-1,1[, V1—-t=1— S il
] [ nZ=:1 22n-lpl(n — 1)!

n
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puis
(2n—2)! 2)'
A -1,1 1-4t=1-

x€l-11[ V Z PN

On en déduit que
(2n — 2)' (2n)'
vVx e]l-11[, S —_— x"
x €] [ SG) = nzl n!(n — 1)' z (n + 1)'n'
Par unicité du développement en série enticre
(2n)! 1 (2n
A N, = =
mEN, Un m+Dn!  n+1

1
3. On ne peut pas utiliser le résultat de la question précédente puisqu’on a justement supposé R = i (en fait R > 0) pour le montrer.

1

Néanmoins, on peut en quelque sorte faire le raisonnement précédent «a I’envers». Posons donc v,, = ol

2n
( " ) D’apres la regle

d’Alembert, la série entiere Z v,x™ a pour rayon de convergence 1 et, si on note T(x) sa somme, T(0) = 1 et, d’apres les calculs

1—41—-4x

2x

précédents,

Vx €] — 1/4,1/4[\{0}, T(x) =

On en déduit que
Vx €] —1/4,1/4, xT(x)> = T(x)+1=0

puis que vy = 1et
VneN, v, = Z UrUn—k

Par récurrence, u,, = v,, pour tout n € N. La série enticre Z u,x" a donc bien un rayon de convergence égal a 1/4.

Solution 33

1. On note A, I’ensemble des involutions de [1, n]|, B,, I’ensemble des involutions de [[1, n] fixant n et €, ’ensemble des involutions
de [[1, n]] ne fixant pas n. Se donner un élément de B,, consiste a se donner une involution de [[1,n — 1]). Ainsi card B,, = I,,_;. Se
donner un élément de C,, consiste a choisir I’image k de n dans [[1,n — 1] (n — 1 possibilités). L’image de k est & alors nécessairement
n et il reste a se donner une permutation de I’ensemble [[1, n] \ {n, k} qui est de cardinal n — 2. Ainsi card €, = (n — 1)I,,_,. Comme
A, =B,UC,, 1, =1,_;+1,_,.

I
2. Toute involution de [[1, n] est une permutation de [[1,n]] donc 0 < I, < nlie.0 < ;’: < 1. On en déduit que le rayon de convergence
de la série entiere Z pris est supérieur ou égal a 1.

3. Soitx €] —1,1].

, +00 In .
Sx) =) -1 !

—Z x+2 P = (14 0S(x)
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2
b
Comme x — x + > est une primitivede x —» 1+ x et S(0) =1, =1,

x2 xz
Vx €] -1,1[, S(x) =7 =e¥e?

D’une part,
+00 _p
. x
¢ = “ n!
et d’autre part
x72 B +00 x2n
¢ = ng() 2np)
On peut également écrire
x_2 +0o0 . Ay = 1
ez = Z a,x" avec 2"n!
n=0 Azp41 =0
+00
donc par produit de Cauchy, S(x) = Z ¢, x™ avec
n=0

n 1 1 1
Cn = kZ::O =%~ 2 (n—2k) 2k = 2 (n — 2k)12Kk!

0<2k<n 0<2k<n
Par unicité du développement en série entiere

nl (2k)!(31)
I, = nle, = S — %)
N Y e I . S;;Sn 2k

0<2k<n

Solution 34

1. 0<agg<lcargy=1.
Soit n € N. Supposons que pour tout entier k € [[0,n]], 0 < a < 1. Alors pour tout k € [[0, n],

0 < 1 1
n—k+2 72
et, puisque 0 < a; <1
ay aj 1
< =<z
O<n—k+2_ 2 T2
Par conséquent,
n
a 1 n+1
0< ), <> ==
cn-—k+27 Z2 2

et enfin

A fortiori, 0 < a1 < 1.
Par récurrence forte : ‘ vn eN, a, €]0,1]. ‘

2. Comme Vn € N, 0 < a, <1, le rayon de convergence de Z a,,x" est supérieur ou égal a celui de la série entiere géométrique Z x",
qui vaut 1.

Le rayon de convergence de Z a,x" est supérieur ou égal a 1.

3. a. On applique la regle de d’Alembert :
lim 1/(n+3)
n—c 1/(n+2)

vaut 1.

xn
Le rayon de convergence de Z p——
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b. On en déduit que :

xn
’ Zn+2

xn
’ Z:n+2

1
Par ailleurs, pour x =1, Z P

converge lorsque |x| < 1,

diverge lorsque |x| > 1.

diverge (série harmonique).

converge d’apres le critere spécial des séries alternées ((n—+2) tend vers 0 en décroissant).

(="
Pour x = —1,
Z n+2
+o0 n
. X . P
Par conséquent, | x — Z est uniquement définie sur [—1, 1[.
—nt2

rayons de convergence. Comme ce minimum vaut 1,

Z w,, X" a un rayon de convergence supérieur ou égal a 1

n
VneEN, w, =y —F—
k=0n+2—k

Par conséquent,

. Le rayon de convergence de la série entiere produit de Cauchy de deux séries entieres est supérieur ou égal au minimum des deux

et,

a
k= (n+ Dapy

‘Vn eN, w,=m+Da,, ‘

. D’apres la question précédente,

n+2

Vx €] -1,1], f(x)(z

Par conséquent,

+00 +00
) Z wy,x" Z(n + a1 x" = Z na,x" 1 = f'(x)
n=0 n=1

+o0 n
X
vx €] —1,1[, f(x) =
rel-1al £ = (3 755
4. Pour tout n € N*, a,, > 0 et ayg = 1 donc
+0o0
Vx € [0,1], f(x) = Z a,x">a;=1>0
n=0
De plus,
fx) & x"
Vx € [0,1], =
fx) nZ::On+2

Or Inof est une primitive de f’/f sur [0, 1[ donc on obtient par primitivation terme a terme d’une série entiére

Vx € [0,1], Inof(x) =

Comme f(0) = a, = 1. On obtient finalement

Inof(0) +

Z (n+ 1)(n+2)

Vx € [0,1], Inof(x) =

Z (n + 1)(n +2)

5. On rappelle que

+o0
Vx €] -11[, nA+x) = )] D™ X"
n=1

de sorte que

vx €] - 1,1[, —In(1 — x) =

http://lgarcin.github.io 23

Vl—lx}’l

n

+00
S
n=1 n


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

On utilise alors 1’indication de 1’énoncé.

n+1

Z (n+ D(n+2)

+oo +0o0
xn+1 xn+1

Vx €]0,1[, Inof(x) =

n=0n+1 0n+2

+o00 +o00
_an 1 x"

n:ln xn=2n

“in(1 = x) — %(—ln(l—x)—x)

x+(1—x)In(1—x)
X

Par conséquent,

Vx €]0,1[, f(x) =e(1 — x)i‘1 et f(0)=e® =1

Nl'—‘

+00 +oo
1
€ [0,1] donCZan( ) converge et Z % =f(§) = %. Z 2—" ==
n=0 n=0

Développements en série entiere

Solution 35

1
1. Posons q = card K et notons , I’ensemble des polyndmes irréductibles unitaires de degré n. Posons P,(t) = H H T pour
k=1PePy
tefo0,1],

n

In(P, (1)) = Y, >, —In(1—¥)

k=1 PE?k

Or il est clair que card & est inférieur ou égal au nombre de polyndmes unitaires de degré k, ¢’est-a-dire ¥, donc

0 < In(P,(1) < Y} —¢*In(1 — £¥)

k=1
1
Orpour t € [0,1[, =q¥In(1 —t*) ~ (gt)*. On en déduit que la série de terme général —q* In(1 — t¥) converge pour t € [0, ZI[ 1
k—+o0

1
en est donc de méme pour la suite (In(P,(t))) et donc pour le produit infini définissant {(t). La fonction ¢ est donc définie sur [O, a[

2. On va montrer que pour ¢t € [0, %[,

OGEDI NS

n=0
Pour n € N, notons Q,, I’ensemble des polynomes irréductibles unitaires de degré inférieur ou égal a n. Fixons N € N et remarquons
que

M
H Z thdegP — Z tdeg Qi
PeQn k=0 kEﬂO,M]]Qn

avec Qp = H PkP_ Tout d’abord, on sait que tout polyndme unitaire de K[X] s’écrit de maniére unique sous la forme H H pke
PeQ, PEP keN®)
(ot N désigne classiquement I’ensemble des familles presque nulles de N”). De plus, il existe exactement q" polynémes unitaires
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de degré n. On en déduit :
H Z tkdegP < Z qntn
PeQn k=0

Enfin la décomposition en facteurs irréductibles unitaires d’un polyndme unitaire de K[X] de degré inférieur ou égal a N fait intervenir
des polyndmes irréductibles unitaires de degré au plus N donc

N M
Z qnntn < H Z tkdegP
n=0

PeQn k=0
En faisant tendre M vers +o00, on obtient
+00
n nsn
th<H tdegP—zqt
PeQn =0

11 suffit alors de faire tendre N vers +oo pour avoir le résultat voulu.

1 1
pourt € [0, —[.
—qt q

REMARQUE. On a en fait prouvé que {(t) = 7

Solution 36

Soit x € R. Le développement en série de I’exponentielle donne

z@

X)n +00  ux +00 +00 (nx)k

=X X2

n=0 n=0

(nx)*
nlk!

x)k
k!

est sommable. En effet, pour tout n € N, la série Z

) converge eta pour somme
(n,k)eN2 keN

On montre alors que la famille (

enlxl enlx|
puis, la série Z
neN

z . X
converge également. On peut alors permuter les deux sommes dans I’expression de €€ de sorte que

+00 +00 +00 +00
x (nx)k _ 1 nk k
¢ = nik! Z Kl Z ) *

+00

1 n

K=k Zo n!
n=

Solution 37

Pour (¢, x) € R?,
l)n(tx)2n+1 B +°°( 1)"x 2n+1 —tz

— t2n+1
Qn+l & (n+)

+00 (
2 2 -
e~ sin(tx) = et Z
n=0

Fixons x € R. On va maintenant appliquer le théoréme d’intégration terme a terme. Les hypotheses ayant trait a la continuité par morceaux
sont automatiquement réalisées. Posons
+00
I, = / e+l gy
0

+o0
f e Uu" du
()}

Notamment, comme e~ *u"* = o(1/u?), cette seconde intégrale converge et donc la premiére également. Par intégration par parties, on obtient

Par changement de variable u = t2,

N =

I, =

Vn e N*, I, = nl,_,;
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1 n!
Comme I = > I, = = pour tout n € N. Alors
+o0 2n+1 2n+1 2n+1
e, [ |G o] g B i
0

= I =
de Cn+1!™" 2n+1)

2n+ 1)

n||x|2n+1

—1) converge. On peut donc appliquer le théoréme d’intégration terme a terme :

D’apres le critere de d’Alembert, la série Z

(=1)"x 2n+l [T _2 nt (-1)"x 2n+1 ( 1)nn|x2n+1
J= Z <—zn+1)'fo = Z @nr Dl " Z T2en+ D

Il s’agit bien du développement en série entiere de f. Son rayon de convergence est infini puisqu’il est valide pour tout x € R (ou appliquer
la régle de d’Alembert).

Solution 38
1 1 12
Vx €] - 1,1], =(1-x)2= ( )(—1)"x"
V1-—x yg) h
ou ) .
-2\ 171y (Dry (-1)"@2n)! _ (=" (2n
( n )_Ekljo(_z )_ 2np) H(2k+l) @2n)2(n!)2 ~ 22 (n)
Finalement oo
vx €] -1,1], = Z T( )
Solution 39

Remarquons que x2 — 2x cos(8) + 1 = (x — e®®)((x — e~9)) donc

1 1 1
vx €l -LIL f() = 2_i<x—ei‘e B x—e—ie)

1/ e® o1
T 2i (1 —xel® 1 —xe—ie)

1 +0oo +0o
— o (eie Z xein® _ o—i6 Z xne—ine)
! n=0 n=0

_ e—i(n+1)6>

n

X

+Z°° el(n+1)8
2i

n=0

= Y sin((n + 1)O)x"

n=0

Solution 40

Remarquons que f est dérivable sur R car le discriminant du trindme X? — \/EX + 1 est strictement négatif. De plus,
in in
2x — \/5 2x — \/5 1 1 e 4 e+
VxER S = NP = T\ - m ot m - Tim i
l1—-v2x+x (x—e4><x—e 4) x—e+ x—e 1—xe 4 1-—xes

Or on sait que pour tout nombre complexe z tel que z < 1,

Ainsi pour tout x €] —1,1]

nim

f'(x)=- ern4 —e42e4:—2x”1 4—Zx"1 =—ZZcos( )"1
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Comme f(0) = 0, on obtient en intégrant,

nm
1 cos ( )

Vx el-1,1[, f(x) = —22

Solution 41

—n+ndi .
1. Posons u,(x) = et Les u,, sont clairement de classe €* sur R.

Soit k € N. Alors u(k)(x) = n2kike=m+n*ix pour tout n € N, U] = nke " et la série > n?e" converge (n*ke™" =
neN n—+oo

0(1/n?)). La série Z uslk) converge normalement sur R. Par conséquent, f est de classe C* sur R.

2. Supposons que g soit développable en série entiere. Il existerait donc R > 0 tel que
0
Vx €] - R,R[, gx) = Zg O

D’apres la question précédente

+o0 +o0
vk e N, g®(0) = Z uP(0) = ik Z nZke—n

donc © - .
g0 _ 1 5 ok, K e™ kS -k o pko-k
VkeN,‘ ! klz "2 = gy ket > ke
Notamment pour r > 0,
gM(0) (kr)"
>
k! “\e
donc ®
lim £ 0 (0) = +o00
k=4 k'
)
ce qui contredit la convergence de la série Z ayTE k. g west donc pas développable en série entiére.
keN :
Solution 42
1. On décompose en éléments simples :
_(1-22)(1-32) 3 2
1@ = = 1-3z 1-2z
D’une part
1 +o0
— n-n
1-3z Z_: 3z
n=0
1

avec rayon de convergence 3
D’une part

+o00

1
avec rayon de convergence 5
Par conséquent

f(z) = §(3n+1 —ontlyzn
n=0

1 1 11 1
Et comme 3 ;é =, le rayon de convergence est m1n< 3 2) =3
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2. Remarquons que
g(x) =In(2) + In (1 + g) —1In(1 —x)

Or
( 1)1’1 1
In ( ) Z 2"n
avec rayon de convergence 2 et
+o00 xn
In(1—-x)=— Z —
n=1 h
avec rayon de convergence 1. Ainsi
“'Z“’ (-1 1
g(x) =1In(2) + (— + —) x"
= 2"n n
avec rayon de convergence min(1,2) = 1.
3. Tout d’abord oo
] (_1)nx4n+2
sin(x?) = Z ~ -
= (@2n+1)
avec rayon de convergence infini. Par «primitivation»

( 1)n 4n+3

hex) = 2 BT D@+ 3

avec rayon de convergence infini également.

Divers

Solution 43

Par souci de simplicité, on confondra les fractions rationnelles et leurs fonctions rationnelles associées.

Montrons tout d’abord qu’une fraction rationnelle est développable en série entiere en O si et seulement si elle n’admet pas 0 pour pole.
Si une fraction rationnelle est développable en série entiere en 0, il est clair qu’elle n’admet pas 0 pour pdle.

Soit a € C*. Il est clair que

p est développable en série entiere en 0. Par dérivations successives, est également développable

X — X-ap
en série entiere en 0 pour tout n € N. En utilisant une décomposition en éléments simples, on prouve qu’une fraction rationnelle n’admettant

pas 0 pour pdle est développable en série entiere en 0 de rayon de convergence le minimum des modules de ses pdles.

Soient D I’ensemble des fonctions développables en série entiére en 0 et F I’ensemble des fractions rationnelles de C(X) n’admettant pas
0 pour pole. F est un sous-espace vectoriel de D.
Notons T I’application de D dans CN qui 2 une fonction développable en série entiére associe la suite des coefficients de son développement
en série entiere. T est bien définie par unicité du développement en série entiere. De plus, T est clairement linéaire et injective.
Notons enfin S I’endomorphisme de CN qui & une suite (u,,) associe la suite (1,41).

Remarquons qu’une suite (u,,) € CN est récurrente linéaire si et seulement si il existe P € C[X] non nul tel que (u,) € KerP(S).
On en déduit en particulier que I’ensemble des suites récurrentes linéaires est un sous-espace vectoriel de CN. En effet, si (u,) et (v,) sont
récurrentes linéaires, il existe P, Q € C[X] tels que (u,) € Ker P(S) et (v,,) € Ker Q(S). Mais alors pour A, u € C,

AMu,,) + w(v,) Ker P(S) + Ker Q(S) € Ker(PQ)(S)
et donc A(u,,) + u(v,) est récurrente linéaire.

Soit G € C[X]. Alors T(G) est une suite presque nulle donc récurrente linéaire.
Soient a € C* et r € N*. On montre classiquement que

Ker<s - éIdCN) - {(P(g”)) PecC,. 1[X]}
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1\ [ 1
X—a) - (_a"“

Puisque T< ) et que

1 3 (_l)r—l 1 (r-1)
X-ay (-1 (X—a)

on obtient en dérivant (r — 1) fois la série entiére définissant

P(n)

On a donc bien T ( ) de la forme <7

—1 . .
X—ay ) avec P € C,_;[X]. Ainsi

T(ﬁ) € Ker(S — %Id@N) = Ker Q(S)

1\ 1
avec Q = (X — =) . On en déduit que T | -—— ] est récurrente linéaire.
a X=-a)

Soit F € . Alors F est la somme de sa partie entiere et de ses parties polaires. Ce qui précéde montre que T(F) est récurrente linéaire.

Réciproquement, soit f € D telle que T(f) soit une suite récurrente linéaire. Alors il existe P € C[X] non nul tel que T(f) € Ker P(S).
Posons P = X"Q ou Q € C[X] n’admet pas 0 pour racine. D’aprés le lemme des noyaux T(f) € Ker S" + Ker Q(S). T(f) est donc la somme
d’une suite presque nulle et d’une suite de Ker Q(S). Il existe donc G € C[X]etg € D tels que f = G+gavec G € C[X] et T(g) € Ker Q(S).
Si Q est constant (non nul), alors T(g) est nulle et g est nulle par injectivité de T. Dans ce cas, f = G € F.

Sinon, on écrit la décomposition en facteurs irréductibles de Q :

Q=J]X-ay
i=1

KerQ(S) — 1

ou les a; sont non nuls. Posons g = deg Q. On montre que dim Ker Q(S) = gen considérant I’isomorphisme .
i q gQ q Q(S) q P { (un) — (MO: ’uq—l)

1

La famille B = ((){——al)kl

) est libre et T est injective donc la famille T(3B) est libre. De plus, on a montré plus haut que
<i<
e
T( ! ) € Ker (S 1 Id )ri C KerQ(S)
X—ahi a

Ainsi T(B) est une famille de vecteurs de Ker Q(S). De plus, elle posseéde q éléments : c’est donc une base de Ker Q(S). Ainsi T(g) €
vect(T(B)) = T(vect(B)). Par injectivité de T, g € vect(B) C Fpuis f =G+ g € F.
En conclusion, les suites recherchées sont les suites récurrentes linéaires.

Solution 44

1. L'unicité provient du fait que deux polyndmes qui coincident sur un ensemble infini (C en ’occurrence) sont égaux.

P(n)z" e . . P(mz"
a un rayon de convergence infini car la suite de terme général

Tout d’abord, la série entiere Z est bornée pour tout

neN n!
z e C.
k-1
Posons P, = H(X — i) pour tout k € N (P; = 1). On remarque que pour tout z € C,
i=0
+00
P.(n)z"
-z — Sk
e Z =z
n=0

De plus, deg P, = k et on montre alors classiquement que (P )xen est une base de C[X]. Il existe donc une suite presque nulle (a;) de
+00 +oo

complexes telle que P = Z ayP,. En posant Q = Z a; X¥, on a donc
k=0 k=0
+0o0
P(n)z"
-z —
eF ) = =)

n=0

http://lgarcin.github.io 29


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

2. La question précédente montre que u est bien une application de C[X] dans lui-méme. On vérifie sans peine sa linéarité (on I’a en fait
déja utilisé). On a méme montré que I’endomorphisme u envoie la base (P )ren de C[X] sur la base canonique de C[X] : c’est donc
un automorphisme de C[X].

3. Notons A une valeur propre de u et P un polyndme associé a cette valeur propre. Posons d = deg P. Il existe alors (ay, ... , ag) € C3+!
d d

tel que P = Z a; P, puisque (B, ..., B;) est une base de Cy4[X]. Notamment ag # 0 puisque degP = d. Or u(P) = Z a; X¥ donc en

k=0 k=0

d

identifiant le coefficient de X¢ dans u(P) et AP, on obtient az = Aay et donc A = 1. On a donc Z ai (P, — X¥) = 0. Si I’on suppose
k=

i 0
d > 2, on obtient Z (P — X¥) car Py = X% et P, = X!. Or deg P, — X¥ = k — 1, donc la famille (P, — X2, ..., By — X9) est libre de
k=2
sorte a, = --- = ag = 0, ce qui contredit le fait que az # 0. Ainsi d < 1. Donc le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est

inclus dans C;[X]. On vérifie sans peine 1’inclusion réciproque.
La seule valeur propre de u est donc 1 et le sous-espace propre associé est C;[X].

Solution 45

1. Soit z € D. Puisque les a,, sont réels, f(z) = f(Z). Ainsi, si z € R,

@) =f@=f

de sorte que f(z) € R.
Réciproquement, si z € D et f(z) € R, alors

f@=f2)=f(2)
et donc z = Z par injectivité de f, puis z € R.
2. Posons HY = {z € C, Im(z) > 0} et H™ = {z € C, Im(z) < 0}. D’apres la question précédente, f(DNH*) CC\R =H"LUH".
Or f est continue sur D et D N H* est une partie connexe par arcs (et méme convexe) de D en tant qu’intersection de deux convexes.

Ainsi f(D) est une partie connexe par arcs de C \ R. En particulier, f(DNH*) c Ht ou f(DNH*) C H™.
De plus, pour r €] — 1, 1],

+oo
Im(f(ir) = r + ) (=1)"agn 4 r*"*!
n=1

En particulier, Im(f(ir)) ~ r. Puisque deux fonctions équivalentes en 0 sont de méme signe au voisinage de 0, il existe r €]0, 1] tel

r—0
que Im(f(ir)) > 0. On en déduit donc que f(D N HY) C H*.
De la méme maniére, f(D N H™) € H" ou f(D N H™) C H™. A nouveau, Im(f(ir)) ~ r et donc il existe r €] — 1,0[ tel que
r—0

Im(f(ir)) < 0, de sorte que f(DNH™) C H™.
On rappelle enfin que f(D N R) C R d’apres la question précédente.

Soit alors z € D. Si Im(z) > 0, alors Im(f(z)) > 0 puisque f(D N H*) Cc H*. Réciproquement, si Im(f(z)) > 0, on a nécessairement
Im(z) > 0 puisque f(DNH*) c Ht et f(DNR) CR

3. Pour simplifier, posons a; = 1. Pour tout 6 € R,
+o00
Im(f(re'®)) sin(nd) = z a;r* sin(k®) sin(no)
k=1
Posons g : 8 — a;r* sin(k®) sin(n®). Pour tout k € N* et tout & € [0, 7],
|8k(®)] < |a|r*

Comme la série entiere définissant f(r) converge absolument, la série Z g converge normalement sur [0, 7t]. On en déduit que
keN*

+o0 T
I,(r) = Z ar® / sin(k8) sin(n®) do
k=1 0
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Or pour tout k € N*,
sin(k8) sin(nd) = cos((k — n)0) — cos((k + n)0)

On en déduit notamment que
T
f sin(kQ) sin(n0) do = &y ,
0
Finalement, I,(r) = a,r".

4. Soient n € N* et r € [0, 1[. Par inégalité triangulaire,
T T
lanlr = [1,(7)] < f | Im(f(ref®))] sin(nd)] dO < f | Tm(f(re'®))] sin © dO
0 0

D’apres les questionset Im(z) > 0 = Im(f(2)) > 0. Or pour & € [0, 7], Im(re’®) = rsin® > 0 donc Im(f(re’®)) > 0. On en
déduit donc que

s
la,|r* < nf Im(f(z))sin© d6 = na,r! = nr
0

En faisant tendre r vers 1, on obtient bien |a,,| < n.

Montrons maintenant le résultat stipulant que | sin(n0)| < nsin 6 pour tout 6 € [0, 7t]. On peut en fait montrer que | sin(n0)| < n|sin 6|
pour tout © € R, ce qui donne le résultat par positivité de sin sur [0, T]. On procéde par récurrence. Le résultat est évidemment vrai
lorsque n = 0. Supposons le vrai pour un certain n € N. Alors

| sin(n + 1)0| = | sin(n0) cos 6 + sin 6 cos(nB)| < | sin(nd)| + | sin O] < (n + 1)| sin O]
ce qui permet de conclure la récurrence.

Solution 46

1. On rappelle que S(E) désigne 1’ensemble des permutations de E et que card S(E) = n!. Notons Si(E) ’ensemble des permutations de
n

E possédant exactement k points fixes. Alors S(E) = |_| Sk (E). Se donner une permutation a k point fixes correspond a se donner une
k=0

partie de E a k éléments qui formeront les k points fixes et un dérangement des n — k élémenst restants. Ainsi card S(E) = < k)Dn_k.

Or,
n
card S(E) = Z card Si(E)
k=0
donc " " "
n n n
P LS NALES I
2 i JPre= 2 m )P = 2

D D
2. On a clairement D,, < n! donc 0 < n_:l < 1. Le rayon de convergence de la série entiere Z n—?x" est donc supérieur ou égal a 1, ce
qui justifie que f est définie sur | — 1, 1[. '
n

. (o .s X . . < .
3. On sait que la série entiére Z +,7 & unrayon de convergence infini et a pour somme e*. Par conséquent, par produit de Cauchy
neN

+oo X" +o0 D
Vx €] —1,1[, e f(x) = (Z W)(Z n—?x")

n=0 n=0
-y (Z 1 &)xn
Z\e (n=k) k!

DEISE

+o0
n ,os s .
= Z X d’apres la premiere question
n=0

1
1—x
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Autrement dit

e—x
vx €]-1,1[, f(x) = T
4. D’une part,
+o00 D
vxel-1,1[, ), —x"
x €] [ ,;) X

D’autre part, en utilisant un nouveau produit de Cauchy,

X B +oo (1)nn
(25 ()

= ﬁ w )

n k=0

Par unicité du développement en série enticre,

n
vn e N, Z

ou encore
(=D 1)"
vneN, D, =n! Z

n*t 1
S. Puisque Z u —, la derniere égalité peut aussi s’écrire

n=0
1
Dnzm(E—RQ
en posant
+0o0
_ (=Dk
Ro= 2
k=n+1

Comme la série Z vérifie clairement le critére des séries alternées,

1
R,| < ——
IRnl < (n+ 1)
Ainsi | 1 | 1
n!
- - <D, < — +
e n+1- "~ n+1
Pourn >2,0ona
nl 1 n 1 nl 1 n 1
— < ——=<D, L —4+=<L—4+=
e 25 T3sPh=gt3sT Y3
. : o nl 1
donc D,, est bien la partie entiere de — + -.
e 2 )
-1 1
Lorsque n = 1, on peut remarquer que R; est du signe de ( 1') = —1 donc négatif. Ainsi o) < R; £0donc
nl 1 nl n! 1
——Z<—=<D,<—+=
e 2 e~ " t3
. . o nl 1
A nouveau, D,, est bien la partie entiere de - + 5

Solution 47
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1. Notons %, I’assertion de I’énoncé. 1l est clair que u;(x) = 1 + x donc R est vraie. Supposons %, vérifiée pour un certain n € N. Alors

Vx € Ry i (50) — s (6) = f (1 (1/2) — un(t/2)) di
0

xttl
Vx € Ry, 0 < ttyy(X) — up(x) < (n + 1)

donc .
1 1 Xn+2 xn+2

dt = . <
2n+l(p + 1)! 2n+l (n+2)! — (n+2)!

Vx€eR,, 0< / (s (£/2) — un(t/2)) dt < /
0 0

Ainsi %, est vraie. Par récurrence, %, est vraie pour tout n € N.
n+1

(n+1)!

converge. La suite de fonctions (u,,) converge simplement vers une certaine fonction u.

Comme la série exponentielle converge, la série télescopique Z Uy 41(X)—uy,(x) converge également donc la suite (u,(x))

2. Fixons x € R,. Remarquons que

n+1 xn+1
Vte|0,x/2], 0<u t)—u,(t) < <
[ / ] n+1( ) n( ) (n + 1)' 2n+1(n + 1)'
X+l
A nouveau la série Z m converge donc la série de fonctions Z Uy 41 — U, converge normalement sur [0, x/2]. A fortiori,

elle converge uniformément sur [0, x/2]. On en déduit que la suite (u,,) converge uniformément vers u sur le segment [0, x/2]. On peut

alors affirmer que
x x/2 x/2 x
lim / u,(t/2) dt =2 lim f u,(t) dt = f u(t) dt = / u(t/2) dt
0 n=re o 0 0

n—+oo

U () =1+ fx u,(t/2) dt
donc par passage a la limite i
u(x)=1 +/ u(t/2) dt
La fonction u est bien solution de (E). ’

3. Soit u une fonction développable en série entiére sur R dont la restriction 2 R, est solution de (E). Il existe donc (a,) € RN telle que
Vx € R,, u(x) = Z a,x"

Fixons x € R,. Comme la série entiere Z a,t" converge normalement sur le segment [0, x/2],

x x/2 X/2 +o0 x/2 x"“ +00 a. x"+1
f u(t/2) dt = 2f u(t) dt =2 Z a,t" dt =2 Z a,t" dt =2 Z =
0 0 0

12nt(n+1) =~ 2n(n+1)
Ainsi
+oo x n+1 +o0 a 1xn
Vx € R,, a,x"=1 =1 n-

Par unicité du développement en série entiere, ay = 1 et

. a,_
Vn e N*, a, = —2=L

2n—1p
On en déduit que
1
Vn eN, a, = ETCEE
2 2 nl

i~ s x"

Réciproquement, la série entiere Z oD
neN27 2 nl

série exponentielle) et ce qui précéde montre que sa somme est effctivement solution de (E).

pssoede bien un rayon de convergence infini (régle de d’Alembert ou comparaison a la
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Solution 48

n+1

. Par la reégle de d’Alembert, le rayon de convergence de la série entiere Z T vaut 1. Par conséquent, si [t| > \/E, la série Z fu(®)

diverge grossieérement et si [¢| < \/E, elle converge. Si |t| = \/E, la série Z Jn(t) diverge (série de Riemann).
Finalement, D =] — \/E, \/E[

+00 1 too X+l
. On sait que pour x €] — 1, 1], Z x" = donc, par intégration d’une série entiére, Z = —1In(1 — x).

b 1—x n+1
Ainsi, pour t €] — \/E, \/5[,

=0 n=0

Zof fu ==In(1 = (2 —1)) = —In(2 — £3)
n=0

. Remarquons que
1

n+1

max |f| = |f(0)] =
[0.1]

1
et Z diverge. La série Z f ne converge donc pas normalement sur [0, 1].

n+1
(1 _ t2)n+1
. Lorsque t € [0, 1], la suite de terme général 1 est décroissante et converge vers 0. La série Z gf,(t) vérifie donc le critére
spécial des séries alternées. En particulier,
+00
(1 _ t2)n+2 1
vt € [0,1], H < t)| = <
0.1 ] 3 0] £ o = =25 < 5o

Le reste de la série Z fn converge donc uniformément vers la fonction nulle sur [0,1] i.e. la série Z fn converge uniformément sur
[0,1].

1
. Comme la série Z fn converge uniformément sur le segment [0, 1], la série Z U, converge vers — f In(2 — ¢?) dt.
neN 0

. Il s’agit d’un simple calcul.
1 1 1
—f In(2 — ) dt=—f In(v2 - 1) dt—f In(V2 + 1) dt
0 0 0

V2 V2+1
=— f Inu du — f Inu du par changement de variable

2—1 V2
=—[ulnu-— u]g_1 —[ulnu — u]g+1

=2-22In(V2+1)

On peut vérifier avec Python.

from import quad
from import log, sqrt
I=quad(lambda t: -log(2-t*%2),0,1)[0]
J=2-2+sqrt(2)+log(sqrt(2)+1)
print(I,J)

Solution 49
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1. Raisonnons par I’absurde en supposant que les a,, ne soient pas tous nuls. Posons m = min{n € N, a,, # 0}. Alors

+0o0 +0o0
Vz € D(O,R), f(z) = Z apzP = z™m Z Apeymz*
k=m k=0

+0oo

Posons alors g(z) = Z Qs mz" de sorte que
k=0
Vz € D(O,R), f(z) = z"g(z)

Par conséquent,
Vp eN, f(zp) = zp'8(zp)

Mais comme la suite (z,,) ne s’annule pas,
VpeN, g(zp,) =0

g est évidemment développable en série entiére donc continue en 0. Notamment, lin(l) g(z) = g(0) = ap # 0. Mais comme (z,)
VAmd
converge vers 0, la continuité de g en 0, montre que g(0) = lim g(z,) = 0, ce qui est contradictoire.
p—>+o

Finalement, la suite (a,,) est nulle.

2. Notons R le rayon de convergence commun de f et g. Alors f — g est développable en série entiére et son rayon de convergence au
moins égal a R. D’apreés la question précédente, tous les coefficients du développement en série entiere de f — g son nuls. Auutrement
dit f — g est nul sur D(0, R). Ainsi f et g coincident sur leur disque ouvert de convergence commun.

Solution 50

Fixons n € N et posons @y : 8 = a,rkel*="8 de telle sorte que
+o0
Vo e R, f(rele)e‘me = Z or(0)
k=0

Tout d’abord, pour tout k € N, ¢y est continue sur le segment [0, 27]. De plus, pour tout k € N, ||@k/leo = |ax|r*. Ainsi z llekll o converge

puisque Z a,r* converge absolument. Par conséquent, la série Z ¢, converge normalement et donc uniformément sur le segment [0, 27].
Par interversion série/intégrale,

2T +00

27
f f(re®)e=in® do = D @xl(®) dé
0 k=0
+0o0 27
= f Pr(6) do
0

21
= akrkf el(k=m)8 4g
)

—

= ar’ - 27

Solution 51

x" e - . x"
Remarquons que la somme Z T est bien définie car la série exponentielle z T converge absolument pour tout x € R. On pose alors

neA neN
xMe™*
S: x+ Z .

|
neA n

+0 n _—x

x P .

1. Posons I, = f TR Par intégration par parties, I,,,; = I,,. Donc I,, =I5 = 1 pour tout n € N.
o !

Comme I est fini, par linéarité de I’intégrale,
n

+00 x e_x
/ Z dx = card I
o n!

nel
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1 sineA a 1 N x"
2. Posons a,, = ) . Alors 0 < = < — . Comme le rayon de convergence de la série entiere Z —-, le rayon de convergence
0 sinon n! = n! n!
. Ay o e s a,x" xh ) .
de la série Z PR est également infini. On en déduit notamment que f: x — = Z T est continue sur R. Par conséquent,

neA

1
g: x — e *f(x) est continue sur R . Par hypothése, g(x) ~ = donc g est intégrable sur R, .
X

—>+00

Soit I une partie finie de A. Comme I C A,

x"e™* x"e™*
Vx € Ry, Z o < ZT=g(x)
nel neA
puis, par croissance de I’intégrale,
+0o0 xne_x +oo
f Z — dx < / g(x) dx
0 ner 0

+00
ou encore cardl < Cou C = / g(x) dx. On en déduit que A est nécessairement fini (sinon on pourrait trouver des parties finies
0
de A de cardinal arbitrairement grand).

3. Il n’existe pas de partie A vérifiant la condition de I’énoncé. S’il en existait une, elle serait manifestement non vide (une somme indexée
2
xP+

sur I’ensemble vide est nulle). Comme elle serait finie d’apres la question précédente, 1’équivalent de I’énoncé donnerait e¥ ~ ol
X—=>+00 .

avec p = max A. Ceci contredit les résultats sur les croissances comparées.
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