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SERIES ET FAMILLES SOMMABLES

Nature de séries

Solution 1

e On suppose 0 < b < 1. Dans ce cas, b" =0 (2ﬁ) puis 2Vn 4 p ~ 2V7 Finalement u, ~ a'. On en déduit que Z u, converge pour
neN
0 < a < 1 et diverge vers 4+oo sinon.

n n
e On suppose b > 1. Dans ce cas, 2Vn = o (b™) et donc 2V7 4 b ~ b". Finalement, U, ~ (%) 2V Posons v, = (%) 2V, Alors

1
UZ+1 — %2\/n+1—\/7 — %zx/rﬂhﬁ SN a
n

n—-+oo
D’apres la regle de d’Alembert
-sia<b, Z u, converge;
neN
-sia>b, Z u,, diverge (grossierement).
neN
Enfin, sia = b, u,, ~ 2V donc Z u, diverge grossierement.
neN

Solution 2

o o u u o u
Supposons que la série Z u, converge. Alors (S,,) converge vers la somme S > 0 de cette série. On a donc S—" ~ §" La série Z 2z
neN n neN 1
converge donc.
ul’l

g e tend pas vers O lorsque n
n

Supposons que la série z u, diverge. Puisque cette série est a termes positifs, elle diverge donc vers +o0. Si
neN
Uy . s . Uy Uy - (2.1 Un Uy A
tend vers +oo, Z <— diverge grossieérement. Sinon, In{1 — = | ~ -3 donc les séries de terme général 3. etln{1— 3 sont de méme

neN °n Sn n n n
nature. Or

M =z
=
—
—
|
gk
S
SN—
1]
M=z
=
n|P
S |

T

z 0
I

(InS,_; —InS,) =InSy — In Sy
1

S
1l

Or Sy — +o0 puisque Z u, diverge vers +oo. Ainsi Z In <1 - ?) diverge de méme que Z ?
n

N=eo nenN neN* neN °n
Les deux séries Z u, et Z S—" sont donc toujours de méme nature.
neN neN "1
Solution 3
. Up+1 Un+1 £ . Un Un . Uun
1. Soit N € N tel qu¢e —— < —— pour n > N. Par télescopage, on obtient, — < — i.e. u,, < —uv,, pour tout n > N. On a donc
Up Un un N UN

U, = O(Un)-
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1
2. a. Soitftelque 1 < f < aetposons v, = — pour n € N*, On a alors

nb
Unt1 _ nf
Un (n+ 1)‘3
1\ B
=(1+7)
n
1
=1- E +o0 (—)
n n
v u a— u v N ,
Ainsi ZH - Z’H ~ B Puisque a—f > 0, on a donc Z—’H < Z—H a partir d’un certain rang. D’apres la premiere question,
n n n n
u, = O(v,). La série Z v, converge car § > 1 et, comme elle est a termes positifs, sa convergence entraine celle de Z Uy,.

neN neN
- N 1 "
b. Cette fois-ci, on se donne {3 tel que a < 8 < 1 et on pose & nouveau v,, = prd pour n € N*. On montre comme précédemment
n

que v, = O(uy,). La divergence de Z v, entraine la divergence de Z U,.
neN neN

1 u 1 1
c. Sion pose u, = - pour n € N*, on a Z—H =1- - +O<—) et Z u,, diverge.

n h neN* 1 1
our n > 2,onaanouveau U, = 1 — — + o| — ). Mais la fonction x —
p n n n

Si on pose maintenant u,, = étant

2 2

nin“n xIn“x
+oco 1
décroissante, la série Z u, et I’intégrale 5— sont de méme nature. Or une primitive de ¢ S—estt > ——,ce
tin*t tn*¢ Int
neN 2
qui prouve la convergence de I’intégrale précédente et par conséquent celle de la série Z Uy,.

neN

3. Ona

141
un+1=2n+2= +;
u, 2n+3 1+i

2n

—1—i+o(1)
- 2n n

Autrement dit, & = 5 < 1 avec les notations précédentes. La série de terme général u,, diverge.

REMARQUE. Le critére de Raabe-Duhamel permet de conclure (sauf si a = 1) dans les cas ot le critére de d’Alembert ne le permet pas
Un+1
( n+ 1).

Uy n-too

Solution 4

IR 2

1 1 neN*
la série Z (tan(E) - 71)

neN*

1 1 1 1
1. Onsaitque tanx = x + O(x?) donc tan (ﬁ) - = 0] (ﬁ) Puisque Z — converge et est a termes positifs, il en est de méme de
x-0

2. Puisque * = 1+ x + o(x),
0

X—

In3
n n

In2 In2 1
%zen =1+n—+o<—)
n n

et

On en déduit que
In (E)
43-%/2~ —n2
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Puisque Z % diverge, il en est de méme de la série Z (V_ - ”&/E)

neN* neN*

2
3. Puisque cosx = 1— % + o(x?)
0

X—

Cos(%)zl_%ﬂ(%)

o)+

Puisque Z % diverge, il en est de méme de la série Z In <cos (%))

neN* neN* n

De plus, In(1 + u) ~ u donc
u—0

2
4. Puisquechx = 1+ x7 + O(x*)
0

xX—

3
Puisque shx = x + % + O(x%)
0

X

Ainsi

() (hn-ot

1 1 1
Puisque Z — converge et est a termes positifs, il en est de méme de la série Z (ch (—) —sh (—) ﬁ)
neN# n neN# \ 3n ﬁ
Solution 5
1
Pour tout n € N, notons u,, = T Ona
)
Upt1 _ (I’l + 1)2

u, (2n+2)Q2n+1)

d’ou 1
u
lim |2 =- <1
n—+o0 | Uy 4

La série Z u,, est donc convergente d’apres la regle de D’Alembert.

Solution 6

Puisque la suite (u,,) est & valeurs strictement positives, on peut écrire :

(1) — In(uy) = a[(n +1)* = 2] + (n +1)*In (1 . n;frl) ~n*in(1- %)

En utilisant le développement Imité de u — In(1 + u) a I’ordre 3 en 0, on trouve

(n+1) 1n(1 - HLH) = —a(n+ 12 —a®(n+1)— @+ o(1)

3 _ON_ _ 2 2, 3
nln(l n)_ an* —a’n—a’ +o(1)

u
n+l =4 Sig #0, e < 1 et le critere de d’Alembert permet de conclure a la

n n-+o
convergence de la série de terme général u,,. Si a = 0, il suffit de voir que u,, = 1 pour tout n € N* pour conclure a la divergence de cette

méme série.

Finalement In(u,,,;) — In(u,) = —a? + o(1) et donc
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Solution 7

1 1
1. Si >0,alors 0 < u, < o pour n > 3. Or la série de Riemann Z 7 converge puisque c > 1. On en déduit que Z U, converge.
n>1 nx2

1
Si B < 0, donnons-nous y €]1,a[. Alors (Inn)~# = 0 (n*~7) par croissances comparées. Ceci signifie que u,, = o0 (—) Orla

n—-+o00 n—+oo

série de Riemann Z P est a termes positifs et converge puisque y > 1. On en déduit que Z u,, converge.
n>1 n>2

1 1
2. Si3 <0, alors 0 < v < u, pour n > 3. Or Z e diverge donc Z u, diverge.

n>1 n>2

1
Si B > 0, donnons-nous y €]a, 1[. Alors (Inn)f = o(nY~%) par croissances comparées. Ceci signifie que i o(uy). Or la
n—>+o0o n—+o00

série Z u,, est a termes positifs et la série de Riemann Z P diverge puisque y < 1. On en déduit que Z u,, diverge.
nx2 nx1 n>2

1
< u, pour n > 3. Or la série harmonique Z — diverge. On en déduit que Z u,, diverge.
n>1 n>2

3. Onaalors 0 <

S|

1
4. Posons f(x) = ——— pour x > 1. f est décroissante sur |1, +oo[ de sorte que
x(In x)P

n+l n
VnZS,OS/ f(t)dtsunsf f@) dt
n n—1

(Inx)!~F
1-8

L , (Inn)'-F
est une primitive de f de sorte qu’en posant v, = 1—6,

Vn>3 050, —0, SuU, KU, — Uy

Sif # 1, alors x —

Si g > 1, (v,) converge (vers 0) donc la série télescopique Z U, — U,,_1 converge. Ainsi Z u,, converge par comparaison de séries a
termes positifs.

Si B < 1, (v,) diverge (vers +00) donc la série télescopique Z Up41 — Uy diverge. Ainsi 2 u,, diverge par comparaison de séries a
termes positifs.

Si 8 =1, alors x — In(In x) est une primitive de f de sorte qu’en posant v,, = In(In n),

Vn>3 0<0v,41—U, LU, KU, — Uy

A nouveau, (v,) diverge (vers +o00) donc la série télescopique Z Un41 — Uy, diverge. Ainsi Z u, diverge par comparaison de séries a
termes positifs.

Solution 8

1. Soit g €]¢, 1. Par définition de la limite, il existe N € N tel que 0 < %/u,, < q pour n > N. Ainsi 0 < u,, < q" pour n > N. Puisque
la série Z q" converge, il en est de méme de la série Z Uy.

2. Soit q €]1, [. Par définition de la limite, il existe N € N tel que 0 < q < %/u,, pour n > N. Ainsi 0 < q" < u,, pour n > N. Puisque
la série Z q" diverge, il en est de méme de la série z Uy.

3. Posons u,, = 1 pour tout n € N. Alors lim %/u, =1et Z u,, diverge.

n—+oo

1 2lnny , . .
W.Alors %/un:exp(— " )dou lim Q/unzletZun converge.

n—+oo

Posons u,,

Solution 9
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1. L’ingalité est clairement vraie pour n = 0. Supposons la vraie pour un certain n € N. Alors

— 1
Ixn+2 - xn+1| - If(xn+1) - f(xn)l < k|xn+1 - xnl <k"* |x1 — Xo
Par récurrence, ’inégalité est donc vraie pour tout n € N.
2. D’apres la question précédente x,,,.; — x, = O (k") avec k € [0, 1] donc la série z Xp41 — X, converge (absolument). Ceci signifie

neN
que la suite (x,,) converge.

3. Notons ¢ la limite de (x,,). Puisque f est continue (car lipschitzienne), € = f(¢) donc € est un point fixe de f.
Soit ¢’ un point fixe de f. Alors
[6—¢'=1f(€)— f(&)] <kl¢—¢'

ou encore

(I-kIe-¢1<0
Puisque 1 -k > 0,|¢ —¢'| =0ie. € =¢".
f admet donc un unique point fixe.

Solution 10

Pour tout entier n > 3,

nu, ( . )
(n - 1)un 1 h—+o n— 1

1
~ ()
n—+oo 1_1

n

S (raro(m) (-5 o)
= 1+0(5)

o 1 (
Ainsi v, = 0O (—2) Par consequent 2 L, converge.
n—+o0o n

Mais comme v,, = In(nu,,) — In((n — 1)u,_,), on peut affirmer griace au lien entre suite et série télescopique que la suite (In(nu,,)) converge.

o s . e P - 1 . . A -
Notons ¢ sa limite. Ainsi lim nu, = eie.u, ~ —.Comme la série a termes positifs Z " diverge, il en est de méme de la série

n—+oo n—-+oo
>

Solution 11

X t 1

e e
1. Lafonction f: x — f — dt est strictement décroissante sur ]0, 1] (elle est dérivable et sa dérivée est x — ——) Comme 7.
ot

t
e
7 diverge. Puisque t — - est positive, l(i)r+nf = +00. Par ailleurs, f(1) = 0. Enfin, f est continue sur ]0, 1] donc, d’apres le

théoréme des valeurs intermédiaires, pour tout n € N*, il existe un unique u,, €]0,1] tel que f(u,) = n.

2. D’apres la question précédente, f induit une bijection strictement décroissante de ]0, 1] sur [0, +oo[. Sa bijection réciproque est donc
également strictement décroissante. Comme u,, = f~1(n), (u,,) est strictement décroissante. de plus, lirp f = +oo donc lim f~! = 0.
0 +o00

1, 1 1

dt -1
[ [ [
unt unt Upn t

t L
e—1 e—1
Comme lim = 1, ’intégrale f ; dt converge. Comme (u,,) converge vers 0,

t—0
1
e —1
lim vnzf dt
n—+oo 0 t
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1T ¢ 1
-1
4. Posons I = / ¢ ; dt. Ainsi In(u,) = —-n+I1+4+0(1)puisu, ~ —il . On en déduit que E u, diverge.
0 n—-+oo n—-+oo

Solution 12

On va raisonner par récurrence. Notons %, I’assertion
Pour tout n € [[2P,2P*! — 1], a,, est défini et a,, = 2llog, (W — 2p

F est évidemment vraie. Supposons %, vraie pour un certain p € N*. Soit alors n € [2P*!,2P*2 —1]). Alors |n/2] € [[2°,2P*! — 1] donc
a, est bien défini et
n= 2(1[2] =2.2P = 2p+1 = 2[10g2(n)J
2

de sorte que %), est vraie.
Ainsi %, est vraie pour tout p € N*.

1
Comme la série Z — est & termes positifs, elle converge ou diverge vers +oo. Il suffit donc de considérer une suite extraite de la suite (S,,)

a’
neN#* “n
de ses sommes partielles pour déterminer sa nature et sa somme éventuelle.

2k+1_1 2k+1_1
p p 2k p 1

22 (2k)2 = kZ:;) 202 kz:‘z)ﬁ

<C
e
m
Z
NG
3
Il
g
LM
\‘Nl =
Il
I M"’
I M’u

kOjZk

1 = 3. On en déduit

Ainsi Syp+1_; est la somme partielle de rang p de la série géométrique Z % On en déduit que lim Syp+1_; = T
p—>+o _

keN
2

1
que Z — converge et que sa somme est 2.

neN*

REMARQUE. On aurait aussi pu utiliser le théoréme de sommation par paquets a la famille (a,,),,en+ €t 2 1a partition N* = |_| [[2p, 2P+l 1]].
peN

Solution 13

1. Sia=2,alorsv, =1/2et Z v, diverge grossierement.

. Dans ce

Sia > 2, n*u, — Opuisv, — let Z v, diverge grossiérement. Si o < 2, alors n®u,, — +oo puisv, ~ 3
n—+o0o n—+o0o n—+o0o no+oo N4

cas, Z v, converge si et seulementsi2 —a > lie. o < 1.
Finalement, Z v,, converge si et seulement si o0 < 1.

2. Pour (a,b) € R2, a+ b —2Vab = (\Ja — Vb)? > 0. Ainsi Vab < 12(a + b).

1 1
Puisque Z a, et Z b,, convergent, Z E(a” + b,) converge. De plus, 0 < v/ a,b, < §<a” + b,,) donc Z v a,b,, converge par critére
de majoration pour les séries a termes positifs.

1
3. Supposons que Z u,, converge. Alors Z 2 +u, converge également. Supposons que Z v, converge. D’apres la question précédente,
1 o - .
Z ( + un) v, = Z -, converge, ce qui n est pas le cas. Ainsi Z v, diverge.

Solution 14

Soit n € N*. La fonction arctan est de classe C! sur [n, n + o] donc, d’aprés 1’inégalité des accroissements finis,

1 o4
= |u,| £ a max |arctan [=a max —=—
[n,n+al te[n,n+a] t n

Comme Z — converge, Z u,, converge par majoration du terme général d’un série a termes positifs.
n

http://1lgarcin.github.io 6
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Calculs de sommes

Solution 15

X
Considérons la fraction rationnelle F = Il Elle admet une décomposition en éléments simples sur R du type
Fe aX+b cX+d
TX2—-X+4+1 X2+X+1
L’imparité de F donne a = c et b = —d. En considérant la limite de xF(x) lorsque x tend vers *+o0, on trouve a + ¢ = 0 et donc a = ¢ = 0.
1 1
On trouve alors facilement b = > etd = -3 d’ou
1 1
F

T2XE—X+1) 2+X+1)
On remarque alors que X2 — X +1=X2—(X—1)etque X> + X +1 = (X + 1)®> — X. Ainsi pour p € N

Zp: n _lzp: 1 _ 1
nt4+n2+1 24 n2—(n—-1 (M+1)2-n

n=0 n=0
_1 <1 - ;> ar télescopage
2 (p+02-p)° pag
1
—_ =
ptoo 2
Ainsi la série de 1’énoncé converge bien et sa somme vaut %
Solution 16
Pour tout n € N,
1 p!
("P) T (n+pn+p-1)...(n+1)
_p! nm+p—-n+1)
T p—-1(n+pmn+p-1)..(n+1)

_p! ( 1 B 1 )
T p—-1\(n+p-1)..(n+1) (Mm+p)..(n+2)

Donc pour tout N € N, on a par télescopage

N N
n=0(":l’) p-14~Z\(n+p-1)..(n+1) (n+p)..(n+2)
! !
__p < 1 _ 1 ) . p! __b
p—1\(p—1)..1 (N+p)..(N+2)/n-+0 (p—1)(p—1)! p-—-1
Ainsi la série z %H, converge et sa somme vaut T
nEN( n ) -

Solution 17

1. On reconnait le développement de Taylor en 0 de exp.
Soient x € Retn € N. exp est de classe C* sur R donc, a fortiori, de classe e sur le segment d’extrémités 0 et x. De plus, la
dérivée d’ordre n + 1 de exp est encore exp pour tout ¢ compris entre 0 et x, |¢f| = ¢/ < M avec M = max(e*, 1) (pour éviter de
distinguer suivant le signe de x). En appliquant I’inégalité de Taylor-Lagrange entre O et x a I’ordre n, on a

. "ok M| x|n+1
&= 2 WS mr i
= k! (n+ 1)
Remarquons que M est indépendant de n donc I’inégalité précédente est valable pour tout n € N. Par comparaison des suites de
x|ntl n xk xn
référence, lim x| =0etdonc lim Z — = ¢* par encadrement. La série Z — converge donc et sa somme est e*.
n—+oo (n+ 1)! n—+oo = k! o !
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2. On reconnait les développements de Taylor en O de cos et sin.
Soient x € R et n € N. cos et sin sont de classe C* sur R donc, a fortiori, de classe €"*! sur le segment d’extrémités 0 et x. Une
récurrence évidente montre que cos*+D) = (=1)"*1gin et sin®**?) = (=1)"*+!sin. Il est alors évident que cos"*+D et sin®"*+?) sont
majorées en valeur absolue par 1 sur R. En appliquant I’inégalité de Taylor-Lagrange a cos entre O et x a I’ordre 2n, on a

(—l)k xzk
(2k)!

|x|2n+1

cosx = = n+)

k=0

En appliquant 1’inégalité de Taylor-Lagrange a sin entre O et x a I’ordre 2n + 1, on a

n
i — Z (—l)kx2k+1 |x|2n+2
= k+1) |~ 2n+2)!
Par comparaison des suites de référence,
| |2n+1 |x|2n+2

lim —— =1 =
noe 2R+ 1! noee (20 + 2)!

l)n 2n+1

( 1)n 2n (
Ceci permet de conclure que les séries Z Z ( T D)

( > )' convergent et ont respectivement pour sommes cos X et
n
neN

sin x.

' n

REMARQUE. On peut, en reprenant la preuve de la premiere question, montrer que la série Z

n=0
(_l)nx2n (_1)nx2n+1
ey 2 Gn+ D)

converge et a pour somme

e'*. On obtient la convergence et la somme des séries Z en passant a la partie réelle et imaginaire.

neN

3. On reconnait le développement de Taylor en0 de x — In(1 + X).
Soient x € [0,1]etn € N*. f : t = In(1+1¢) est de classe C* sur |—1, +oo[ donc, a fortiori, de classe C"**! sur [0, x]. Une récurrence

1
( ))n+1 pour tout t €] — 1, +oo[. Ainsi pour tout ¢ € [0, x],

évidente montre que f**1(t) = N

D)) < nt

En appliquant 1’inégalité de Taylor-Lagrange entre O et x a 1’ordre n, on a

n k-1,k n+1 n+1
-1 X x"n! X 1
In(1+ x) — Z =D < = <
= k (n+1) n+1~-"n+1
n (_1)k+1xk (_1)n+1xn
car x € [0,1]. Par encadrement, lim — = In(1+ x). La série Z converge donc et sa somme vaut In(1 + x).
n—+o0o
k=0 n>1

Solution 18

Soit n € N*.

no oNk-1 n 1
Z ( 1}2 _ Z(_l)k_l_/ k=1 4t
k=1 k=1 0

1n-1

D (=0 dt
k=0
1= (o
=/ il )i
, 1+t
1 tn
- n+1 -
- [ e [

1 l'n
— _1\n+l
=In(2) + (-1) fo T3
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On a pour tout ¢t € [0, 1]

et par croissance de 1’intégrale

1 on
Ainsi lim / dt = 0 puis
n-+oo Jo 1+t

(1!

On en déduit que Z converge et que sa somme est In(2).

neN*

Solution 19

On sait, du moins j’espere, que

1
u, = gn(n +1)(2n+1)

Par une décomposition en éléments simples

1 (1 1 4 )
— =6(=+ _
U, n n+l1 2n+1
51
On pose H,, = Z % On montre classiquement qu’il existe y € R tel que
k=1

H, = In(n)+7y+o0(1)

n—+

Ainsi
n n n n
1 ( 1 1 4
Y e =o( i+ Y- 2 eT)
= Uk k:lk k:1k+1 = 2k+1
2n+1 1 n 1
=6<Hn+Hn+1—1—4(kZ=:l T _kzzllﬁ>)
1
=6(H,+Hpy; —1- 4<HZ}1+1 -1- EHn>>
=06 (3Hn +Hpy —4Hpp + 3)
= 6(BIn(n)+3y+In(n+1)+y—4In(2n+1) —4y+ 3+ 0(1))
n—+oo
nn+1)
= 6(In| ——= 3—4In(2 1
n—+oo (n<(n+1/2)4>+ n( )+O( )>
= 6(3—41In(2)) +0(1)
n—+oco
3 1 1
car nl—i>r-ll:loo % = 1. On en déduit que Z “_n converge et que

+
8

=

=6(3 —41In(2))

S
I
—

On peut vérifier avec Python.

>>> from import log
>>> def somme(n):

s=0

S=0

for k in range(1,n+1):

http://lgarcin.github.io 9
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S += kx%2
S += 1/s
return S

>>> somme(1000), 6%(3-4+10g(2))
(1.364466169557005, 1.3644676665613131)

Solution 20

1. C’est du cours.

2. a. SupposonsA # 0.SiA € R*, u, ~ A et Z u,, diverge. Si A € {—o0, +o0}, % = = o(u,) et (u,) est de signe constant a
n-+co

n-+oco N
partir d’un certain rang donc Z u,, diverge.
Par I’absurde, A = 0.

b. Remarquons que (u,,) est positive puisqu’elle est décroissante de limite nulle.
n

Notons S,, = Z uy. Par décroissance de (u,,),

k=0
2n 2n
0 < 2nuy, =2 Z Uy, <2 Z ug = 2(S3, —Sp)
k=n+1 k=n+1

Comme z u,, converge, (S,;, — S,,) converge vers 0 puis (2nu,,,) également via le théoréme des gendarmes. Par ailleurs,
0 < (2n+ Duyyyq < 2n+ Luy, = 2nuy, + Uy,
A nouveau, ((2n + 1)u,, ;) converge vers 0 par le théoréme des gendarmes. On peut alors conclure que (nu,,) converge vers 0

puisque c’est le cas pour ses suites extraites (2nu,,) et ((2n + 1)uyy,4q).

¢. Remarquons que
n(un - un+1) = (nun —(n+ 1)un+1) + Upt

Puisque la suite (nu,,) converge, la série télescopique Z nu, — (n+ 1)u,,; converge. De plus, Z Uy,41 converge par hypothese.

Ainsi, Z n(u, — uy,,) converge comme somme de deux séries convergentes. On peut rajouter que

+00 +00 +o0 +o00
Z n(Uy — Upyr) = Z (nuy, — (n+ Duyy) + Z Upy1 = Z Up
n=0 n=0 n=0 n=1

Solution 21

Pour simplifier I’exercice, on remarquera que, via le changement de variable u = tan x,

LI
Vn eN, In:/ du
b 1+ u?

n

u
< u" donc
1+uz —

1. Pourtoutu € [0,1],0 <

! 1
OSInSfundu:
o n+1

D’aprés le théoréme des gendarmes, (I,,) converge vers 0.

2. 1l est clair que
1
n+1

1
In+In+2=f u" du =
0

http://lgarcin.github.io 10
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3. Remarquons que
n n (_l)n
()T + (DM = 2

donc en posant v, = (—1)"1,,,

L TE|

="
2n+1

La série télescopique Z U, — Uy,4q converge puisque (v,,) converge vers 0. On en déduit que Z converge et que

+00 (—l)n +00
Z il :ZUn—UnH:Uo— lim v, =

e
n=0 n=0 n=+eo

—0=

&~1A

T
4

="
+1

REMARQUE. On aurait aussi pu utiliser le critere spécial des séries alternées pour montrer que Z converge.

4. Pour tout u € [0,1],
un un+1

< —
1+u2 ~ 1+u?

donc I,,,; < I,,. La suite (I,,) converge vers 0 en décroissant donc la série Z(—l)"ln converge d’apres le critére spécial des séries

alternées.

Posons S,, = Z (=1)¥1,,. Alors

g

1+u2

du par linéarité de 1’intégrale

T +uw(@ +u?)

1 1 1
+ ( 1)n+l un+

L O+ w+w) du

)

1 1 _( 1)n+1 n+1

f du somme des termes d’une suite géométrique
0

_/0 1 +u)(1+u2) u)(l + u?)

On prouve comme précédemment que

! i+l 1 )
0< mdugfounﬂdu:n-i_z
donc 1 -
nEToo A m du =
On en déduit que
+00
nzz‘g(—l)"ln = hm Sn f m
Par une décomposition en éléments simples,
1 _ 1 ( 1- 4 1 )
A+wd+uw2) 2\U+w2 1+u
donc ) N 1 1 o
f O+l +ud) =3 [arctanu— Eln(l +u?) +1In(1 +u)]0 =3+ Z]nz
Finalement

+00 - 1
DD, = < + 5 In2
= 8 4

On vérifie avec Python.

http://1garcin.github.io 11
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>>> from import pi, log

>>> from import quad

>>> I=lambda n:quad(lambda u:u**n/(1+u**2),0,1)[0]
>>> S=sum([(-1)**n*I(n) for n in range(1000)])

>>> S, pi/8+log(2)/4

(0.5657357520891468, np.float64(0.5659858768387105))

Comparaison série/intégrale

Solution 22
n 1 +0o0 1
On posera S,, = Z @ etR, = Z =3 lorsque o0 > 1.
k=1 k=n+1

Premiere méthode : comparaison a une intégrale.
11 faut prendre garde au sens de variation de t — 1/t* pour encadrer.

* Supposons o < 0. Par comparaison a une intégrale

ou encore

1-a

On en déduit S,, ~

no+oo 1 — a

* Supposons 0 < a < 1. Par comparaison a une intégrale

n+l n
dt dt
[ t—aSSnS1+[ el

Si0 < a < 1, on en déduit

nl—O(

On en déduit a nouveau S,, ~ .
. n—+o0o 1 - OC
Sia=1,

Inn+1)<S,<1+Inn

etdoncS,, ~ Inn.

n—-+oo

* Supposons a > 1. On compare a nouveau a une intégrale. Pour des entiers net Ntelsque 1 <n < N

a

fN+1
n+l1 k

22
DM =

L</Nﬂ
+1ka_ n =

Il
S

ou encore

1

1 < 1 1 >< i 1_ 1 (1
a—1\(n+1)*>1 (N+1)«1/~ k¢ = a—1\n=

En faisant tendre N vers +o0, on obtient
1 1 1 1

a—1(n+ 1)1 a—1na-1

1 1
O déduit R, ~ .
nendédvitque Ry, ~ ——. o

http://lgarcin.github.io 12
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Deuxeme méthode : utilisation de séries télescopiques.
1-a nl—oc
7 on peut conjecturer que S,, ~

n—-+oo -

sia < 1let

1
Plagons-nous dans le cas o« # 1. Comme ¢ +— = admet pour primitive ¢ — T

1-a
R, ~

n-+oo X —

dans le cas convergent.

1_
nl‘“—(n—l)l‘“=n1‘°‘<1_(1_%) ot) . n1—a,1—0( N 1—a

n-+oo n no+oeo NY

e Sia<l, Z T est une série a termes positifs divergente donc

n
Z kl-o — (k — 1)1—0( ~ S,
k=1

n—+o0o

ou encore
nl—a

Sp o~

no+oo 1 —0Q

. 1 PN .
e Sia>1, Z prs est une série a termes positifs convergente donc

+0o0
Z kl-a — (k _ 1)1—0( ~ S,
k=n

n—+o0o
Oou encore
(n+ 1)« nl—«
N - ~
n—+o00 a—1 notoo 00— 1

Reste le cas o = 1. Cette fois, In est une primitive de ¢ — 1/t donc on est amené a considérer 1’équivalent suivant

1 1
In(n) — In(n — 1) = —ln(l - E) ~ 2

1 PN P,
Comme Z 7 est une série a termes positifs divergente,

n

n
1
kzzln(k) —In(k —1) o~ g‘z L =Shi—1
ou encore, comme (S,,) diverge vers +oo,
S, ~ S,—1 ~ In(n)

n—+oo n—+o0o

Solution 23

n
1. Soit n € N*. On a évidemment u,, = Z In k. La fonction In étant croissante sur R,

k=1
n n+l1
f In(¢) dt < u, < f In(t) dt
1 1

nln(n)—n+1<u, <(m+1In(n+1)—n

ou encore

On a clairement 1 = o(nlnn), n = o(nlnn)donc nlnn —n+1 ~ ninn.

De plus,
1 1
(n+1)1n(n+1)—n=nlnn+nln(1+E)+1nn+1n(1+ﬁ>—n

On a clairement n = o(nlnn) et Inn = o(nlnn).
Par ailleurs, In (1 + %) — 0donc In (1 + %) =o(nlnn).

n—+oo
1 1
On en déduit également que n In (1 + E) = o(n) et a fortiori nln <1 + E) =o(nlnn).
Finalement, (n+ 1)In(n+1) —n ~ nlnn.

Le théoréme des gendarmes assure alors que u,, ~ nlnn.

http://lgarcin.github.io 13
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1 1 1 1
2. D’apres la question précédente, — ~ ————. On en déduit par exemple que — = O (—2>, ce qui assure la convergence de la série
Un n?(Inn) Un n
P
n>2 Un
. 1 1. 11 o
3. Soit (x,y) €]1, +oo[ tel que x < y. Alors 0 << Inx < Inydonc Om < m.PmsqueO < 5 < 3 onen déduitque 0 < f(y) < f(x).
Ainsi f est décroissante sur |1, +oo].
4. Soit n > 2. Puisque la fonction f est décroissante sur |1, +oo[
n+1 n
/ f®) de <> fk)
2 k=2

ou encore

&1
In(In(n + 1)) — In(In2) < ,;2 ™

Par théoréme de minoration, la série 2 — diverge (vers +00).
n>2 " n

Solution 24

1. Pour tout n > 2, u,, > In2 donc (u,) ne converge pas vers 0 et Z u, converge.
2. Tl suffit de constater que la fonction ¢ — In(¢)? est croissante sur [1, +oo[ et de procéder & une comparaison série/intégrale classique.

3. Soit x > 1. Par intégration par parties

fx In(£)? dt = [tln(t)Z]f - fo In(¢) dt
1 1

= xIn(x)? — 2[tIn(t) — £]¥
=xIn(x)? = 2xIn(x) —x + 1
~ xIn(x)?

X—=+00

4. D’apres la question précédente,
n
/ (In(t))*> dt ~ nln(n)?
1 n—+oco
De méme,
n+1
/ (In(6))> dt ~ (n+1)In(n+ 1)
1 n—+00

Orn+1 ~ net

n—-+oo

In(n +1) = In(n) + In(1 + %) = In(n) +o(1)

>+

A fortiori, In(n + 1) ~ In(n) puis

>+

n+l1
f (In())*> dt ~ nln(n)?
1 n—+0o

n n+1 n+1
f (In())? dt < u, < f (In(t))? dt < f (In(t))? dt
1 2 1

1 1
doncu, ~ nln(n)®puis — ~ ——.
" n—+co ( ) P Uy n>+oo nln(n)2
1
Procédons a nouveau a une comparaison série/intégrale. La fonction ¢ — m est décroissante sur [2, +oo[ donc
"Z":" 1 </+°° dt _[ 1]+°°_1
—— < - =|- =
= nin(n) ,  tin(t) In(¢) ], In2
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REMARQUE. On peut écrire cette somme infinie puisqu’elle est a termes positifs. De méme, on peut écrire cette intégrale impropre
puisque son intégrande est positive. L’inégalité a lieu dans [0, +co] a priori.

. - N " 1 1
converge. Puisque cette série est a termes positifs et que —

1
Par conséquent, _— ~ —
q z nln(n)? Uy no+roo NIn(n)2

1
Z — converge également.
un

Solution 25

1. La suite (u,) est strictement positive. De plus, pour tout entier n > 2,

1
Unt1 _ 5 _3wd <1
un

de sorte que (u,,) est décroissante. La suite (u,) converge d’aprés le théoréme de convergence monotone.
2. Tous les facteurs du produit définissant u,, sont strictement positifs donc
n
Vn > 2, In(u,) = ) In(2 — 3VF)
k=2

De plus, comme 3n o,

n—+o0o
In(3) In(3
2 =3 =In(1+ (137 ~ 1-3n=1_¢% ~ -G
n—+00 n—+oo n
(- In(3) . . - < .
La série Z diverge vers +oco donc lim In(u,) = —co puis lim wu, = 0 par passage a I’exponentielle.
n n—>+oo n—>+oo

3. Posons v, = In(u,) + In(3) In(n) pour n > 2. Alors
Uy — Uy_q = In(2 = 3Y7) — In(3) In (1 - %)

D’une part,

et d’autre part,

In(3)
In(2 — 3m) = 1n(2 —en )

=122+ 0(3))
-2+ 0()

noteo N n2

On en déduitque v, —v,_; = O (ﬁ) Il s’ensuit que la série télescopique Z U,, — U,,_; converge et donc que la suite (v,,) converge.

n—+o0o

En notant ¢ sa limite et a = ¢ > 0, on a bien le résultat attendu.

Solution 26

1. Soit n € N*. D’une part,
Upyr  3n+1

u, 3n+3

”Z? - <<nil>>3

http://lgarcin.github.io 15
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Par concavité de In,
1 2 1 2
3 In(3n + 3) + 3 In(3n) < In (5(3n +3)+ 3 3n) =In(3n+1)

Ainsi
2 2 2 2
InBn+1)—In(3n+3) > 3 In(3n) — 3 In(3n +3) = 3 In(n) — 3 In(n + 1)

On conclut en par croissance de 1’exponentielle.

U, _ u 1 .
) est croissante. Notamment, pour tout n € N*, — m > 1= 3 Ainsi, pour tout n € N*,

Uy
2. D’apres la questlon précédente, la suite ( 5
n 1

Un

1 N PP .
U, > =U,. Or Z gvn est une série a termes positifs divergente donc Z u,, diverge.

3
2 1 2

= 31— —= )+ (1——)

Wn=—3 T ) T T3

3. Pour tout n € N*,
Puisque In(1 + u) ~ u + O(u?), on en déduit que w, = O <;> Comme Z 1 est une série a termes positifs
u—0 n—+co (l’l + 1)2 (}’l + 1)2

convergente, Z wy, converge (absolument).

4. 1l existe donc ¢ € R tel que

n-1
Z W — €
= n—+co

Par télescopage, ceci signifie que

gln(n) + In(u,) — In(u;) — ¢
n—+oo

Par passage a I’exponentielle
2 1
niu, — uel = §e€

n—+oco

1 2
En posant C = gee eta= 3 on a bien le résultat voulu.

Séries alternées

Solution 27

1. 1l suffit d’appliquer le critere spécial des séries alternées.

(_1)n+1

n+1

est décroissante pour conclure a la convergence de la série Z R,, a nouveau grace au critere spécial des séries alternées. Puisque R,
neN

2. On sait que al suite (R,,) converge vers 0 et que R, est du signe de i.e. de (—1)"*1. I suffit donc de montrer que la suite (|R,,|)

est du signe de (—1)"*!,
Rps1l = [Ral = (=) ?Rppy = (=1)"'R, = (=1)"(Rp + Rppy1)

Or, par changement d’indice,

+00 +00 +oo
(=DF (=DF 1) (=DF 1) —DH (=DF
Ry + Ry = Z + Z z + Z = Z
k=n+1 k k=n+2 k=n+1 +1 k+1 k=n+1 k(k + 1)
o o i (=n" - s c s
Ainsi R, + Ry41 est lui-méme le reste de la série z m, qui vérifie encore le critere des séries alternées. On en déduit que
(_1)n+1 neNt
R, + R, est du signe de CFCETD) c’est-a-dire de (—1)"*!. Finalement, |R, 1| — |R,| = (=1)"*(R,, + R,,4;) est du signe de
(=D)*(=1)"*! = —1, c’est-a-dire négatif. La suite (|R,|) est donc bien décroissante : on peut appliquer le critére spécial des séries
alternées de sorte que la série Z R,, converge.
neN
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Solution 28

n
1. Onab,, = Z\/Zc—\/2k—1.0r
k=1

Vak—V2k=1 ~ = —
k—>+o00 2\/5\/%

Or la série Z —— est une série a termes positifs divergente donc
neNs V1

Mais on peut alors classiquement écrire que

Vi-Vk=1 ~ ——
n—-+oo 2\/%

donc, en utilisant le méme théoréme,

n 1 n\/_
— ~ k—-Vk—1=+/n

On en déduit finalement que by, ~ Vn/2.
n—+oo

On remarque ensuite que by,,; = by, —V2n+ 1. D’une part, by, = Vn/2+ o(\/z) et, d’autre part, V2n+1 ~ 4/2n donc
n—->+oo

n—-+o0o
V2n+1 = +2n+o(yn). Finalement, by,,;, = —-Vn/2+o({/n)ie. . byyy ~ —Vn/2.
n—+o0o n—+oo n—+oco

—1)"
Un équivalent de b,, est donc %\/ﬁ En effet, les équivalents précédents permettent de montrer qu’en posant u,, =

_ b
-1/

1 N . . T
les suites (uy,,) et (Uy,41) convergent toutes deux vers 5 Il en est donc de méme de la suite (u,,), ce qui fournit I’équivalent de (b,,)

annoncée.

2. On voit que pour tout n € N* :

n+l1

by +bapr = O (—DFVE+ 3 (1)K
k=1 k=1
= YDk + Y DMV +1
k=1 k=0
=-1- Y (-)*(Vk+1-Vk)
k=1

n
Notons S,, = Z(—l)k (\/ k+1- \/%) S, est la somme partielle d’une série qui converge en vertu du critere des séries alternées
k=1

puisque la suite de terme général Vk + 1 — \/_ = est décroissante. Notons S la somme de cette série. Le premier terme

1
Vik+1+k
de la somme définissant S est 1 — \/5 < 0. On en déduit donc que 1 — \/5 < S £ 0. Ainsi (b, + b,;1) converge vers € = —1 — S et
¢=-1-s<vy2-2<0.

="
2

Vn+ g +0(1).

REMARQUE. Onadonc b, +b,_; = ¢+0(1). Comme b, + b,,_; = 2b, — (—1)"\/n, on obtient b,, =
n—+oo

On en déduit que

b, ~ (_1)}1\/;

n—+oo 2

On retrouve donc I’équivalent de la premiere question.
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3. Remarquons que

1 1
EXn+ 5+ 0(1)
2(=D"

nove \fn '1 1)e ( )

_2=D)" (- 1)"+1€ ( 1 ))
L
2(=D)"  2¢ +0(1)

n—+o0o \/ﬁ n n

S
S
3
1
e
8

n

2(-1)" 2¢ N s ‘L o c
D etb, ~ - D’une part, Z a, converge d’apres le critere spécial des séries alternées. D’autre part, Z b,

ﬁ n—+o0o

diverge par comparaison a une série de Riemann. Ainsi Z B diverge.
n

avec a, =

Solution 29
. c 1 - ( .
1. Puisque cos estbornée, v, = 0O ) En particulier, (v,,) converge vers 0. Par conséquent, (cos(v,,_;)) converge vers 1 puisv,, ~
n—+oo n—+oo
o Puisque la série harmonique est une série a termes positifs divergente, la série Z v, diverge également.
2. 11 suffit de constater que cette série vérifie le critere des séries alternées.
) . 1 v2_, 1 1
3. 1l nous faut un développement asymptotique de (v,). On remarque que v, — = = .Orv,_; ~ ~ —donc
N no+oo no+o N —1 notoo N
v, — 2 0(1>P squent, (—1)"v (_1)n+0( )P 1 Z ) tquel "Zl t
—-= = — ). Par conséquent, (— = uisque la série converge et que la série )  — est une
n N no+oo n3 d n n 4 g 4 n3
série a termes positifs convergente, la série Z(—l)"vn converge également.
Solution 30
Pour n € N*,

ln( " )——ln(1+1> = —1+ 1 _1 +(‘)(1)
n+1/) n)ns+o n - 2n2  3n3 n*
Par conséquent

1
R LA e A )

2. CVrin(5+0(55)

_ (_1)n+1n 1
=T tO <ﬁ)

)n+1

Or la série Z (1—

en tant que somme de deux séries convergentes.
Solution 31

converge en vertu du critere spécial des séries alternées et la série de Riemann Z — converge donc Z u, converge
n

http://lgarcin.github.io 18


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

Remarquons que
1
sin (TCV n? + 1) =sin (mr (1 + ﬁ)

n—+o0o

= sin(m‘c(1+—+(9
1

n—>_+oo 2n
-1)"n
_ &V

u
2n n

(=D"n

1
avecu, = 0O (ﬁ) La série Z

n—-+oo

converge en vertu du critere spécial des séries alternées et la série Z u, converge par comparaison

a une série de Riemann. La série Z sin (n\/ n2 + 1) converge donc comme somme de deux séries convergentes.

neN
Solution 32
=p* _ =" 1
DT yn g O
N =
1" 1" 1
(-1 (1_( ) +O<_))
n—+o0o \/Z \/E n
(=" 1 1
= - — 4+ —_—
n—+o0o \/ﬁ n 0 n%
D" 1
= ——+tu
n—+co \/ﬁ n
1 (. (=" . L . . . .
avecu, = O|—5 | Lasérie Z \/_ converge en vertu du critere spécial des séries alternées, la série Z u, converge par comparaison
n—+oo = n
nz

(="
Vn+(=1)n

a une série de Riemann mais la série Z — diverge. Par conséquent, la série Z diverge.
n

- (=
\/z_l_(_l)n n—+co \/E

REMARQUE. Pourtant,

. La condition de positivité est donc nécessaire pour le critere de convergence par

équivalence.

Solution 33

1. Puisque (a,,) converge vers 0,

az 0" 1 1
In(1 = q,-In 3o - 2 (_)
n(1+ a,) Rt s O(ay) e T 2n +0(3

R ol Gt DA s - - . - 1 - .
La série E vérifie le critere spécial des séries alternées donc converge. La série E — converge. Enfin la série harmonique
n
\Vn

1
Z > diverge vers +o0. On en déduit que la série Z In(1 + a,,) diverge vers —oo.
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2. Par propriété du logarithme
n n
In (H(l + ak)> = Z In(1+ay) — —o0
k=2 k=2 note
Par passage a I’exponentielle,

lim (ﬁ(l + ak)) =0
k=2

n—+oo

Solution 34

1. Soit n € N*. La fonction f,: x — x" 4+ xy/n — 1 est continue et strictement croissante sur [0,1]. De plus, f,(0) = —1 > O et
fn() = \/Z > 0 donc f,, s’annule une unique fois sur [0, 1]. L’équation x" + xx/?z — 1 = 0 admet donc une unique solution u,, dans
[0,1].

n

1—u 1
2. Remarquons que u, = L Comme (u,,) est a valeurs dans [0,1], 0 < u,, < — donc (u,) converge vers 0 d’apres le théoréme
n

\/E

des gendarmes.

3. Comme (u,) converge vers 0, (u}}) également. Ainsi

1 up 1 1 1
Up = — — —= —+o0 ~ =
‘[n ‘[n n—->+oo 1[n ‘/n n—->+oo 1[n
Par comparaison a une série de Riemann, Z u,, diverge.

4. Comme (u,) converge vers 0, 0 < u,, < 1/2 a partir d’un certain rang de sorte que u,, = ©@(1/2"). Ainsi

N G ) G

(=1D"uy, T /n
_ e 1 GV SNEY
n—>_+oo \/E +O<2nﬁ> n—+o0o \/z +O<2”)

La série Z u converge d’apres le critére des séries alternées et la série géométrique a termes positifs Z 1/2" converge également.
n

On en déduit la convergence de la série Z(—l)"un.

Sommation de relations de comparaison

Solution 35

1. Puisque € # 0, on peut affirmer que u,, ~ né. Par ailleurs, la série Z ¢ est une série divergente a termes de signe constant, donc
n—+oo
neN#
on peut affirmer que

n—+oo N

1 n
Ceci signifie que lim — Z U, =4¢.
k=1

2. A nouveau, puisque € # 0, on peut affirmer que nu,, ~ né.La série Z né est encore une série divergente a termes de signe
n—+o0o
neN*

n n
_n(n+1) n%¢
Z ku, ~ Z né = 5 % e

constant donc

n
1 1
Autrement dit, lim — ku, = =.
n—+oo 1’12 k;l k 2
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Solution 36

1. Avec les notations de I’énoncé, lim a,S, = 1. La série Z a? est a termes positifs donc la suite (S,,) converge ou diverge vers +co.
n—-+oo
neN*
Supposons qu’elle converge. Alors elle converge vers une limite ¢ strictement positive (S,, > S; = a2 > 0). Alors (a,,) converge vers
1/€. La série Z a? divergerait alors grossiérement, ce qui contredirait la convergence de la suite (S,,).
neN#

p (o . . . a,S
Par conséquent, la série Z a? diverge et la suite (S,,) converge vers +co. Puisque a,, = —2, (a,,) converge vers 0.

neN* Sn

2. La suite (S,,) est clairement croissante. Soit n € N* et t € [S,,_,S,]. Alors, par croissance de t +— £ sur R,
Sn
(Sn - Sn—l)sgz—l < f tz dr < (Sn - Sn—l)S%L
Sn-1
Sn
ou encore, en posant u,, = t2 dt,

Sn-1 2q2 2a2
ansn—l S un S ansn

On rappelle que lim a,S, = 1donc lim a3%S2 = 1. De plus,
n—>+oo n—>+oo

2Q2 — 2 2 _ 42Q2 3 4
ansn—l - an(sn - an) - ansn - anan +a,

Or lim a,S,=1et lim a,=0donc lim a%S%_; = 1. D’apres le théoréme des gendarmes, (u,) converge vers 1.
n—-+oo n—->+oo n—+oo

3. Remarquons que

n S

n SS
Zusz tzdtz?”
k=1 0

n

Par sommation de relation de comparaison pour les séries divergentes a termes positifs, Z u, ~ n.Onen déduit que S, ~ 3/3n
k=1 n—+oco

1
et,commea, ~ —,Qq, ~ —.
n n—+00 Sn n n—+oo %[3],1
Solution 37

0
1. Par croissance de la fonction sin I’intervalle [O, EJ est stable par sin. Ainsi la suite (u,,) est a valeurs dans cet intervalle. De plus, une

. . . P 74 L1 o . ’
étude de fonction montre que x — sin(x) — x est négative sur [0, 5]. On en déduit que (u,,) est décroissante. Comme elle est minorée,

elle converge. Enfin, sin est continue donc (u,,) converge vers un point fixe de sin. L’étude de x — sin(x) — x montre que 0 est I’'unique
point fixe de sin. Ainsi (u,,) converge vers 0.

2. Remarquons que

Notamment, en prenant o = —2,
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Comme (u,,) converge vers 0,

. 1 1 1
lim ———-— =<
n—toous, uUp 3

3. La série Z 3 est une série a termes positifs divergente donc

-1
”Z 1 12 1
2 3
o Ukqr Uik v (=43
autrement dit
1 1 n
2~ 2 3

.. n
Comme lim — = +o0,
n—+oo

ou €ncore

car (u,) est positive d’apres la premiére question.

Solution 38

1. Supposons que lim u, = ¢.Puisqueu,, = € + o(1) et que la série Z 1 est une série a termes positifs divergente,
n—-+oo n—-+oo

n-1 n-1 n-1
Z Uy = Z €+o0 (Z 1)
k=0 "7 k=0 k=0

ou encore
n—1
Z u, = né€+o(n)
k:O n—-+oo

et enfini
1 n—1
=Due = €+0(1)
n k=0 n—+oo

Ainsi

n—+oo N

1 n-1
lim — Z Ug = €
k=0

2. a f(x)—x ~. —Ax% donc x — f(x) — x est de méme signe que x — —Ax® au voisinage de O%. Ainsi il existe ¢ > 0 tel que
xX—0
X — f(x) — x est négative sur [0, €] et ne s’annule qu’en 0.

b. Par hypothese, f est positive sur [0, £]. Comme O est le seul point fixe de f sur [0, €], x — f(x) — x est de signe constant sur cet
intervalle puisqu’elle y est continue. Or f(x) — x ~_ —Ax%donc x > f (x) — x est négative sur [0, €]. On en déduit que
xX—0

Vx €[0,e], 0 < f(x) <x<c¢
On en déduit alors aisément que (u,,) est a valeurs dans [0, €] et décroissante. Elle converge donc d’apres le théoréme de conver-
gence monotone ar contnuité de f, (u,) converge vers I’unique point fixe de f sur [0, €], a savoir 0.

c. Tout d’abord, o > 1 donc x*~! — 0. On peut alors utiliser le développement limité usuel de (1 + u)® lorsque u tend vers 0 :

x—0

FOO® = x4 (1 — x> + o(x“_l))l_a = x17*(1+ (@ — DAx* 1 +0o(x*1)) = x17%1 + (a« — 1A + o(1)
x—0 x—0 x—0

—
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d. Comme (u,,) converge vers 0
lim fu)'"™% —uy*=(a—-1A
n—+oo
ou encore
lim ubl$ —ul = (a—-1A
n—->+oo
D’apres la premiere question
n-1
1
lim = ) wi % —uf = (a— 1A
n—->+oo N kZ::O k+1 k ( )

ou encore
ul=* —ul™™ ~ (a—1An

n—+oco

Or lim (ax—1)An = +oo de sorte que

n—+oo
ul™ ~ (a—1in
n—+o0o
et enfin 1
u, ~ ((a—1An)i—=«
n—+co
. . 1
e. Dans le cas de la fonction x — sinx,onaA = 3 o = 3 donc
u E
n n—-+oo n
. 1
Dans le cas de la fonction x — In(1 + x),ona A = > o = 2 donc
2
u, ~ -—
n—+co N
Solution 39
1. Pourtoutn € N, u, .1 —u, = —u? < 0donc (u,) est décroissante. De plus, I’intervalle ]0, 1[ est stable par f : x = x —x? = x(1—x)

donc (u,,) est a valeurs dans ]0, 1[. Notamment, (u,,) est minorée. Elle converge donc vers 1’unique point fixe de la fonction continue
f, asavoir 0.

Upn41 Lo Upt1 Lo u ‘s (2
2. Remarquons que —*% = 1 —u,, pour tout n € N. Ainsi lim —* =1 puis lim = 1. Comme la série de terme général 1
Uy n—>+oo Uy n—+co Uy
est grossierement divergente,
n-1 n—1
Uk

- Si=n
k=0 Ujy1 n—+o k=0

D’apres I’indication de 1’énoncé, on a donc également,

n—1

1 1
—_ ~ n
k=0 Ukt1 Uk n—>+o0

Par télescopage,

1 1
—_ ~ n
U, Uy n—+o
. . P 1 . 1
Puisque lim n = 400, onendéduitque — ~ npuisu, ~ -—.
n—-+oo Uy n-+c n—+oco N

Solution 40
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1. C’est le lemme de Césaro. Onau, = ¢+ o(1). Comme Z 1 est une série a termes positifs divergente, on obtient par sommation
n—+oo
de relation de comparaison :

n—+o0o

kz" _ éoem(il)

k=0

ou encore

(m+1v, = (n+1)f+o(n+1)

n—+co
On en déduit que
v, = €¢+0Q)
n—+oo
i.e. (v,) converge vers €. Remarquons que
1 < b <
= I;)ak(bn—k_b)'i' n—_H’;)ak

D’apres la question précédente,

b n
lim a, =ab
n—-+co N+ 1 kz::() k
Comme (a,) converge, elle est bornée. Il existe M € R, tel que |a,| < M pour tout n € N. On en déduit que
n n

M M <
D by = b)| £ ——= > by — bl = ——= > |bx — b]|
k=0 n+1k=0 n+1k:0

n+1
Or (|b,, — b|) converge vers 0 donc, d’aprés la question précédente,

M <
llmmé“)k—bl—o

On en déduit que
n

Y, by —b) =0

k=0

lim
n->+oo n+1

puis que (c,) converge vers ab.

Solution 41

1. Notons f: x + 1—e™*. Par convexité de I’exponentielle, f(x) < x pour tout x € R. On en déduit que (a,,) est décroissante. De plus,

R, est stable par f donc (a,,) est & valeurs dans R, . Notamment, (a,,) est minorée : elle converge d’apres le théoréme de convergence
monotone. Comme f est continue, la limite de (a,,) est un point fixe de f. Les variations de x — f(x) — x nous apprennent que 0 est
I’unique point fixe de f. Ainsi (a,,) converge vers 0.

1
. Comme (a,,) converge vers 0, le développement limité de I’exponentielle en 0 montre que a,, — a,,; = a,f(a,) ~ = 5‘1121- Comme
n—+oo

(a,) converge en décroissant, la série télescopique Z a, — Q,41 est une série a termes positifs convergente. On en déduit qu’il en est
de méme de la série Z al.

. On cherche classiquement o € R tel que aj,; — aj tende vers une limite finie non nulle lorsque n tend vers +oo.

a%+1 —ay n—>:+oo (an(l —a,/2+ O(an)))a —ap

= a% (1 — an/2 + O(an))a - 1)

n—+oo

~ _Zgan
n
n—+oo 2

On choisit donc o« = —1. Ainsi
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Comme Z 1/2 est une série a termes positifs divergente,

2
On en déduit que a,, ~ =

n—+o0o

Solution 42

- et que Z est une série a termes

n? +\/_ h ns1

Remarquons que S,, est la somme partielle de rang n de la série Z

n>1 h? +\/_

. Puisque ———

positifs convergente, la série Z converge vers un réel C. En notant R,, le reste de rang n de la série Z onaS, =C—R,
n>1 n2+\/_ Sl n2+\/_
1 1 +o00
pour tout n € N*, Puisque ——— ~ @ R, Z e Une comparaison a une intégrale montre que R,, ~ — d ou le résultat annoncé.
k2 + \/% k=n+1
Solution 43
1. On propose deux méthodes.
1 a1
Premiére méthode. Comme x — — est décroissante sur R} et a valeurs dans R}, la série Z — — — converge. Or
e N Vi
A T " d

— = — —S,+1=2n-5,-1

AV VR b

donc la suite (S,, — 2\/71) converge. En notant C sa limite, on a le résultat voulu.
Deuxieme méthode. On remarque que

Vi-V1- n(l—(l—%)é)nzmﬁ(%“‘)(%))

ou encore

ﬁniwz\/_ 2\/_+(9< )

1
Ainsi la série Z ? — 2\/71 + 2V n — 1 converge ce qui permet également de conclure.
n

2. D’apres la question précédente

Zof —2\/E+2\/m

<||

donc
S,—2yn—-C=— L ok+k—1-= 2Wk-Vk—1)— 4
\/z kzn:+1\/% k§+1 \/_
Or )
1\2 1 1 1 1 1 1
Vn—vn- =ﬁ(1‘(1‘z))nimﬁ(ﬁ+@+°(m)>nim2ﬁ+8nﬁ+°<nﬁ>
donc 1 1
Z(W_ n_l)_ﬁ"—:whl n
Or
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donc

Z(V_—\/"T)‘ﬁnw;(\/n% x/lﬁ)

Par sommation de relation d’équivalence pour le reste de séries convergentes a termes positifs,

+oo
Sy—2/n—C ~ 21( ! _L>:L

RO k=n+1 2 vk —1 \/% 2\/71
Ainsi
S, = 2\/71+C+L+o<i>
n n—+oco 2ﬁ \/E
Produit de Cauchy
Solution 44

(1)k1

n
1. Posons S, Z ( ) pour n € N*. Alors

n+1 1k1n+1 n—lkln
w2 ()25
n

=1
Grigmn ()-)
S

G Sy

2 L ECA o
- Sfl_-ll-): el (SR el G A

T n Jlr 1

Puisque S; = 1, on en déduit alors que pour tout n € N*,

n n 1
Sp=Si+ 2, S~ Sk =1+ Zf n

k=2
+o0 n—1
1 ) . Lo
2. Onremarque que e = Z — Pulsque les séries Z — et Z sont absolument convergentes, on peut affirmer via le théoreme
neN neN

sur les produits de Cauchy que

Solution 45

1 s
- et =% On en déduit

On sait que les séries géométriques Z a" et 2 b™ convergent absolument et ont pour sommes respectives

neN neN
par produit de Cauchy que

ou
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Familles sommables

Solution 46

k+1
Considérons I,, = {%, ke1, n]]} pour n € N*, Alors I, C QN [1,+oo[ et

1 <« K
2= Gt

x€l,

2

car la série a termes positifs Z > diverge grossieérement vers +oo. La famille (— n’est donc pas sommable.

n )
neN* (” 1) X xeQ \[1,+00[
Solution 47

1. Soit un entier n > 2. Tout d’abord,
nv, =(n—1uv,_; +u,

donc
n 1

v, — ——u
n—-1" n-1"

Up-1=

Par conséquent,

1
(n+ 12 — (n—1)vi_; = 2u,v, — - (uf + vE) < 2up,

n n
2. a. Posons S, = Z u,zc etT, = Z v,%. En convenant que vy = 0, I’inégalité de la question précédente est encore valide pour n = 1.
k=1 k=1
On en déduit que

n n
Z(k + i —(k—1)vi_, <2 Z Uy Uk
k=1 k=1
ou encore que

n n n
Dok + D kvi—(k—1vE_; <2 uv
k=1 k=1 k=1

Par télescopage
n
0 kvp = (k= Dup_y = nvp

et par inégalité de Cauchy-Schwarz,

k=1 k=1 k=1
Finalement,
n n % n %
D i +nvk < 2(2 ui) (Z v,%)
k=1 k=1 k=1
ou encore
T,, + nv < 2v/S,\T,
A fortiori
Tp < 2/S,\/T,
puis
+o0
T, <48, <4 ) u}
n=1

La suite (T),,) est croissante et majorée donc elle converge i.e. la série Z v2 converge. En passant  la limite dans ce qui précéde,
+o0o +o00
2 2
2, VR <4 un
n=1 n=1

http://lgarcin.github.io 27


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

U, U
b. On va d’abord montrer que la famille (ﬂ) est sommable. Pour tout n € N,
1<m<n

n

[ttt |tml |tim|
= u — = Uy
2) i 2),,,t+n_|n|m§=)1 L= |
: Lo, 2
Puisque [unvn| < 5 (uf + v}),
+00 n— 1|u ul 1+oo
m“n 2 2
E E m+n<52_ u, + v, <+
n=1m=1 n=1

Par symétrie, on a également
-'io mzzl |umun|
me1nm1 MR

Up Up
Zz.. v 3 - < 2'
Enfin la série Z 3p converge puisque 3p < up
Puisque
(N*)? ={(m,n) € (N*)?, 1 <m < n}u{(m,n) € N*)% 1 <n<mju{(p,p), p €N}

Le théoreme de sommation par paquets permet d’affirmer que

|u u| +00 n— 1|u u| +00 m—1 |u u| +00 u2
T Z Z L z mon +z—p<+oo
(m,n)e(N*)2 m+n n=1m=1 m+n m=1 n=1 m+n p=1 2p

)
La famille ( m-n est donc sommable.

m+ n)(m,n)e(N*)Z
Solution 48

1. Notons I, I'intégrale a calculer. Tout d’abord, J, = 27 et, si n # 0, on intégre par parties

an 1 w1 [ 2im
et dr = ——[te™| T4 — | e7iMdr = —
A in 0 in o n

2. D’apres la question précédente,

_Clnbm — L Z anbm fzn te—i(n+m)t dt
(n,m)el? n+m 2in (n,m)el? 0
Zif bme—inte—imt dt
In 0 (n, m)eI2

“I
=

27
P f t(z ane_””) (Z bme_”"‘> dt
0 nel mel

Posons f(t) = Z ae” " et g(t) = Z b,e ™. Par inégalité, triangulaire,

nel mel
Gnbm _ Gubm | («f ) (VT 1g) dr
(el n+m (el n+m|— 27[ &

puis, par inégalité de Cauchy-Schwarz,

27
5 e L\ [Teora [ igor o
(n,m)el?
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Calculons ensuite

27

O de = L (O)F () de

(Z aye —mt) (Z ameimt> dt
nel mel

21
= > anam/ te~in—mit q¢
(n,m)el? 0

= Z ApAmdn—m

(n,m)€l?

—

[
-f

Or pour n # m, J,,_,, est imaginaire pur et I’intégrale qu’on calcule est réelle de sorte que

27
f HFOPR dt =) akly =2m2 ) af
0

nel nel
De la méme maniére,

21
f tlg(Of? dt = 2% " b,
0

nel
On en déduit le résultat demandé.

3. Soit K une partie finie de (N*). Il existe une partie finie I de N* telle que K C I?. Alors

Z |anbm| < Z |an m| <7 Z a2 z bz <7
n+m — n+m ~ " "=
(n,m)eKk (n,m)e(N*)2 nel neN* neN*

Ceci étant valide pour toute partie finie K de (N*)?,

|anbm \/ﬁ
(n,m)e(N*)? n+m neN*  neN*

est donc sommable et

IA

La famille (M)
T/ (nmye(ney2

anbm < Z |an ml Z a Z bz
— = o n
(n,m)e(N*)2 n+m (n,m)ekK n+m neNx neN*

Solution 49

Comme la famille est une famille de réels positifs, on peut appliquer le théoréme de Fubini positif :

Z mn(m+n+2) ZS

(m.n)e(N*)?
1
avec S,,, = ———— . A I’aide d’une décomposition en éléments simples :
m nZ::lmn(m+n+2) P P
+0o0

1
Sm_né:lmn(m+n+2)
Zof(m+n+2)—n
m(m+2) = n(m+n+2)

1
- m(m+2)nz=zlﬁ_m+n+2
m+2

1 1
h m(m+2)nzzzlﬁ
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n

1 1
Notons alors H,, = Z — de sorte que S,, = ———H,,,,,. Alors
k:lk m(m + 2)
Sf S Ef Hm+2
= —mt2
= = m(m+2)

_1+§ (1_ 1 )

T24 M2\ o m+2
m=1

_1yHy _Hup o 1 1

24 m o m+2 mm+1)  m(m+2)

S S TR TTE R S S U o < B S
24 m m+2 24 mim+1) 24 mim+2)
1 H,y 11 1 181 1

=—(H, +=2)+= - - - - —
2(1+2)+22m m+1 32 —~ m  m+2

m=1 m=1

1 3 1 1 1

=-(1+3)+=2+=(1+=
2( +4>+2+4(+2)

=7

T4

1

—) est donc sommable et sa somme vaut z
mn(m+n + 2) (mn)e(N*)? 4

La famille <

Solution 50

Comme la famille est a termes positifs, on peut appliquer le théoréme de Fubini positif :

+00 +00

2 (p+q2)(p+q2+l) =22 (p+q2)(p+q2+1)

(P, ENXN* q=1p=0

1 1
:ZZp+q2_p+q2+1

1
= Z = par télescopage
q=

)
(P+ @)+ @+ 1)), ensne

La famille < est donc sommable et a pour somme %

Solution 51

En utilisant la partition suivante
{(pl)enN, q<pl=| |{p}x[0,p-1]

peN*
le théoréme de sommation par paquets montre que
1 +o00 p—1 +00
o FRp PN
q<p p=1q=0 p=1

En considérant la partition suivante
[P eN?, q<p}=| |[q+1,+oolx{q}

qeN
ce méme théoreme permet d’affirmer que
1 +00 +o0 1
2 m=h X os
0<q<p q=0 p=q+1
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converge i.e. o0 > 2.

On en déduit I’égalité demandée. Cette somme est finie des lors que Z I
peN*
Solution 52
D’apres le théoreme de Fubini positif,
Z p2 + qZ Z D
(o, e(N*)? p=1
+0o0
—_— 1 1
avec Sp = Z m Par comparaison série/intégrale
q=1
+00 +oo
1 1 1 1 4o T
S, +—= = — > ——— dt = = tan(t = —
P p? qz'o p*+q / 2+ q? Larctant/@ly ™ = 3¢
ou encore
Sp> &~ - L
SET I
Puisque r_1 T la série Z I _ l diverge et Z Sp = +00. On en déduit que famille (;> n’est pas
2D P? po+eo 2D pens 2P peEN* P’ +q (p.E(N*)2
sommable.
1
REMARQUE. On peut aussi remarquer que > > 0. On remarque que (N*)? = I, avecl, ( , ) € (N*)2, p+qg=n
P e 2 = o+ q2 queq r|;|2 p.q p+q=nj
et que
1 _n-—1
wae, PTO* W
Comme la série Z d1verge la famille ( o+ q)2> n’est pas sommable d’apres le théoréme de sommation par paquets
n>2 (P.)e(N*)?
1
La famille <ﬁ> n’est donc pas sommable non plus
P*+ A% p ey
Solution 53
’ +0o0
1
= Z Sq

N PPHE o

D’apres le théoreme de Fubini positif,
(X0

+oo
1
avec Sg Z g Par une comparaison série/intégrale
+ +00
Sy < / ) L arctan d L

q = 2+ T3 3 =73

o ta ¢ ¢ 2q2
( donc sommable.

2 3
T/ (ppeme

La série Z — converge donc la série Z Sy €galement. La famille
qeN*

qeN* g2
Comme il s’agit d’une famille de réels positifs, on peut directement appliquer le théoréme de Fubini positif.

Solution 54
+00 +00

1
=2 zm+n m+n+1_ Z

m=1n=0

(mnSenxN (m+n(m+n+1)
1 b
n’est donc pas sommable

(m + n)(m +n+ 1)>(m,n)EN*><N

en utilisant un télescopage. La famille <
31
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Solution 55

Soit z € C tel que |z| < 1. Remarquons que pour tout n € N*,

N +00 +00
— n np _ np
T L=
p=0 p=1

On travaille maintenant sous réserve de sommabilité€. D’apres le théoreme de Fubini :

+00 +00 +00
IR I LT L
n= 1 n=1p=1 (n,p)e(N*)?2

Posons maintenant I}, = {(n p) € (N*)?, np = k} pour k € N*. Les ensembles I sont clairement disjoints et pour tout (n, p) € (N*)?,
(n, p) € I,p. Autrement dit, (N*)? = |_| Ij.. Le théoréme de sommation par paquets permet d’affirmer que

keN*
+o0 +0o0 +oo
ZWP = Z Z Z"P = Z Z zk = Z card(T;)z*

(n,p)e(N*)2 k=1 (n,p)€l} k=1 (n,p)el} k=1
Notons D;, I ble des divi itifs de k, ainsi que ¢ : e — Dy — L On vérifie que ¢ et
otons Dy I'ensemble des diviseurs positifs de k. ainsi que ¢= 9 ) o " e d s (d k/d) - Onvérifie que pe

P sont bien définies et que ¢ o P = Idg, et o ¢ = Idy, . Ainsi P et ¢ sont bijectives et card(Iy) = card(Dy) = (k). Finalement,
—— =) 1k)z
n=1 1—2zn k=1

Reste a vérifier la sommabilité. de la famille (z""P)(, p)e(n+)2- En reprenant les calculs précédents,

+00 +0o0 +00
DoozZ®=) Dz =D D ezl =D )z,
(n,p)e(N*)?2 k=1 (n,p)el} k=1 (n,p)el) k=1

Mais pour tout k € N*, ©(k) < k et, en utilisant la régle de d’Alembert, on obtient que Z k|z|¥ converge. Par conséquent, Zr(k)|z|k
converge et la famille (z""P)(, pye(n+)2 €st sommable, ce qui justifie les calculs précédents.

Solution 56

. . n . . . . £.: 3 Looe
Fixons n € N. Puisque |Z2 | < 1, on obtient en faisant intervenir une série géométrique,

271
72" ontlp 2"(2k+1)
e EED AR
Pour n € N, on pose alors J,, = {2"(2k + 1), k € N}. En partitionnant N* suivant la valuation 2-adique, on montre que (J,)nen €st une
partition de N*. Comme la série 2 zJ converge absolument, la famille (zJ)JeN* est sommable et le théoréme de sommation par paquets
JEN*

permet alors d’affirmer que

+00 +00

Z Z Z2"(2k+1) — Z 7

n=1k=0

Ce qui peut encore s’écrire d’apres ce qui précede et en reconnaissant dans le second membre la somme d’une série géométrique :

n

+00
z
Z 2n+1_1_z

Solution 57

Posons I, = {(m, n)e N, m+n= P} et

1 cadd,) p-1

p— (m’n)EIp (m + n)ot - pO( - pC(
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1

—_— est sommable si et seulement si la série E S, converge.
(m+n)x 2 p
(m,n)e(N*)

D’apres le théoreme de sommation par paquets, la famille <

-1

1
Puisque ~ ——,la famille ( est sommable si et seulement si « —1 > 1i.e. @ > 2 (comparaison a une série

p—+oo pa—l’

(m+ n)OC)(m,n)e(N*)z
de Riemann).

Solution 58

Premiere méthode
D’apres le théoreme de sommation par paquets employé avec les partitions

(k) eNxN, n<kb= | [{n}x[n+1,+c0= | | [0.k—1] x {k}

neN keN*
On obtient
+00  +o00 +00 k—1 +00 1
5= Z =2 X kl Z Z el Z K =2 o= ¢
0<n<k n=0 k=n+1 =1n=0 k=0

Deuxieme méthode

Posons uy, j = = si n < ket u, ; = 0 sinon. D’apres le théoréme de Fubini positif

kt
+00 +00
Z un,k—zzunk—zunk
(n,k)eN2 n=0 k=0

. 1 . .
Mais sachant que u,, ; = 0 lorsque n > k et u, j = —— sinon, on obtient

k!
400 +o0 +o00 k-1
> > 2 Y5
n=0 k=n+1 =0 n=0
d’ou
+00 k +o0
=X p=2m=
Solution 59

1. Remarquons que (N*)? = |_| I, avec I, = {(p,q) € (N*)?, p+ q = n}. Comme la famille < est a valeurs dans

n>2
R, on peut appliquer le théoréme de sommation par paquets :

(p+q)? >(p,q)e(N*)z

+o00

1 1
=2 X (p+q?

v PO 2ok,

_ +zo:o card I
n=2
B +00 n—1
n=2 n2
or 2= 1.1 donc la série —1 diverge. Ainsi
n2 n—+co N 2
n>2
1 +
- — 4
2
ety P+ D
et la famille (—2> n’est pas sommable.
B+ grevre

http://lgarcin.github.io 33


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

2. Pour tout (p, q) € (N*)?,
1 1 1

> = >0
p’+q* ~ p>+2pq+p* (p+q?

On en déduit d’apres la question précédente que la famille ( n’est pas non plus sommable.

2 2>
PP+ 4 (ppevz
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