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Nature de séries

Exercice 1 %% %

amVn

—— ouab>0.
2Vn 4 pn

Etudier la nature de la série de terme général u,, =

Exercice 2 %% %

n
Soit (u,,) une suite réelle strictement positive. On pose S,, = Z up. Comparer la nature

p=0

£ . un

des séries Z u, et Z g
neN neN

Exercice 3 % %% Critére de Raabe-Duhamel

Un+1 o
rl+a

u
1. Soient (u,) et (v,) de suites de réels strictement positifs vérifiant —+1 < 5
n n

partir d’un certain rang. Montrer que u,, = O(v,,).

2. Soit (u,,) une suite de réels strictement positifs telle que

u 1
Uy, n n

a. On suppose a > 1. A I’aide d’une comparaison avec une série de Riemann,
montrer que u,, converge.
neN
b. On suppose oo < 1. Montrer que Z u,, diverge.
neN
¢. On suppose a = 1. Montrer a ’aide d’exemples qu’on ne peut rien conclure
en général.

3. Application. Déterminer la nature de la série de terme général

" = 2X4x--%x(2n)
" 3x5%x--x(2n+1)
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Exercice 4 %%

Déterminer la nature des séries suivantes.
1 1 1
1. Z (tan<z> - E) 3. Z In (COS (—))
neN* neN# \/E

P L) + 2ol (5

Exercice 5 %

1
Convergence de la série Z —

)

Exercice 6 % %%

Déterminer la nature de la série de terme général

2 a\"
u, = e (1——)
n n

3

Exercice 7 %% Séries de Bertrand

Soit (a, B) € R2. On pose u,, = 5 pourn € N\ {0,1} et on s’intéresse a la

n%(Inn)
convergence de la série Z Uy.
n>2

1. On suppose o > 1. Montrer que Z u, converge.
n>2

2. On suppose a < 1. Montrer que Z u,, diverge.
nx2

3. On suppose o = 1 et § < 0. Montrer que Z u,, diverge.

n>2

4. On suppose o = 1 et 3 > 0. Déterminer la nature de Z u,, suivant la valeur de 3
n>2
via une comparaison a une intégrale.
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Exercice 8 %% Régle de Cauchy

Exercice 11 %% CCINP (ou CCP) MP 2021

Soit (u,,) une suite de réels positifs. On suppose que la suite de terme général %/u,, admet
une limite € € R, U {+o0}.

1. Montrer que si € < 1, la série Z u, converge.

2. Montrer que si € > 1, la série z u,, diverge.

3. Montrer a I’aide de deux exemples qu’on ne peut conclure dans le cas € = 1.

Exercice 9 %

Soient f: R — R k-lipschitzienne avec k < 1 et (x,) une suite telle que x,,,; = f(x,)
pour tout n € N.

1. Montrer que |Xx,,41 — Xp| < k"™|x; — Xg|.

2. En considérant la série Z Xp41 — Xy, montrer que la suite (x,,) converge.
neN

3. En déduire que f admet un unique point fixe.

Exercice 10 % % CCINP (ou CCP) PC 2021

On pose pour tout entier n > 2,

et pour tout entier n > 3,

nu
=In(—"
fn =0 < (n— Dy, )

Montrer que la série Z v, converge, puis que la série Z u,, diverge.
nz2 n>3
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1. Montrer que pour tout n € N*, il existe un unique u,, € ]0, 1] tel que

f —dt=n
t
Up

1t
o . e
On pourra considérer la fonction x — / N dt.
X

2. Etudier la monotonie de (u,,) et sa limite.

3. Onpose v, = n+Inu,. Montrer que (v,,) converge et exprimer sa limite sous forme
d’une intégrale.

4. Quelle est la nature de la série Z u,?

Exercice 12 % % Banque Mines-Ponts MP 2021

Soit (a;,),en+ une suite réelle telle que :

a =1 et Vn > 2, an:ZaIHJ
2

P . - 1
Montrer que (a,,) est définie, puis que la série Z — converge et calculer sa somme.

neN# an
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Exercice 13 %% Mines-Télécom (hors Mines-Ponts) MP 2019

Exercice 17 % % Taylor-Lagrange

On considere la série Z u, atermes positifs et Z v, avec U, défini par :
n>0 n>0

1

VREN, Un = T m
n

1. Dans cette question uniquement, u,, ~

n—-+oo
série Z v, ?

n>0

—,a € R. Quelle est la nature de la

2. Soient Z a, et Z b, deux séries a termes positifs convergentes. Montrer que

n>0 n>0
Z \/ a,b,, converge.

n>0

3. Montrer que si Z u, converge, Z v, diverge.
n>0 n>0

Exercice 14 Mines-Télécom MP 2024

Soit a > 0. Posons u,, = arctan(n+ o) —arctan(n). Déterminer la nature de la série Z U,.
On utilisera 1’inégalité des accroissements finis.

Calculs de sommes

Exercice 15 %%

n

Montrer la convergence et calculer la somme de la série Z PrErEE

n>0

Exercice 16 %% %

Soit p € N'\ {0, 1}. Convergence de la série Z et calcul de la somme.

neN (n+p)
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A T’aide de I’inégalité de Taylor-Lagrange prouver la convergence et déterminer la somme
des séries suivantes

1. Z—pourxelR

n>0
( 1)?1 2n ( 1)n 2n+1
g’w 2n)! Z “Gany 1 POWXE R.

_1\n—1,n
3. Z (DTJC pour x € [0,1].

n>1

Exercice 18 %%

1
En remarquant que —

k

déterminer sa somme.

1
—1)r-1
— f tk=1 dt, montrer la convergence de la série Z Q et
A neN*

Exercice 19 % % % X (non PC/PSI) MP 2021
+00 1
On pose u,, = Z k? pour tout n € N*. Calculer Z —
k=1 n= 1
Exercice 20 % % % CCINP (ou CCP) MP 2021

1. Donner la définition de la convergence d’une série puis montrer que si Z u, converge
alors la suite (u,,) tend vers 0.

2. Soit (u,,) une suite décroissante telle que Z u, converge.
a. On suppose que lim nu, = A € R U {—o0; +00}. Montrer que A = 0.
n—>oo

b. Montrer que lim nu, = 0.

n—oo
+o00
c. Montrer que la série z n(un — un+1) converge puis montrer que Z u, =
n=1
+00
Z n(un - un+1)-
n=0
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Exercice 21 % %

CCINP (ou CCP) PSI 2019

Exercice 24 CCINP (ou CCP) MP 2023

/4
Pour n €N, onposel, = f (tan(x))" dx.
0

1. Calculer la limite de I,, lorsque n tend vers +oo.
2. Pour n € N, calculer I,, + I, .

+oc0 1\
3. En déduire (1) .
= 2n+1

4. Montrer que la série Z (—=1)"1,, converge et calculer sa somme.
n>0

Comparaison série/intégrale

Exercice 22 % %

Déterminer un équivalent de la somme partielle de la série 2 s lorsque o < 1.
n>1

. o ‘o 1
Déterminer un équivalent du reste de la série Z P lorsque o > 1.
n>1

Exercice 23 %%

Pour n € N, on pose u,, = In(n!).

1. Par une comparaison a une intégrale montrer que u, ~ nlnn.

. . ‘. 1
2. Déterminer la nature de la série Z =
n>2 Un

1
3. Montrer que la fonction f : x — TInx est décroissante sur |1, +o0].

4. ATaide d’une comparaison a une intégrale, déterminer la nature de la série Z —.

n>2 Un
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n

On pose u,, = Z (In(k))? pour tout n € N*,
k=1

1. Montrer que Z u, diverge.

2. Montrer que pour tout n € N*,

n n+l
f (In(t))? dt < u, < f (In(t))? dt
1 2

X
3. Pour x > 1, calculer f (In(t))? dt et en trouver un équivalent en +oo en fonction
1

de x — x(In(x))?.

c . P 1 P 1
4. Déterminer un équivalent de ™ et en déduire la nature de E o
n n

Exercice 25 %% Mines Télécom PC

On pose pour tout entier n > 2,

n
u, = [[2-3"%
k=2

1. Montrer que la suite (u,,) converge.

2. Déterminer sa limite.
ot

3. Montrer qu’il existe o > 0 tel que u, -
n—+o0 MM
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Exercice 26 CCINP (ou CCP) MP 2022 Exercice 29 % D’apres Mines-Télécom MP 2016
On pose : n Soit (v,,) une suite telle que v,, = c05(n-1) pour tout n € N*.
1 1
* _ _ -
Vi e N, u, = 3nnl g@k 2 et e n2/3 1. Déterminer la limite puis un équivalent de v,. En déduire la nature de la série

u v
1. Montrer que : Vn € N*, —2+L >

n Un

u
2. En étudiant la suite (U—">, montrer que la série Z u,, diverge.

n

3. On pose :

2 1
Vi e N*, w, = —1n(”Jr )+1n<@)
3 n u,

Montrer que la série Z w,, converge.

C
4. En déduire qu’il existe deux réels a et C tels que u,, ~ —.
n-+oo N4

Séries alternées

Exercice 27 %% Série des restes de la série harmonique alternée

n

1. Montrer que la série Z (

converge.
neN#
+o00 (_ly
2. Onpose R, = Z T pour n € N. Montrer que la série Z R,, converge.
k=n+1 neN

Exercice 28 %% %

n
Pour n € N*, on pose b,, = Z(—l)k\/l_c.
k=1

1. Déterminer un équivalent de b,,.
2. Montrer que (b, + b,,) converge vers une limite strictement négative.

1
3. Déterminer la nature de Z —.
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S o,

neN*
="
n

2. Montrer que la série 2 converge.

3. En déduire la nature de la série Z (—D"v,.

neN

Exercice 30 % % Banque Mines-Ponts MP 2021

n
Pour n € N, on pose u,, = cos (nzrc In ( P )) Déterminer la nature de la série Z Uy.

Exercice 31 %%

Déterminer la nature de la série Z sin (71:\/ n2 + 1).

neN

Exercice 32 %% %

(="
Vn+ (=1

Déterminer la nature de la série Z

Exercice 33 %%

="

n

CCINP (ou CCP) PC 2019

On pose a, = pour tout entier n > 2.

1. Nature de Z In(1 + a,).

n>2

n
2. Déterminer lim (H(l + ak)).

n—-+oo k=2
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Exercice 34 % %% CCINP (ou CCP) PSI 2019

Exercice 37 %%

1. Montrer que I’équation X" + x\/n — 1 = 0 a une unique solution dans [0, 1], notée
u,, pour n € N*,

2. Montrer que la suite (u,,) a pour limite 0.

3. Quelle est la nature de la série Z u,?

4. Quelle est la nature de la série Z(—l)”un ?

Sommation de relations de comparaison

Exercice 35 %%

Soit (u,,) une suite réelle de limite £ € R*.

n

1. Montrer que la suite de terme général o Z Uy, converge vers €.
k=1

n
2. Déterminer la limite de la suite de terme général P Z kuy.
k=1

Exercice 36 % % % Centrale-Supélec MP 2019

Soit (a,),en+ une suite de réels strictement positifs telle que

lim a,(ai+ai+..+a?)=1
n—-oo

1. Montrer que la suite (a,,) converge vers 0 et que Z a? diverge.
neN*

n
2. Onnote S, = Y af. Monter que

k=1
Sn
lim f 2dt=1
n—oo

Sn—l

1
3. Monter que a,, ~

nsoo 330
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. . PP T . ) .
Soit (u,,) la suite définie par uy € [O, 5] et la relation de récurrence u,, . = sin(uy,).

1. Déterminer la limite de la suite (u,,).

2. Déterminer a € R tel que la suite de terme général u$; ., — uj; converge vers un réel
non nul.

3. En déduire un équivalent de u,,.

Exercice 38 % % Banque Mines-Ponts MP 2021

1. Soit (uy,),en une suite numérique. Montrer que :

n—+o0o n—-+oo N

1n—l
lim u, =¢ = lim — Y wy=2¢
k=0

2. Soienta > 0,A > 0,a > 1let f: [0,a] — [0, a] continue admettant un développe-
ment asymptotique en O de la forme :

f(x) = x—Ax* + o(x%)

a. Montrer qu’il existe € > 0 tel que 0 soit le seul point fixe de f dans [0, €].

b. On définit (u,),en telle que uy € [0,€] et Vn € N, u,, = f(u,). Montrer
que (u,,) converge vers 0.

¢. Trouver un équivalent de f(x)'=% — x'~% quand x tend vers O.
d. En déduire un équivalent de u,, quand n tend vers +oo.

e. Appliquer aux fonctions x +— sinx et x — In(1 + x).

Exercice 39 %%

Soit (u,,) la suite de premier terme u, €10, 1[ telle que u,,; = u,, — u2 pour tout n € N.

1. Montrer que (u,,) converge et déterminer sa limite.

1 1 u
2. En remarquant que -— ==
Upny1  Un  Upp

, déterminer un équivalent de u,,.
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Exercice 40 * % % Produit de Cauchy

Exercice 44 % %%

1
1. Soit (u,) € CN convergeant vers £ € C. On pose v,, = Tl Z uy pour n € N.

B

n
Montrer que (v,,) converge également vers . Pour n € N*, on pose H,, = Z

2. Soient (a,) et (b,,) des suites complexes convergeant respectivement vers a et b. On
n 1. Montrer que pour tout n € N*,

1
posec, = —— Z ayb,_x. Montrer que (c,,) converge vers ab.
n+14

Exercice 41 %% % 2. En déduire que

Soit (a,,) une suite de premier terme a, = 1 telle que a,,; = 1 — e~ pour tout n € N.
1. Etudier la convergence et la limite de la suite (a;,).

2. Etudier la convergence de la série Z a2. On pourra considérer a,, — a,,. 1. .
g n P no Tl Exercice 45 %%

3. Déterminer un équivalent de a,, lorsque n tend vers +oo.
Soit a et b deux complexes distcincts de module strictement inférieur a 1. Montrer que
too an+1 _ bn+l 1 1

Exercice 42 %% b -1 "1-b
a-— —a —

n=0

n
On pose S, Z pour n € N*. Montrer qu’il existe C € R tel que

k=1 k2+\/_

Familles sommables

Exercice 46 %

1
Exercice 43 % % La famille <x2) — est-elle sommable ?
xeln|1l,4+o00

n
On pose S Z —

<|

1. Montrer qu’il existe C € R tel que S,, = 2\/2 + C+o(1).
n—+0o

2. Déterminer un équivalent de S,, — 2\/71 - C.
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Exercice 47 %% %

Exercice 50 %

Soit (¢;,),en+ une suite réelle. On pose
1 n
Vn € N¥, vn:—Zuk
=]

1. Montrer que (n + 1)vZ — (n — 1)v2_; < 2u,v, pour tout entier n > 2.
2. On suppose que la série Z u? converge.

a. Montrer que la série Z v2 converge et que
+00 +00
DL EEONT
n=1 n=1

UmlUp

b. En déduire la sommabilité de la famille ( ) .
m+n (m,n)e(N*)2

Exercice 48 % % Banque Mines-Ponts MP 2018

2
1. Pourn € Z, calculerf te~int dt.
)

2. Soient I une partie finie de N*, (a,,),e1 et (b,,)ner deux suites finies de réels positifs.

Montrer que
a,b o 5~
(n,m)el? n+m nel nel

3. Soient (a,)en+ et (by)nen+ deux suites réelles telles que les familles (a2),en+ et
anbm

) est sommable et que
nE M) (nmye(vey2

(b2)en+ soient sommables. Montrer que (

a,b, > 3
Gbn n S S bR
(n,m)e(N*)2 n+m neN* neN*

Exercice 49 %%

1

—) est sommable et calculer sa somme.
mn(m+n + 2) (mm)e(N+)?

Montrer que la famille (
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1

est sommable et calculer sa
(p+q>)p+q+ 1)>(p,q)eNxN*

Montrer que la famille <

somme.

Exercice 51 %%

Soit o € R. Montrer que

+o00  +oo 1 +0o0 1
DINEESE
n=0 k=n+1 p=1

Pour quelles valeurs de a cette somme est-elle finie ?

Exercice 52 %%

Montrer que la famille (—

2) n’est pas sommable.
T ey

Exercice 53 %%

Montrer que la famille ( est sommable.

2 3)
P2+ @/ (pgretnz

Exercice 54 %%

1

est-elle sommable ?
(m+n)(m+n+1)

La famille < )
(m,n)eN*xN

Exercice 55 %% %

On note t(n) le nombre de diviseurs positifs d’un entier n € N*. Montrer que pour tout

z € Ctel que |z]| < 1,
+00

Zn +00
Z T Zt(n)z"
n=1

n=1
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Exercice 56 %% %

Soit z € C tel que |z| < 1. Montrer la convergence et déterminer la somme de la série
21’[

zZ
Z 1 _ Zzn+l N

neN

Exercice 57 %

Montrer que la famille < est sommable si et seulement si o > 2.

(m+n)x >(m,n)e(N*)z

Exercice 58 %%

Calculer
+o00  +o0 1
S = Z F
n=0 k=n+1
Exercice 59 %% % TPE-EIVP MP 2015
1. Montrer que la famille (—2) n’est pas sommable.
P+ @) ey

2. Déterminer la nature de la famille (2—> .
p*+q? )2
(p.g)e(N*)
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