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SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Suites de fonctions

Solution 1

On montre aisément que P — sup |P(t)| est une norme sur R4[X]. Il est alors clair que (i) = (iii) (on a méme I’équivalence).
telo,1]
11 est également évident que (iii) = (ii).
Reste & montrer que (ii) = (i). Supposons donc que (P,) converge simplement. Soient X, ..., X4 des réels distincts dans [0, 1]. Notons
X le vecteur colonne de P, dans la base canonique. Puisque (P,) converge simplement sur [0, 1], il existe des réels Yy, ...,y tels que

P,(xx) — yx. Notons V = (xf )1<' - et Y le vecteur colonne formé des y,. On a donc VX,, — Y pour la norme infinie sur R4+1,
n—+co <i,j<n n—+o0o

Or V est une matrice de Vandermonde inversible et la multiplication par V~! étant continue, on en déduit que X,, — V~'Y. On montre
d n—-+oo
facilement que P — max lag| ou P = Z a, Xk est une norme sur Ry[X]. Le fait que (X,,) converge dans R%+! signifie donc que (P,)
0<k<

k=0
converge dans R,[X] pour la norme précédente.

REMARQUE. Comme R%+! et Ry[X] sont isomorphes, la convergence de (X,,) entraine automatiquement la convergence de (P,,). Il n’est pas
nécessaire de parler de normes.

Solution 2

Soient ay, ..., a, des éléments distincts de [a, b] et notons L, ..., Lp les polyndmes de Lagrange associés ces p + 1 points. Il existe donc

p
des suites (Ag ), ... (Ap,,) telle que pour tout n € N, B, = Z Ak.nLg. On a donc pour tout n € N et pour tout k € [0, p]l, P,(ax) = Agp,.
k=0
La convergence simple de (P,) vers f montre que pour tout k € [0, p], (A ,) converge vers A, = f(ay). On en déduit que (P,) converge
p

simplement vers Z ALy, ce qui prouve que f est un polynome de degré inférieur ou égal a p.
k=0
Pour tout x € R, on a par inégalité triangulaire :

n

B2 (%) = OO < D5 gen = Al L))

k=0

Les polyndmes de Lagrange L, étant continus sur le segment [a, b], ils y sont bornés. Posons M = mlgx |ILk|lo- On a donc
0<k<p

n
P = flloo <M D7 A — Al
k=0

Comme chacune des suites (A ,) converge vers Ay, la suite (P,) converge uniformément vers f.

Solution 3

Posons f, = f pour tout n € N. La suite (f};) est une suite extraite de la suite (f,,) : elle converge donc uniformément vers ¢. Mais puisque
(f,,) converge uniformément et donc a fortiori simplement vers @, le théoréme de dérivabilité des suites de fonctions nous assure que ¢ est
de classe C! et que @’ = ¢. On en déduit que ¢ est colinéaire 4 la fonction exponentielle.

Réciproquement, si f = Aexp avec A € R, la suite (f()) converge uniformément vers A exp puisqu’elle est constante.

Solution 4

1. Soit x € nZ. Alors pour tout n € N, f,(x) = 0.

Soit maintenant x € R \ ©Z. Alors |cos x| < 1donc lim ncos"x = 0puis lim f,(x)=0.
n—->+oo n—->+oo
Finalement la suite (f;,) converge simplement vers la fonction nulle.
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1
2. Posons x,, = — ~ pourn € N*. Alors pour tout n € N*, x,, € [ g]

D’une part, nsm(xn) — 1. D’autre part, cos"(x,,) = e"n(cos(/m) ¢

n—+o0o

In(cos(1/n)) = In(1+o0(1/n))= = o(1/n))

de sorte que cos™(x,) — 1.

Finalement, llm fn(xn) =1 # 0 donc la suite (f;,) ne converge pas uniformément.
Soit maintenant a € ]0, 5]. Alors pour tout x € [a, 5],

| ()] < ncos™(a)sin(a)

donc
|fuleo < ncos™(a)sin(a)

(c’est méme une égalité) donc lim |f,,] = 0 puisque 0 < cosa < 1. Ainsi (f,;) converge uniformément vers la fonction nulle sur
n—>+oo

o]

3. Méthode n°1
Remarquons tout d’abord que f;, est positive et que

n+1

2 n T
/(; fo(0) dt = T [cos™*1 t]oz =

. 3
Soit € € R. Comme g est continue en 0, il existe a € R} tel que |g(x) — g(0)] < 5 pour tout x € [0, oc]. Ensuite,

f2 Ja(Dg(t) dt—/zfn(t)g(()) dt sz JaOlg(t) — g(0)] dt
0 0 0

sffmmm+/”ﬁ@m—gwum

S e gwmf_mom

IA

§+M—gwuf5mom

2
Comme (f},) converge uniformément vers la fonction nulle sur le segment [a, g], lim f Jn(®) dt = 0. 1l existe donc N € N tel
n—->+oo

3
que pour tout entier n > N, ||g — (0] f Jnu(t) dt < e. On en déduit que pour n > N,
(o4

<eg

fgﬁmgom—/ﬁﬁmgmm
0

0

Ainsi

mlfgﬁmgom—]ﬁnmgmm=
n—+oo 0 0
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Finalement,

2 _ ng(0)

| 5050 4= 2EG — &0
donc -
2
lim f (08 dt = g(0)

n—>+4oo 0

Méthode n°2

L application t — cos™*! ¢ est bijective de [0, 7t/2] sur [0, 1], strictement décroissante et de classe ! donc, par changement de variable

z 1
/0.2 Ja(Dg(t) dt = ni-l—l/(; f(arccos("/u)) du

La fonction u — f(arccos("*{/u)) converge simplement sur ]0, 1] vers la fonction constante égale 2 f(0) car f est continue en 0. De

plus, g est bornée [0, 1] (continue sur un segment) donc u +— g(arccos("*W)) est dominée par une constante (clairement intégrable
sur le segment [0, 1]). On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée de sorte que

1 1
lim f (") du = f ¢(0) du = g(0)
0

n—->+oo 0

On en conclut immédiatement que
2
im_ [ e dr = O
n—+oo 0

Solution 5

1. Posons g, = f — f,. Alors la suite (g,,) est positive, décroissante et converge simplement vers la fonction nulle. Puisque g,, est continue
sur le segment [a, b], elle y admet un maximum M,, (positif) atteint en o,, € [a, b]. Puisque la suite (a,,) est a valeurs dans le segment
[a, b], on peut en extraire une suite (ap(,)) convergeant vers o € [a, b] d’apres le théoréme de Bozano-Weierstrass.

Soit ¢ € R%. La suite (g,(a)) converge vers 0 donc il existe N € N tel que gn(a) < €. Soit un entier n > N. Alors g, < gy et
notamment g, (a,) < gn(a,). Ainsi

M, = gn(an) = gN(o‘) + (gn(ocn) - gN(OCn)) + (gN(an) - gN(a)) <e+ (gN(an) - gN(a))

Puisque ¢(n) > n > N on a également

M(p(n) <eg+ (gN(acp(n)) —gn(@)
Puisque la suite (ctp(,)) converge vers o et que gy est continue, il existe N’ € N tel que pour tout entier n > N, gn(ctp(n)) —gn() < €.
On en déduit que pour n > max{N, N'}, 0 < M,y < 2¢. Ceci signifie que la suite (My(,,)) converge vers 0.
Par ailleurs, puisque la suite (g,,) est décroissante, la suite (M,,) est également décroissante. Comme elle est minorée par 0, elle converge.
On vient de voir que 0 est une valeur d’adhérence donc (M,,) converge vers 0. Puisque 0 < f — f,, < M,,, (f,) converge uniformément
vers la fonction nulle.

2. On peut déja affirmer que f est croissante en tant que limite simple d’une suite de fonctions croissantes. Soient € € R et un entier

fb) - f(a)

naturel non nul p > ——————. D’apres le théoreéme des valeurs intermédiaires et la croissance de f, il existe des entiers ay, ..., @,

E 1) = f(a) f®-f@ _,

telsquea=ay<a; < <ap=bet f(ar) = f(a) +k .On adonc f(ag,,) — flag) =

Comme f est limite simple de la suite (f;,), pour tout k € [0, p]l, il existe N € N tel que pour tout n > N, |f,(ar) — f(ap)| < e
Posons N = max{Ny, ..., N} et donnons-nous un entier n > N.
Soit x € [a, b]. Il existe k € [0, p — 1] tel que x € [ay, x41]- Par croissance de f et fy

() = f(X) < fulasr) = flag) = fularsr) = flarsr) + flagsr) — flag) < 2¢

et
F&) = fa(%) < flagsr) = fular) = flarsr) — flaw) + flap) = fular) < 2e

Finalement, | f(x) — f,,(x)| < 2¢ pour tout x € [a, b] ie. | f — full < 2¢. La suite (f;,) converge donc uniformément vers f.
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Solution 6

1 n
Pour simplifier, posons u,, = (1 - ﬁ) . Il est classique de montrer que (u,,) converge vers e~!. Montrons alors que

1, 1
lim f xzf(x)dx=-/ fx) dx

n—+oo
Soit n € N*.
1, 1 1, 1, 1, 1
/xﬁf(x)dx—/ f(x) dx| < f xﬁf(x)dx—f xﬁf(x)dx+f xﬁf(x)dx—f f(x) dx
et 1 1
<|[ wread+ [ a-sniwie

n . )
<lem —uyllfllee + A - e_ﬁ)/ |f()l dx

11 suffit alors de faire tendre n vers +oco pour obtenir le résultat escompté.

Solution 7

1 1
Remarquons déja que f([0,1]) = [0, 5] et que les seuls points fixes de f sont O et 5
Etudions la convergence simple. Tout d’abord, f,(0) = 0 pour tout n € N et f,,(1) = 0 pour tout n € N*.
1 1
Soit maintenant x €]0, 1[ et posons u,, = f,(x) pour n € N. Puisque f([0,1]) = [0, z] 0<u,< 5 pour tout n € N*. Ensuite, pour tout
n e N*,
Upy1 — Up = Up(1 — 2u,) 2 0
donc (u,,) est croissante a partir du rang 1. La suite (u,,) converge donc en vertu du théoréme de convergence monotone. Comme u,,; = f(u,,)
pour tout n € N et que f est continue sur [0, 1], (u,) converge vers un point fixe € de f. Mais par croissance de (u,) a partir du rang 1,
€ >u; =2x(1—x)>0donc ¢ = 5
0 sixe{o,1}
En conclusion, la suite (f;,) converge simplement vers la fonctiong: x € [0,1] —» {1 . .
=~ sinon
2
On montre aisément par récurrence que les f,, sont continues sur [0, 1] mais g n’est pas continue sur [0, 1] donc la suite (f,,) ne converge pas
uniformément sur [0, 1].

Solution 8

Convergence simple.
Soit x € R. Si x € nZ, alors f,,(x) = 0 pour tout n € N donc lim f,(x) = 0. Six ¢ nZ, alors |cosx| < 1donc lim f,(x) = 0 par
n—-+oo n—+co

croissances comparées. La suite (f,) converge donc simplement vers la fonction nulle sur R.

Convergence llnlfOl‘me. POU.I' toutn € N ‘,
f <_> nex <l’l1n (COS —)) Sin(—>
n n - p n n

1
Orsin— ~ —et
N nso+o N
cos L _ 1 ! + o< 1 )
N notoo 2n2 n2
donc
(neos7) 273
In(ncos=) ~ ——
n/ ns+o 21
puis
1 _1
lim exp <n In (cos —)) =e 2
n—+oo n

On en déduit que

lim fn<1> —e3£0

n—+oco n

Donc (f;,) ne converge pas uniformément sur R.
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Solution 9

Convergence simple.
Soitx e R.Six € g +7Z, alors f,(x) = 0 pour toutn € Ndonc lim f,(x)=0.Six & g +7Z, alors |sinx| < 1donc lim f,(x) =0.
n—+oo n—+oo

La suite (f,,) converge donc simplement vers la fonction nulle sur R.
Convergence uniforme. Remarquons que les |f,| sont paires et -périodiques. Ainsi [|fylleo,r = [lfnll,, [0.2] On peut donc se contenter
172

. . 4 . s .
d’étudier la convergence uniforme sur [0, 5]. fn est clairement dérivable sur cet intervalle et

Vx € [0,7], f(x) = sin""!(x)(ncos® x — sin® x) = sin" " (x) (n — (n + 1) sin® x)

s [ n T
Ainsi f,, atteint son maximum sur [0, 3] en x,, = arcsin PR De plus, f, est positive sur [0, E]' On rappelle que cos(arcsin x) = V1 — x2

pour x € [—1,1].. On en déduit que
1

1
<
Vin+1l  yn+1

Par conséquent, lim | f, |l = 0 et (f,,) converge uniformément vers la fonction nulle sur R.
n—>+oo

”fn”oo = fn(xn) = sin" Xp -

Solution 10

1. Soitx € [0,1]. Onabien 0 < Py(x) =0 < \/; Supposons que 0 < P,(x) < \/E pour un certain n € N. Alors x — P,(x)? > 0 donc

Pry1(x) 2 Py(x) 2 Oet
VE = B0 = (Vi = B() (1= 3 (Y + () 2 0

donc B, ,;(x) < \/; On conclut par récurrence.

2. On reprend I’inégalité précédente

Vi €N, 0<Vx = PBrs (1) = (Vx = By(x)) (1 - % (Vx+ Pn(x))) < (Vx = By(@)) (1 - g)

On prouve alors aisément par récurrence que

n

Osﬁ—Pn(x)S(\/;—Po(x))<1_g> :\/;(l_g)

n

t\" 2
3. Onpose g, : t— t(l — 5) . ’étude de la fonction g,, montre qu’elle atteint son maximum en P Ainsi

Vx € [0,1], 0 < VX~ By() < gV < g (g ) = o (1= ) < 2

n+1/ n+1\" n+1 n+1
On en déduit que (P,) converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction x - /x.

Solution 11

1. La fonction f;, est clairement positive et une étude de fonctions montre qu’elle admet un maximum en n. Ainsi

nhe™"
n!

Vx € [0,1], Vn €N, 0 < f,,(x) < f,(n) =

On rappelle la formule de Stirling
nl ~ n"e™"™/2nn

n—+oo
Ainsi "on
. n“e-
lim =0
n—+oo n!

donc (f,,) converge uniformément vers la fonction nulle.
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+00
2. EnposantI, = f Jn(®) dt, une intégration par parties montre que I,,,; = I,, doncI,, = Iy = 1 pourtoutn € N. Ainsi lim I, = 1.
n—+oo
oo
Evidemment, f@) dt =o.
0
REMARQUE. On ne peut pas ici appliquer le théoréme d’interversion limite/intégrale car la convergence uniforme n’a pas lieu sur un

segment.

Solution 12

On a clairement f,,(1) = 0etdonc lim f,(1) = 0. Six € [0, 1], la suite (f,,(x)) est géométrique de raison x € [0, 1[ donc converge vers 0.
n—->+oo

Ainsi (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 1].

n
De plus, f, est positive sur [0, 1] et atteint son maximum en n (étude facile). Ainsi

+1
n n n_\"
”fn”oo_fn(n+1>_ n+1<n+1>

On montre facilement que ||f,llc ~ 1% le~L. Ainsi (f,,) converge uniformément si et seulement si o < 1.
n—+o0o

Solution 13

1. Remarquons déja que si x < 0, In(1 + nx) n’est pas définie a partir d’un certain rang. Ensuite f,,(0) = 0 donc lim f,(0) = 0.
n—->+oo

nx nx 1

x) < . Or ~ —donc lim x) = 0.
(x) < 1 + n2x2 14 n2x2 oo NX n—-+co J(%)
Finalement, (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur R

Supposons donc x > 0. Par concavité de In, 0 < f,

1 In2
2. Posons x,, = - pourn € N*. (x,) est bien a valeurs dans R} et f,(x,) = nT Notamment, (f,,(x,)) ne converge pas vers 0. La suite

(f,,) ne converge donc pas uniformément sur R .

Solution 14

1. Soit x € R. D’apres I’énoncé
Vn e N*, |f(2"x) — 2f(2"'x)| <M

puis
M
Vi €N, |h(x) = hpa (0] < 55
Notamment,
M

V€N, Iy = hyalle < 5

On en déduit que la série de fonctions Z h,, — h,,_; converge normalement et donc uniformément sur R. Comme il s’agit d’une série
télescopique, la suite (h,,) converge uniformément vers une fonction h sur R. Comme chacune des fonctions h,, est continue sur R, h
I’est également.

2. Soit (x,y) € R2. Pour tout n € N,
IfRM"(x+y) — f2"x) - f2Q"y) <M
puis

M
hn(x + ) = hn(X) = R (D) < 55
Par convergence simple de (h,,) vers h, on obtient bien h(x + y) = h(x) + h(y).

3. On montre classiquement que f est une homothétie, c’est-a-dire qu’il existe A € R tel que f(x) = Ax pour tout x € R.
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4. Par inégalité triangulaire,
1y 41(X) = FOOI < Ry () = hp ()] + [h(x) = ()]
Or on a vu a la premiére question que
Poria() = (O] < 5z
donc M
M1 (%) = fOOI < 5 + () = f(x)]
Autrement dit

Pnsa() = FOO = [a) = GO < 3y

Comme la suite (h,,) converge simplement vers h, la série télescopique z [My1() — fOO)] — |hp(x) — f(x)| converge et
neN

D () = FQO = [hp(x) = FGO| = [h(x) = f(X)] = [ho(x) = f(xX)] = |A(x) — f(x)|
n=0
Ainsi
+0o0 M
|h(x) - f(x)| < D, s =M

n=0
La fonction h — f est donc bien bornée.

5. Ainsi f = h + (f — h) est bien la somme d’une homothétie et d’une fonction bornée.
De plus, si f(x) = Ax + b(x) pour tout x € R, avec A € R et b bornée sur R, alors pour tout x > 0, fgcx) A+ b(x x)

A= lim f()

X—=>+00

Solution 15

. Ainsi A est uniquement déterminé et, par suite, b également.

de sorte que

1
1. Tout d’abord, f,,(0) = 1 pour tout n € N* donc hm fn(0) = 1. Soit x € R*. Alors lim — = 0 donc hm fu(x) = 1. Par

n—+co NX
conséquent, la suite (f,,) converge simplement vers la fonctlon constante égale a 1 sur R.

Soit x € R*.

G0 =11 = fsin ()] < 2|

Cette égalité est encore valable pour x = 0.
Soit a € R,. Alors, pour tout x € [—a, a],

a
o -11<2

de sorte que (f;,) converge uniformément sur [—a, a]. On en déduit que (f,,) converge uniformément sur [—a, a].

1
2. Puisque sinu ~ u, lim n?sin (—2> =1lie. lim f,(n) =2 # 1. Lasuite (f,,) ne converge donc pas uniformément sur R.
u—0 n—+oo n n—+oo

Solution 16

Tout d’abord, f,,(2) = f,(=2) =0donc lim f,(2) = f,(-2) =
n—>+oo
Soit ensuite x €] — 2,2[. Alors
n(x*—4)

~ S =x-2
n—+oo n(x+2)

Ja(x)
. . p . 0 six=-2
Ainsi (f,,) converge uniformément vers la fonction f: x € [-2,2] ) .
X —2 sinon
Les applications (f,,) sont clairement continues sur [—2, 2] mais f ne I’est pas. Ainsi (f;,) ne peut converger uniformément sur [—2, 2].
Par contre, pour tout x € [0, 2],
2—x

[fn(x) = (x=2)| = TTnx=2)

= cpn(z - X)
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avec @, : u € [0,2] — 7 -:[nu' Une étude de fonctions montre que ¢, est positive sur [0, 2] et croissante sur [0, 2]. On en déduit que pour
tout x € [0, 2],
2—x 2
X)— (X — 2 = < 2 = —

On en déduit que (f,,) converge uniformément vers f sur [0, 2].
Solution 17

On prouve aisément par récurrence que les fonctions f;, sont impaires et w-antipériodiques. Il est de plus clair que f,,(0) = 0 pour toutn € N

donc lim f,(0) = 0. Soit alors x € ]0, g] On prouve aisément que f,,(x) €]0,1] pour tout n € N*. Par concavité de sin sur [O, g],
n—>+oo

2 7
o1 (x) 2 . Ju(x) = f,(x) pour tout n € N*. La suite (f,,(x)) est donc croissante a partir du rang 1 et majorée : elle converge. Notons
. P . (TE . NP m . .
¢ = lim f,(x) € [0,1]. Par continuité de sin, £ = sin (7> La stricte concavité de sin sur [0, 5] montrerait que € € {0, 1}. Mais comme
n—+oo
Tt
la notion de stricte concavité n’est pas au programme, on peut étudier ¢ : t — t —sin (7) sur [0, 1]. On trouve que ¢” est positive sur [0, 1]

r
et ne s’annule qu’en 0. Ainsi ¢’ est strictement croissante sur [0, 1]. De plus, ¢’(0) = 1— = < 0et¢’(1) = 1 > 0 donc ¢’ s’annule une unique

fois sur [0, 1] en un point a. ¢ est donc strictement croissante sur [0, a] et strictement décroissante sur [a, 1]. Comme ¢(0) = ¢(1) = 0, ¢ ne
s’annule qu’en 0 et 1 sur [0, 1]. On a donc bien € € {0, 1}. Mais f;(x) > 0 et (f,,(x)) est croissante a partir du rang 1 donc € > f;(x) > 0 puis
¢ =1.

Les f,, étant m-antipériodiques et impaires, on en déduit que la suite (f,,) converge simplement vers la fonction f définie par

0 six € niZ
Vx eR, f(x)=41  si sin(x) >0
—1 sisin(x) <0

Une récurrence montrerait que les f,, sont continues sur R mais f ne I’est pas : la convergence ne peut donc pas étre uniforme.

Séries de fonctions

Solution 18

ann—l

1. Posons f,(x) = T—on

pour n > 1. Remarquons que les f;, sont définies sur R \ {—1, 1}.

n
o Six| > 1, |f,(0)] > R Ainsi |f,,(x)] —> 400 donc la série Z fn(x) diverge grossiérement.
n—+o0o n>1

e Si|x| <1,|f,(x)] ~ n|x*"L. Orlasérie Z n|x|?"~1 converge d’apres le critére de d’Alembert. La série Z Jn(x) converge
n—+0o n>1 nx1
donc absolument.

La série Z converge donc simplement sur D =] — 1, 1] qui est le domaine de définition de f.
n>1

2. Pour tout n > 1, f, est de classe €! sur D et pour tout x € D,

nx?"=2(2n — 1 + x2")

Ja(x¥) =

(1 — x2n)?
Soit a €]0, 1[. Pour x €] — a, q],
2n2a2n—2 3 s
’ n—
X)L ——— ~ 2na
|fn< )l T 1-0a?" poie
3 s 2n2q2n—2
Z.. - b N PURN bl z . : 4
Or la série Z 2n”a“"~“ converge d’apres le critere de d’Alembert. On en déduit que Z T g2n Converge puis que Z Jn converge
nz1 nx1 nx1
normalement sur [—a, a]. Puis que Z f,. converge simplement sur [—a, a], on en déduit que S est de classe C! sur [—a, a]. Ceci étant

n>1
valable pour tout a €]0,1[, S est de classe C! sur | — 1, 1[.
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3. On a facilement f,; > 0 sur D pour tout n > 1. De plus f,, ne s’annule qu’en 0. On en déduit que S’ > 0 sur D et ne s’annule qu’en 0.
Ainsi S est strictement croissante sur D.

x
4. Pourn > letx € [0,1], f,(x) > x>*7L. Or Z x1 = T o +00. Ainsi limS = +o0. Toutes les f, étant impaires, S est
n>1 —_ x—1" 1-
également impaire et on en déduit lin} S = —o0.
-1

Solution 19

1. On remarque tout d’abord que les f,, sont définies sur | — 1, +o00[. On calcule un développement limité de f,,,,(x) — f,(x) :

1
S (X) = fu(x) = Tl —2Vn+1+2y/n
12
nt1+X  \n+1+4/n

_ (lon (L
noto \ 4 2 2 3

nz

- 1 1 .
Comme la série Z — converge, on en déduit que Z fne1 — fu converge simplement sur | — 1, +oo[.
n>1pn2 n>1

2. La convergence simple de la série Z Jne1 — fu équivaut a la convergence simple de la suite (f,,) vers une fonction f. Notons f sa

nx1
limite et posons g, = fu41 — fu. & est dérivable sur | — 1, +oo[ et pour x €] — 1, +oo] :
, 1
gn(x) = - 3
2(m+1+x)2
De plus, pour x €] — 1, +o00[
, 1
|gn(x)| < -3

2nz
ce qui prouve que Z g5, converge normalement. Comme Z g, converge simplement vers une fonction g, on en déduit que g est de

n>1 n>1
classe C! sur | — 1, +oo[. De plus, en utilisant un télescopage, g = f — f;. Comme f; est elle-méme de classe Clsur]—1,+o0,0nen

déduit que f est de classe C.
3. Comme Z g, converge normalement, cette série converge uniformément. Par conséquent, la suite (f,,) converge uniformément. Par

n>1
consequent :

1 1
f f(H) dt = lim f £, dt
o n—+oo Jo

Or, par une intégration facile :

1 n

ffn(t)dt=<2zx/k+1—ﬁ)—2ﬁ

0 k=1
=2\yn+1-2-2n=

2

2
Vn+1+4/n
1
On en déduit que f f() dt = -2.
0

Solution 20

n
Posons E, = Z Ji pour tout n € N*. On montre classiquement que pour tout x € R \ 2nZ,

k=1
. (n+)x . nx
1n T Sin 7
Fn(x) = . X
sin —

2
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Soit x € R. Si x € 2nZ, la convergence de la série Z ay, fn(x) est triviale. Supposons donc x & 2nZ. Alors pour tout n € N*,
n>1

B0 < 7—=
)sm —‘
2

Par une transformation d’Abel, on trouve
n

n-1
D afi(x) = apE(x) — D (@ — a_1)E(x)
k=1 k=1
Pour tout n € N* a
|anFn(x)| < _nx
‘Sln E‘

La suite (a,E,(x)) converge donc vers 0 puisque (a,,) converge vers 0. De plus, pour tout n € N*,

a, —a,_
|(an - an—l)Fn(x)| < n—xnl
|Sin 5|

La série télescopique Z a, — a,_; converge puisque (a,) converge. La série Z (a, — a,_1)E,(x) converge donc absolument. La suite de

n>1 n>1
n-1
ses sommes partielles, a savoir la suite de terme général Z (ar — ax_1)F(x), converge donc.
k=1

n
La transformation d’Abel montre donc que la suite de terme général z ay fi.(x) converge i.e. la série Z a,,f(x) converge.

k=1 n>1
On en conclut la convergence simple de la série Z a, f, converge simplement sur R.
nx1
Solution 21
2n
Supposons que la série Z a, f, converge uniformément sur R. Alors la suite de terme général. Z ay fi. converge uniformément sur R
. neN* k=n+1
vers la fonction nulle. En particulier,
2n
. s
lim Z akfk (2—) =0
n—+oo kerig1 n

km T
Fixons n € N*. Pour tout k € [n + 1, 2n], P S [0, 5] et la fonction sin est concave sur cet intervalle donc

Par ailleurs, la suite (a,,) est positive donc
2n 2n

T kay,
apfil=—=) 2 —
k=Zn:+1 : k(Zn) k=zn:+1 n

Par décroissance de la suite (a,,),
2n

Z @ > (n+1)ap,, > nay
n 2 2

>0
k=n+1

Finalement,
2n

T
0<na,<2 Z akfk<—>
e 2n
=n+1
donc la suite (na,,) converge vers 0 par encadrement.
Réciproquement, supposons que la suite (na,,) converge vers 0. Montrons d’abord la convergence simple. Il est clair que la série Z anfn

neN*
converge simplement en tout point de 2tZ. Donnons-nous maintenant un réel x € R \ 27Z. On va alors utiliser une transformation d’Abel.
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n
On pose pour n € N*, S, = Z Jre-

n

D0 arfie = D) ar(Sk — Sk-1)

k=1 k:l

= Z xSk — Z Q415K
k=n-1
n

= Gp1Sn + D (A — apy1)Sk
k=1

On calcule alors classiquement

. (n+x . nx
sin sin

2 2
Sn(x) = . X
sin —
2

On en déduit que |S,(x)| < m Ainsi

lim an+1Sn(x) =0
n—->+oo

et, comme (a,,) est décroissante,

0< |(an an+1)Sn(x)| = ﬁ

La série Z a, — a,,, converge car (a,) converge donc la série Z (a, — ap41)Sy(x) est absolument convergente donc convergente.

neN* neN*
n

La suite de terme général Z(ak — Qj41)Sk(x) converge donc. D’apres la transformation d’Abel précédemment écrite, la suite de terme

k=1
n

général Z a fi.(x) converge également. Autrement dit, la série Z a,, f(x) converge. Finalement, la série de fonctions Z a, f, converge

. k=1 neN neN*
simplement sur R.

+00
On peut alors poser R, = Z ay fi- A nouveau, par transformation d’Abel
k=n+1
p p n p
D0 afi =D, arfic — Y, akfie = ApyiSp — @upiSn+ D, (@k — ari)Sk
k=n+1 k=1 k=1 k=n+1

puis, en faisant tendre p vers +oo
+o00

R, = Z (ax — Ar41)Sk — @ny1Sn
k=n+1
car pour tout x € R, la suite (Sp(x))pen est bornée et (ap) converge vers 0.
On a déja vu que
A — Qg1

x/2)|

et la série télescopique Z a, — a,,1 converge puisque la suite (a,) converge vers 0. On a donc par inégalité triangulaire

Vx € R\ 21Z, |(ay — ax41)Sk(X)| < |s1n(

+00

2a
S ()| < 2ans1_
zn:+1(ak Aiey1) + App1[Sp(X)] < | sin(x/2)|

1

Vx € R\ 2Z, [Ry(0)| < roms
k=

Comme les f,, sont 2m-périodiques, on va supposer que x €0, 7t]. Par positivité et concavité de sin sur [0, 7t/2],

| sin(x/2)| = sin(x/2) > %

Finalement,

2ma
vx €10, 7], |R,(x)| < ==+

Soit ¢ € R}. Comme (na,) converge vers 0, il existe N € N tel que na, < ¢ pour tout entier n > N.Fixons alors x €]0, 7] et posons
p = |mt/x]|. Soit un entier n > N.
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 Si n > max{p, N}, alors

2Ma, 4 < 27ap4 < 2(p + 1)ap+12
X - X - <

R, (x)] <

* Sinon, N < n < p. Dans ce cas,

p
IR0 =| D, apsin(kx) + Ry(x)
k=n+1

P
< Z ay| sin(kx)| + |Rp(x)] par inégalité triangulaire
k=n+1

p
< ), agkx+|Rp(x)|  car|sin(u)| < [u|
k=n+1

p
< Z kapx + 2¢ d’apres le cas précédent
k=n+1
<(p—n)xe+ 2 car kay < epourk > N

< pxe+2e < (m+2) par définition de p

Dans tous les cas, |R,(x)| < (7t + 2)e pour tout x €]0, 7t]. Cette inégalité est encore vraie de maniére évidente lorsque x = 0 et donc
finalement vraie pour tout x € R puisque R,, est 2mt-périodique et impaire. Ceci montre que (R;,) converge uniformément vers la fonction
nulle i.e. que Z a, f, converge uniformément.

Solution 22

1. Soit x € R}. Alors 2e ™ et Z e~ est une série a termes positifs convergente (série géométrique de raison e™* €

sh(nx) notoo

[0,1]). Ainsi la série Z ™ (;x)

On utilise ensuite une comparaison 2 une intégrale. Fixons x € R}. La fonction ¢ —

converge. f est donc définie sur R%. Mais f est manifestement impaire donc f est définie sur R*.

1
sh(xt)

TR dr 1 TR dr
/1 sh(xt) QR shx + _{ sh(xt)

1
Une primitive de — étant ¢ — In(th(x/2)), on trouve

sh
(@) <2 g - Lin(n(3))

est décroissante de sorte que pour tout

n e N*,

. b . 1 1 1 Inx L
On montre aisément que In (th (—)) ~ Inxetonsaitque — ~ —.Comme — = o|— ), onen déduit que
27/ x—ot shx x-o+ X X x—o* x
Inx
X ~ e —
f) ~ =
Comme f est impaire, on peut affirmer que
In |x|
xX) ~ —
f( )X—>0 X

REMARQUE. On peut également remarquer que pour X €]0, 1], par le changement de variable u = xt,
T 1 (M dw 1w 17 du
L osh(xt) x )  shu  x ) shu  x ) shu

1
1 1 1 du
Mais — — U ” est positive sur R} et / o diverge, donc
0

shit ust0o U
1 1
du du
_— ~ — =—Inx
shu x—o+ u
X X
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On en déduit donc que

A ey o2
| sh(xt) xsot X X

R Inx
et on peut alors & nouveau conclure que f(x) ~om
Xx—0 X
: * 1 —2nx —2nx Lria 3 it Lo 4 Etei i
2. Soit x € R%. Alors ——— ~ 4de et e est une série a termes positifs convergente (série géométrique de raison
+

sh’(nx) n-+oo
e~2* € [0,1]). Ainsi la série Z 2o converge. g est donc définie sur R . Mais g est manifestement impaire donc g est définie sur
sh”(nx
R* )

Posons ensuite u,(x) =

2

1
> - Pour tout n € N*, limu,, = —. De plus, sh est convexe sur R, donc shx > x pour tout x € R, et
sh”(nx) 0 n
2
donc

sh’(nx) ~ n nenr
sur R*. On peut alors utiliser le théoréme d’interversion limite/série

1 A L (s -
< — pour tout x € R} et méme pour tout x € R* (parit€). On en déduit que la série Z u, converge normalement

+0o0 +0o0 2
li u,(x) L T
i 2= 30 =
x—=0 " n2 6
n=1 n=1
ou encore lim x?g(x) = m?/6. Par conséquent,
x—0
() ~ X
~
g x=0 6x2

Solution 23

1. On raisonne par récurrence. Tout d’abord, g, est bornée. Si on suppose g,, bornée pour un certain n € N, alors

X X
Vx € [0.1], [gna(x)] < f lgn(1— )] dt < f gl 4t = Xlignllee < Igalls
0 0

Notamment, g, est bornée. On a donc montré par récurrence que g, est bornée pour tout n € N.
En fait, on a montré plus précisément que pour tout n € N et tout x € [0,1], |g,41(%)| < X||gxllc- Ainsi pour tout x € [0, 1] et tout
n e N*,

X X 1
1
nna < [ 18- 00t < [ 0=Dlgaalls 86 < [ 0= Dlgacslio 0 = 3l
0 0 0
. 1
Par conséquent, Igns1lee < +18n-1 e

1 1
2. D’apres la question précédente, pour tout n € N*, ||g€,41]lc0 < §||gn_1||oo. On en déduit que pour tout n € N, |82l < 2_n||g0||°° et

1 .. , K
I82n+1ll0 < 5571181 lco- On vérifie alors qu’en prenant K = max(golleo> V2lg1lloo)s o0 @ lgnllee < —-
2

REMARQUE. On calcule aisément ||gg|lo = [I€1]lcc = 1 de sorte que K = \/E

1

n

Comme la série Z est une série géométrique convergente, il en est de méme de la série Z |g1]le- Par conséquent, la série 2 gn

converge normalement sur [0, 1] et donc simplement. La fonction G est bien définie sur [0, 1].

Tout d’abord, g, est dérivable de dérivée nulle. De plus, pour tout n € N, g,, est également dérivable d’apres le théoréme fondamental
de I’analyse et g,(x) = g,_1(1 — x). La série Z g5, converge donc normalement et donc uniformément. On en déduit que G est
dérivable et que

+o00 +00 +o00
Vx €[0,1], G'(x) = D] gn(x) = D gna(1 —x) = D g1 —x) = G(1 — x)
n=0 n=1 n=0
Cette égalité montre & nouveau que G’ est dérivable et que

Vx € [0,1], G"(x) = -G'(1 — x) = —=G(x)
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3. Il existe donc (a, B) € R? tel que G = acos +f sin. Mais pour tout n € N*, g,,(0) = 0 donc G(0) = g,(0) = 1. De plus, G'(1) =
1 + sin(1)

G(0) = 1. On en déduit que o« = 1 et —asin(1) + fcos(1) = 1 puis que § = cos(D)

Solution 24

1. Supposons qu’il existe une telle suite. Notamment

+o0
Z at =4
n=0
de sorte que
+o0
Z 203 —ak =0
n=0
ou encore
+o0
> ak2-a2)=0
n=0
Notre remarque initiale montre qu’il s’agit d’'une somme de termes positifs. Par conséquent, a, = 0 ou a2 = 2 pour tout n € N. Mais
+o00
puisque Z a? = 2, il existe un unique p € N tel que alz, = 2 et a, = 0 pour tout entier naturel n # p. Mais alors
n=0

Das=a5=23=8+#6

n=0
On a donc montré par I’absurde qu’il n’existe pas de suite vérifiant la condition de 1’énoncé.

2. Supposons qu’il existe une telle suite (a,). Alors

+0o0
VkeN, Y klak =1
n=0
Puisque
+00
3 1
2 = 1
n=0

, 1. 1
onaaj < 7le la,| < 5 pour tout n € N.

Posons ¢, (k) = k?ak. Alors, pour tout n € N et tout k > 2

- k?
lon(R)] = K?|an|*~?a,|* < 253 9n

La suite (k?/2K72),cn converge vers 0 donc est bornée. On en déduit qu’il existe M tel que pour tout ™ € N et tout k > 2
|len(k)| < Maj,

Comme la série Z converge, la série Z ¢, converge normalement sur N. De plus, pour toutn € N, klim ¢, (k) = 0 par la majoration
2 neN oo

an
précédente. Par le théoreme de la double limite,
+0o0

lim k2ak =0
k—>+o00 nZ=:O n

ce qui contredit le fait que
+00

VkeN, Y k2ak =1

n=0
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Solution 25

1. Posons f, : t = In(1 + ™). Sit € R,, alors la suite (f,(¢)) ne converge pas vers 0 donc la série an(t) diverge. Sit € R*, alors

fu®) ~ e ™ etlasérie Z e est une série géométrique a termes positifs convergente (de raison e~ €]0, 1[). Par conséquent, la
n

—+00

série Z fn(t) converge.
Finalement, le domaine de définition de f est R}.

. On sait que 0 < In(1 + u) < u pour tout u € R,.. Ainsi, pour tout t € R,
0< fuld) < e

Fixons a € R*. Alors pour tout t €] — o0, a],
0 S fn(t) S ent S ena

etdonc || fulleo < €™ ol || - ||l désigne la norme uniforme sur | — oo, a]. A nouveau, la série géométrique Z e"® converge donc la série

Z fn converge normalement sur | — oo, a]. A fortiori, elle converge uniformément sur | — oo, a]. Par ailleurs, f,, admet pour limite O
en —oo sin € N* et In2 si n = 0. Le théoréme d’interversion limite/série permet alors d’affirmer que

+00
limf =3 limf, =In2
lim f ngo lim f, = In

2

u
. En étudiant la fonction u — In(1 + u) —u + > on prouve que

2
Yu e Ry, 1n(1+u)2u—u7

Ainsi 1
Vi € R*, f(t) > e™ — Eez’”

Par conséquent,

1 1 1 1+ 2¢t

+00 +00
1
Vi € R%, f(t) > nt_ - nt — - =
€ "= f()—nzz‘;)e 2;:;)(3 T—e 2 1—ex  201—e¥)

1+ 2¢f
Puisque lim —————= = 400, lim f = +c0.
4 t—-0- 2(1 — e2t) 0- f

Solution 26

+00
1
1. Soit t €]0, 1[. Puisque —t? €] —1,0[, Z (—thyn = 5~ On en déduit que
=0 1+t
ta_l +00
Txm -~ L up(t)
n=0

avec u,(t) = (—1)*a-1+nb,

2. Soit n € N. Puisque a — 1 + nb > —1, |u,| est intégrable sur ]0, 1] et

1 1 1
— a—1+nb _
‘/0. |u,|(¢) dt /0. t a+nb

1
diverge. On ne peut donc pas apppliquer le théoréme d’intégration terme a terme.

a+nb

La série Z
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3. Soit N € N.
1 N
f Sn(t) dt = f D (=nngaianb g
0 n=0
1 —(- 1)N+1t(N+1)b
= f ta-1. 110 dt (somme des termes d’une suite géométrique)
a1 1 (a—1+(N+1)b
- f dt — (~1N+ f LA
1+ , 1+tP
Or
1 fa-1+(N+1)b 1 1
0 S f 4t S f ta—1+(N+1)b dt = ———
A 14+ ¢b b a+(N+1)b

Ainsi, par théoreme des gendarmes

1 fa—1+(N+1b
lim f ——dt=0
N-+o00 o 14¢b

1 1 ta—l
li Sn(t) dt = — dt
N—1>I}-loo‘/0‘ N( ) _/0v 1+41¢b

de sorte que

4. On déduit de la question précédente que

5. D’apres la question précédente, en prenanta = letb =3
Z"f 1)” f oar
3
= , 1+t

en éléments simples. Il existe (a, b,c) € R3 tel que

1
4é
On décompose e

1 1 a bX+c
F= =—X>-X+1=
1+X3 X+1 + X+1+X2—X+1

On trouve a = (X + 1)F)(—1) = =. De plus hm xF(x)=0=a+bdonch = —§ Enfin, FO)=1=a+cdoncc= = On peut

réécrire sous la forme

1 1 2X -1 +1 1
X+1 6 X2-X+1 2 X2-X+1

FO=3 55773 BoXi =3

On calcule successivement

1

dt
Yoor-a 1
—_ = 2 — =
fo el [In(t* — ¢ + 1]

/1L:/1$:i[m(ﬂ—l) _< 1 )zz_ﬂ
o Pt < 1)2+(\/§)2 V3 V3 /1, V3/ 33

On en déduit que
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Solution 27

1
1. Si x <0, la suite (f,(x)) ne tend pas vers 0 donc Z Jnu(x) diverge grossiérement. Si x > 0, on vérifie que f,(x) = o (ﬁ) donc
n—+0o
Z Jn(x) diverge. On en déduit que le domaine de définition de f est R}.
2. Fixons a € R%. Comme f; est décroissante et positive, || fu[lco,[a,+c0[ = Jn(@). A nouveau, la série 2 fn(a) converge donc la série Z fn

converge normalement et, par suite, uniformément sur [a, +oo[. Comme les f;, sont clairement continues sur [a, +oo[, f est continue
sur [a, +oo[. Par caractére local de la continuité, f est continue sur R} .

1 sin=0
3. On a montré que Z J convergeait uniformément sur [1, +o0[ par exemple. Remarquons que lim f, = { ) . On peut donc
n—+oo 0 sinon

appliquer le théoréme de la double limite
+o0
lim f = limf, =1
+m>f ;é%lcojz

Solution 28

1. Remarquons que pour tout n € N, f;,,; est de classe Cl et f;,; = f,. On en déduit que pour tout n € N, f;, est de classe C" est que

() fn—k- Remarquons également que pour tout n € N, f,,,(a) = 0 i.e. pour tout n € N*, f,(a) =
Fixons x € [a, b] et appliquons I’inégalité de Taylor-Lagrange a f,, entre a et x.

(k)
hx )—Zf" D - ¥ < ax 7 2

Or pour tout k € [0,n — 1],
) = fu@ =0

et fu (m) = f donc

() (b)

Ifa(¥)] < max 17— < Wl =

Par conséquent
(b )
Ifallco < N Sfloo—7—

a)?

- . (b - -
Comme la série exponentielle Z —; converge, la série Z [ converge normalement sur [a, b].

2. Lasérie Z f converge simplement vers F — f. De plus, pour tout n € N*, f,, est de classe C et la série Z Jns Cest-a-dire la série
neN* neN*
Z fn—1 converge normalement sur [a, b]. On en déduit que F — f; est de classe C! sur [a, b] et que
neN*

+o0 +o0 +oo
F—fY=2f=2 foor=D fn=F
n=1 n=1 n=0
La fonction ¢ : x = e *(F(x) — f(x)) est donc de classe C! sur [a, b] et

@'(x) = —eT*(F(x) — f(x)) + e7*(F — f)'(x) = —e™*(F(x) — f(x)) + e7F(x) = e7*f(x)

Ainsi ¢ est une primitive de x +— e™* f(x) sur [a, b]. Par ailleurs

o(a) = e *(F(a) — f(a)) =0
car f,(a) = 0 pour tout n € N*. Ainsi
Vx € [a,b], o(x) = f e tf(r) dt

ou encore

Vx € [a,b], F(x) = f(x) + €* /X e tf(t) dt
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Solution 29

1. Soit x € R, . Via des développements limités usuels :

1
doncu,(x) = O (—2) donc Z u,(x) converge. La série Z u, converge simplement sur R .
n n

—>+00

2. Soit n € N*. u,, est de classe C1 sur R, et

1 1
Vx € Ry, u,(x) =1 (1 —)—
x € Ry, uy(x)=1In +n T x

On montre classiquement que

1 1 1
gln(1+—)s—
n+1 n n
donc
1 ! <u’(x)<1 !
n+l n+x~- "7~ n n+x
ou encore
x—1 <ul(x) < —=
m+Dm+x) - "7 T n(n+x)
Ainsi +1
X
i
(o) <
Soita € R,.
a+1
Vx €[0,al, [un(0)| < =5

La série Z u;, converge donc normalement sur [0, a]. Ainsi g est de classe C! sur [0, a] et, par suite, sur R,

3. On a clairement u,(1) = 0 pour tout n € N*. On en déduit immédiatement que f(1) = 0.
Les uy, sont clairement croissante sur R’ donc g’ I’est également. Par ailleurs, f'(x) = g'(x) — < pour tout x € R* donc f’ est

croissante sur R} comme somme de deux fonctions croissantes. On en déduit que f est convexe sur RY.

Soit x € Rj.
+00 +o0 +00 +00 1 1
’ 1) — o — ’ 1) — 4 = ! 1) —u = -
g6+ 1) =g 00 = 2w+ )= 2 00 = e+ D=0 = 2} o~

Comme lim ;x =0,g'(x+1)—-g'(x) = par télescopage. Posons P(x) = f(x+1)—f(x)—In(x) = g(x+1)—g(x)—In(x+1).

n—+oo N+ x+1
Alors P est dérivable sur R} et

1
’ — o 1) — ’ - =0
V) =g+ -8 ()~ 7
Ainsi Y est constante sur R%. Mais comme Pp(x) = g(x + 1) — g(x) — In(x + 1) pour tout x € R}, ¥ est en fait prolongebale par
continuité (et méme prolongeable en une fonction de classe C') sur R, puisqu’on a vu que g était de classe C! sur R,. En notant
encore 1 ce prolongement, P(0) = g(1) — g(0) — In(0 + 1) = 0. Par conséquent, P est constamment nulle sur R,.. On en déduit que
f(x+1)— f(x) = In(x) pour tout x € R.

4. Posons f,,(x) = xIn(n) + In(n!) — Z In(x + k).

k=0
Soit x €]0, 1]. Par convexité de la fonction de f,

fintx)—fm) _ fr+1)—f(n)

X - (m+1)-n = In(n)
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ou encore
f(n+x) < xIn(n) + f(n)

Par ailleurs, par télescopage

n—1 n—-1 n
f(n)= fm) = fD) = Y] flke+1) = f() = Y In(k) = =In(n) + Y} In(k) = = In(n) + In(n!)
k=1 k=1 k=1

et
n—1 n-1

fn+x) = f(x)= ) flk+1+x) - fk+x) = Zln(x+k)——ln(x+n)+Zln(x+k)
k=0

On en déduit que
f(x)—In(x +n)+ Z In(x + k) < x1In(n) — In(n) + In(n!)

k=0
ou encore

flo) -

In(22) < fu0)

Toujours par convexité de f,

f)—fn—-1) _fin+x)—f(n)

In(n—1) = n—(n-1) ~ X

ou encore
xIn(n—1)+ f(n) < f(n+ x)

ce qui équivaut a
xln(l - %) +xIn(n) + f(n) < f(n + x)

En raisonnant comme précédemment, on obtient

Ja(x) Sf(X)—ln(x:n>—xln<1_ %)

") (i)

Finalement

Fx) = m(

D’apres le théoreme des gendarmes,

%) < fu0) < F) —In (22

Jim 00 = ()

On procede par récurrence, et on note %), 1’assertion
Vx €lp,p+1], lim f,(x)= f(x)
n—+oo

On vient de montrer que %) est vraie. Supposons qu’il existe p € N tel que %, est vraie. Donnons-nous alors x €]p, p+1] et remarquons
que

Julbx+ 1) = ) = InG) — n (L)

Ainsi

lim G+ 1) = )+ In() = fGx+ D)

Ceci prouve que %, ; est vraie. Par récurrence, 7, est vraie pour tout p € N ou encore

VxEeRL, lim fi(x) = f(x)

Solution 30

1. Soit x € R. Alors [u,(x)| < . La série Z —— converge en tant que série exponentielle. La série Z |u,,(x)| converge donc par

o™ | I”
n!

majoration. La série z u,(x) converge donc (absolument) On en déduit que D = R.
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al® al”®
2. D’apres la question précédente, ||u, | < % A nouveau, la série Z % donc la série z |t ]l o converge par majoration. La série

Z u,, converge donc normalement sur R et donc uniformément sur R.

O‘nemx (aeix)n
nl

3. Soit x € R. Posons v,(x) = . La série Z U, (x) est une série exponentielle. Elle converge et

+00 .

X iy <i
E vn(x) = g% — pXcosx,iasinx
n=0

Ainsi

+o00 +o0 +o00
C(x) = Z u,(x) = Z Re(v,(x)) =Re (Z Un(x)) = %X cos(a sin x)
n=0 n=0 n=0
4. a. Fixonsn € N.
Remarquons que les fonctions u,, sont paires et donc C également. Par conséquent, x — sin(nx) cos(nx) est impaire et J,, = 0.
+o0

Posons ensuite wy(x) = cos(nx)u,(x) pour k € N. 1l est clair que Z wy(x) = cos(nx)C(x). De plus, |[wlleo < |lttklleo done
k=0

Z wy, converge normalement sur R et donc uniformément sur R. En particulier, Z wy, converge uniformément sur le segment

[—7, ]. Enfin, les wy, sont bien continues sur [—7, 7t]. On peut donc affirmer que

T +00

Z wi(x) dx = Z wk(x) dx
—m k=0 k=
D’apres I’indication de 1’énoncé

f wi(x) dx = ;—; / (cos((n + k)x) + cos((n — k)x)) dx

On en déduit que

. 0 sik#n
f wi(x) dx =42m  sik=n=0
- ma

7 51k=n7é0

c na” .
Par conséquent, Iy = 2metI, = i sin € N

b. On en déduit immédiatement que lim J,, lim I, =0.
n—+oo n—+oo

1 + cos(2nx)

5. Soit x € R. Remarquons que cos?(nx) = de sorte que

2

a’cos?(nx) 1 o 1

—ar T3 w Ty )
cosz(n )

Or les séries Z — et 2 u,(2x) convergent donc z converge également. Ainsi S est définie sur R et

teo n e

1
Vx €R, S(x) = = Z T3 Z u,(2x) = — + C(2x) = — + e%*°%52X cog(ar sin 2x)
2 n= 0
Solution 31
—nx
1. Pour tout x € R, la série Z( 1)" ] converge en vertu du critere spécial des séries alternées.

n>0
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1 ‘o ) .
] donc la série Z Jn ne converge pas normalement sur R . Néanmoins, en vertu

e—nx
2. Posons f,,: ~ (—1)”n—+1~ Alors || fulloo,r, = o

+0o0
du critere spécial des séries alternées et en notant R, = z fro
k=n+1

Vn e N,Vx € Ry, [Ry(x)| < | fp1(x))

donc
1

Vn e N,Vx € Ry, [Rylleor, < lfnsilloo,r, = )

donc (R,,) converge uniformément vers la fonction nulle. Par conséquent, Z fn converge uniformément sur R .

3. Les fonctions f;, étant continues sur R et Z Jn convergeant uniformément sur R, S est continue sur R.
+00

Par ailleurs, lim f,, = §,, o donc d’apreés le théoréme de la double limite, lim S = lim f, = 1.
+00

+00 n=0 +o00

4. Les solutions de 1’équation homogene sont les fonctions x — Ae* avec A € R. On cherche une solution particuliére de la forme
X —X

ou encore A'(x) = —

X — Mx)e* avec A dérivable sur R% ce qui donne A'(x)e* = — — - On peut donc choisir, A(x) =

1+e

e*+1
In(1 + e™*). Les solutions sont donc les fonctions

x> Ae* +1In(1 + e *)e*

avec A € R.
ne™"* ne™"¢ 1
5. Remarquons que les f;, sont de classe C! sur R* et que f(x) = —(—1)”n—+1. Soit a > 0. Alors || fullco,[a,+c0[ = L L0 (ﬁ)
donc Z fir converge normalement et donc uniformément sur [a, +oo[. Ainsi S est de classe C! sur R* et
+00 +00 ne—"nx +00 too e—nx 1 ex
Vx € R%, S'(x) = (x) =— - =— —1)e~1x -1H" =— S(x) =— S(x
()= 20 5109 == RV = = B+ D o = e 500 =~y +50)

Ainsi S est solution de I’équation différentielle de la question précédente sur R} . Il existe donc A € R tel que
Vx € RY, S(x) = Ae* + In(1 + e™¥)e*

Orln(1+e*) ~ e *donc lim In(1l+ e *)e* = 1. Comme limS = 1, on a alors A = 0. Finalement
X—+00 X—=>+o0 +0o0

Vx € RE, S(x) = In(1 + e™¥)e*
Par continuité de S et x — In(1 + e™*)e* sur R,

Vx € R, S(x) =In(1 + e ¥)e*

Solution 32

1. Tout d’abord, u,,(0) = 0 donc Z u,(0) converge.
1
Soit x € R*. Alors u,(x) ~ o) donc Z u,(x) converge par comparaison a une série de Riemann convergente.
n—+

La série Z u, converge donc simplement sur R.

2. Soit n € N*. Alors u,, est dérivable sur R et

(1 4 nx?) — 2nx? 1 — nx?

A +nx22  n(1+ nx2)?

1
Vx € R, u,(x) = ”

On en déduit les variations de u,, sur R,.
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1
X 0 = +00
Jn
up,(x) + 0 =

() o u(ﬁ) —

Comme u,, est impaire et positive sur R,

il = ( - ) —=—
nllco = Up| —= | = =3
Vn 2mfn g3
On en déduit que Z |t |0 converge i.e. Z u,, converge normalement sur R.
A fortiori, Z u, converge uniformément sur R et les fonctions u,, sont toutes continues sur R donc S est continue sur R.

3. Les fonctions u,, sont toutes de classe C! sur R. On a déja montré que Z u,, convergeait simplement sur R.
Soit a > 0. Pour tout x € [a, +oo[, par inégalité triangulaire,

1+ nx? 1 1
|un(x)| < = <
n(1+nx2)2  n(+nx2) = n(l + na?)
Ainsi
] <
nlloo,fakool = 577 02)
Comme ! 1 Z ! converge par comparaison a une série de Riemann puis Z [zl converge
n(l + na2) no+e n2a2’ 4~ n(1 + na?) &P P P nlleo,[a,+oo] ge-

Ainsi Z u,, converge normalement et donc uniformément sur [a, +oo[. Ceci étant valable pour tout a > 0, S est de classe C! sur R%.
Mais comme S est impaire, S est de classe C! sur R*,

1
4. Soit N € N*. Posons ayy = —. Soit x €]0, ay]. Pour tout n € [[1,N]],
N

0<1l4+nx*<1+Nx?2<2

donc
Un(¥) o 1
x T2
Ainsi N
Sn(x) > 1 Z 1
X 2 n
n=1
Comme les u,, sont positives sur R,
N
S(.X') SN(X) 1 1
Vx €]0,ay], —= = —
x €10, ay] X 2 Z=: n
S Sn(x
Mais comme les fonctions x +— % etx — % sont impaires, on obtient pour tout x € R tel que 0 < |x| < ay,
S() (x) 131
N
=7 > = -
X -2 221 n
1 11
On sait que la série Z " diverge vers +o0. Fixons M € R, . Il existe alors N tel que 5 Z o > M. Mais alors, pour tout x € R* tel
n=1
S
que |x| < ay, — (x) > M. Par définition de la limite, lim_ % = 400
x—0
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S(x) — S(0)

-0
S admet une tangente verticale au point d’abscisse 0.

Comme S(0) = 0, lirr(l) = +o0. La fonction S n’est donc pas dérivable en 0. On peut cependant affirmer que la courbe de
X—

Solution 33

1
1. Pourtoutx € R, f,(x) = 0O (ﬁ) donc Z fn(x) converge. Ainsi Z fn converge simplement sur R.
n—-+o0o

2. Tout d’abord, les f,, sont continues sur R. Soita € R,.

2
vne N, x € [—a,al, Ifu(0] < 55

2a
Ainsi || fullco,[—a,a] < oy On en déduit que Z f converge normalement sur [—a, a]. Comme R = U [—a, al, S est continue sur R.
aeRy

+o0

3. On ne peut manifestement pas utiliser une éventuelle convergence uniforme de Z Jn sur R, auquel cas on obtiendrait lim S = Z lim f,, =
+0oo +o0
=1

0.

S 1 . Lo X ’ N . P,
Considérons donc, pour x € R%, la fonction décroissante ¢, : t +— 5 et procédons a une comparaison série/intégrale.

2
X2+t

f o) dt < Y x(n) < f oul0) i
1 0

n=1
ou encore
7 —2arctan(1/x) < S(x) < 7

D’apres le théoreme des gendarmes, lim S = .
+0o0

Séries alternées

Solution 34

1. Fixons x € R%. La suite (e~*n%),cy est décroissante puisque x > 0. D’aprés le critére spécial des séries alternées, la série 2 fu(x)
converge i.e. la série z fn converge simplement sur R .

2. Supposons que la série Z fn converge uniformémement sur R%. Alors la suite (f;) convergerait uniformément vers la fonction nulle

sur R . Or pour tout n € N, = € R et la suite de terme général f,(1/A,) = (—1)"e~! ne converge pas vers 0.
n

La série Z Jn ne converge donc pas uniformémement sur R .

3. D’apres le critere spécial des séries alternées
Yt € R, |S(t)] < et

Or t > et est intégrable sur R, donc S également.

Toujours d’apres le critere des séries alternées,

n
Vn e NVt € Ry, [S(6) — D) fi®) di| < e7tnnt

k=0

donc
too n oo +oo n +00 n +00
VneN, f S() de = ) f Ja(0) dt‘ = ‘ f (S(t)— > fk(t)) dt| < f ‘S(t)— D fk(t)’ dt < f e~tnnit gt
0 k=0"Y0 0 k=0 0 k=0 0
ou encore . ) )
® (-1) 1
S(t) dt — <
‘/0‘ ( ) kz:() )‘k )Ln+1
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On obtient alors en passant a la limite

/ S(t) dt = f (_)Ll)n
0 n=0

n

Solution 35

1. Soit x € R. La suite < > est décroissante de limite nulle de sorte que la série Z u,(x) vérifie le critére spécial des séries
neN

alternées. La série Z u,(x) converge donc et

+00
Vx € [a,+oo[, Vn €N, Z ur(0)| < [ty (0)] < %
k=n+1
+o0
La suite des restes ( Z uk> converge donc uniformément vers la fonction nulle sur R i.e. la série Z u, converge uniformément
k=n+1 neN

sur R*. Les u,, étant continues sur R*, f est continue sur R .
+ n ¥ +

2. Soit x € Rj.

B +00 (_1)k B 1 +00 (—l)k B 1 +00 (_1)k
f(x)_kzgx+k_§+k§x+k—}_g{)x+k+l

via le changement d’indice k — k — 1.

3. Soit x € R%. D’une part,

_+oo(_1)k
f(X)_kz:ox““k

D’autre part,

_1 +o0 (_1)k
f(x)_E_kz::Ox+k+1

En additionnant ces deux inégalités,

+ +
2= te P [ED . _CVF 1 s W
x Hlx+k x+k+1 x A x+k+1D(x+k)
—1)"
4. Soit x € R%. A nouveau, la série Z (-1)"x vérifie le critere spécial des séries alternées. Notamment,
(x+n+1)(x+n)

+Z°° (=1* .1
Zx+k+Dx+k)| T (x+1)x
On en déduit d’apres la question précédente que

01 = ol L)

X x—>+00
A fortiori
21—+ = of3)
X x—+400 X
et donc 1
f(x) x_:oo %

5. D’apres la question 2]
1
Vx € R}, f(0) === fx+1)
Comme f est continue en 1,
1
= ——f@1 1
f&) =, <= f+o()
A fortiori

)~ =

x—0t
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x—1 x—1
dt converge puisque
1+t £¢ puisq

~ Fletx—1>—1.

1
6. Soit x € R} . Tout d’abord, I’intégrale /
0 1 + t t—=0

Fixons n € N. Remarquons que

1 1— (_1)n+1tn+1 (_1)n+1tn+1

n Kok (_1)n+1tn+1
1+t T+1¢ T =[k§)(_l)t

vt € [0, 1], 11

+

Ainsi

1+t

1 tx_l n 1
— _1\k k+x-1
/0‘ 1+tdt_[2( 1)f0t dt

k=0

1 tn+x
+ (=)t / dt
0

n k I ntx
-1 t
=(> D7, (—1)"“/ dt
= x+ k o 1+1¢
Par ailleurs
n+x
vVt €[0,1], 0 < —— < "X
1+t
donc
1 tn+x 1 1
0< dt < " dt = ———
o 1+¢ o n+x+1
Ainsi

1 tn+x 1
lim dt < t"tX dt =0
n—+oo o 1 + t 0

no \k I x—1
lim Z( ) —f d dt
0

n—>+ook=0x+k_ 1+t

de sorte que

i.e.

) fltx_l
Xx) = dt
o 1+t

Solution 36

. . (o P s o Vi s s
1. Si x > 0, la suite de terme général 1/n* décroit vers 0. La série Z % converge donc en vertu du critere spécial des séries
neN#*
P . o n—1,,x e (GO N
alternées. Si x < 0, la suite de terme général (—1)"~'/n* ne converge pas vers 0 donc la série Z —— diverge grossicrement.
neN*
Le domaine de définition de S est donc RY.
2. Soit a €]1, +oo][. Pour tout x € [a, +oo],
_1)n-1
‘& <L
nx ~ n@

Comme a > 1, la série Z - converge. La série de fonctions définissant S converge donc normalement et a fortiori uniformément sur

-1 n—1
[a, +ool. Enfin, pour tout n € N*, lim ()i
X—+00 n

REMARQUE. En utilisant la majoration d’un reste d’une série alternée, on peut méme montrer que la série définissant S converge
uniformément sur [a, +oo[ pour tout a € R}.

= 8,,1. D’aprés le théoréme d’interversion limite/série, lim S = 1.
+00

3. Soit x € D. D’une part,
)n—l

S(x) = Z (_ln_x
n=1
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et d’autre part,
+0o0 +0o0
(=p" (=p!
S(x)=2—=1—2—
= (n+1)* = (n+1)”
Par sommation de deux séries convergentes,
+o0
28(x) — 1= Y (-1)" lu,(x)
n=1

4. Soit x € D. Tout d’abord, hm u,(x) = 0. Par ailleurs, la fonction f : t — t* est convexe sur R* car elle est de classe €2 sur R et,
n—

x(x +1)

* 4
pour tout t € R%, f"(t) = T2

> 0. D’apres I’inégalité des pentes, pour tout n € N*,

fn+ D - f(n) _ fn+2)—f(n+1)
m+1)—-n — (m+2)—(n+1)

ou encore
fm)—fn+1) = f(n+1)— f(n+2)
ou enfin
up(x) > un+1(x)

La série Z (=1)"*"'u,(x) vérifie donc le critere spécial des séries alternées. En particulier
neN*

—D" My ()| < Jug ()

ou €ncore

1
25— 1] < 1= 5

1
On en déduit grace au théoreme des gendarmes que hrng 2S(x) —1=0.1i.e. l(i)rPS =5
X—

Solution 37

-1)" I P
)x converge. Ainsi S est bien définie sur RY.

1
1. Fixons x € R} . La suite de terme général -

(— )"

Posons u,, : x — . La série Z u,, converge simplement sur R%. De plus, les u,, sont de classe C! sur R*% de dérivées uj, : x

decr01t vers 0 donc z
neN

! SRR o ‘e . - ,
E +) 7 La série Z E +) %2 vérifie a nouveau le critere des séries alternées. Cette série converge donc et on peut majorer la valeur
n

neN

absolue du reste :

+oo 1 1
Vx € RE, Vn e N, <
XE R e k:Zn:H”k(x) S+ = (n+ 12

Le reste converge donc uniformément vers la fonction nulle sur R} i.e. la série Z u;, converge uniformément. Par conséquent, S est de
classe C! et

N (—pmt
VxER,S(x)=Zun(x) Z
n=0

(n + x)?

+°°( 1 n+l

2. Toujours d’apres le critére spécial des séries alternées, S’(x) est du signe du premier terme de la somme Z c’est-a-dire du

o (n+x)%’
1
signe de —z Par conséquent, S’ est négative sur R} de sorte que S est décroissante sur R’ .
3. Soit x € R}. Par changement d’indice

+00 +00 too

-t 1 D" 1 1 -1)" 1

S(x):Z( ) _—+Z( r o1, L-——Z¢:——S(x+l)

ontx x AHnt+x o X yntl+x  x - ntx+1 x
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1
Comme S est de classe C! sur R* , elle est a fortiori continue en 1. Ainsi x — S(x+1) admet une limite finie en 0. Comme lim+ = +00,
x—0

Par décroissance de S, pour tout x €]1, +oo[,
S(x+1)<S(x) <S(x—1)
puis
S(x + 1) + S(x) < 2S(x) < S(x—1) + S(x)
ou encore

<28(x) < %1

i

1
On en déduit sans peine a 1’aide du théoréme des gendarmes que S(x) ~ o
X—+00

Solution 38

1. Posons f,,: x € R} — Tt e Fixons x € R%. La série Z (=1)" f,,(x) vérifie clairement (?) le critére spécial des séries alternées
neN
donc converge. S est donc bien définie sur R .
+00
Notons R,, = Z (=1)¥f,. Fixons a € R%. Alors
k=n+1

VneN, Vx € [a,+oo[, [Rp(X)| £ frs1(xX) < frir(@)
Or lim f,,;(a) = 0 donc (R,) converge uniformément vers la fonction nulle sur [a, +o0[ i.e. Z (=1)"f,, converge uniformément
n—+oo

neN
vers S sur [a, +oo[. Comme les f, sont continues sur [a, +oo[, S I’est également. D’apres le caractére local de la continuité, S est
continue sur R.
B . . B . n 1 sin=0
2. On a montré que S convergeait uniformément sur [1, +o0o0 par exemple. De plus, pour tout n € N, lim (—=1)"f, = . .On
n—+oo 0 sinon
peut donc appliquer le théoréme de la double limite :

+oo
s = 3 m-1 =

3. Les f, sont de classe €' sur R%. Fixons x € R*% et montrons que la série Z(—l)” fn(x) vérifie encore le critére des séries alternées.

Tout d’abord,
n 1

(1 + nx)? nore  nX2

fa() = -

donc lim f;(x) = 0. Ensuite, aprés calcul,
n—>+oo

nn+1)x*-1
1+ nx)2(1 + (n+ 1)x)2

Ja1(0) = fa(x) =

Puisque lim n(n + 1)x? = 400, il existe N € N (dépendant de x!) tel que pour tout n > N, fr_1(x) — f(x) > 0 : la suite (f;(x))
n—->+oo

est donc croissante & partir du rang N. On peut finalement appliquer le critere des séries alternées de sorte que Z(—l)” Jn converge.
Soit & nouveau a € R*. Choisissons N tel que pour tout n > N, n(n + 1)a® > 1. Alors pour tout n > N et tout x > a, n(n + 1)x? > 1
et la série Z(—l)" Jfn(x) vérifie le critere spécial des séries alternées a partir du rang N. Notamment

n+1 n+1
A+m+1x)2 ~ A+ (n+1)a)?

+00
D (DR

k=n+1

Vn >N, Vx € [a,+oo],

< fp 0 =

REMARQUE. Il est essentiel de remarquer que cette fois-ci, N ne dépend plus de x mais seulement de a.

n+1
Comme lim ——— = 0, la série —1)"*f, converge uniformément sur [a, +oo[. Comme converge également
n->+00 (1 + (n + l)a)z Z( ) f}’l g [ [ an g g

simplement sur cet intervalle, S est de classe C Lsur [a, +oo] et par suite sur R7.
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Solution 39

. Soit x € J. Puisque x > 0, la suite de terme général ———— est décroissante et de limite nulle. D’apres le critere spécial des séries

1+ nx
alternées, Z fn(x) converge. Ainsi Z [, converge simplement sur J.

Pour tout n € N,

1
Ifallco,y = sup

1 1
xel /1 + nx \/1+n""+°°\/ﬁ

Or la série Z — est une série a termes positifs divergente donc Z | full o,y diverge également. Autrement dit, Z fn ne converge pas

n
normalement.
Comme la série Z fn converge simplement sur J, il suffit de montrer que la suite de ses restes converge uniformément vers la fonction
+0o
nulle sur J. Posons R,, = Z fn- D’apres le critere spécial des séries alternées,
k=n+1

1 1
<
Vi+(m+Dx  n+2

Vx €], [R,(x)| <

Ainsi
1

n+2

Rnlleo,y <

On en déduit que lim |Ryllw 5 = 0i.e. (R,) converge uniformément vers la fonction nulle sur J. Par conséquent, Z Jn converge
n—+oo

uniformément sur J.

Pour tout n € N*, lim f, = O et lim f = 1. Comme Z fn converge uniformément sur J = [1, +oo[, on peut utiliser le théoréme
+00 +00

d’interversion série/limite :

+o0
hmcp Z hmfn =1
n= 0
5. a. Il s’agit a nouveau du critere spécial des séries alternées.
b. Remarquons que
1
Ver,cp(x)—€——— (- 1)”( )
Z V1+nx \/ nx
De plus,
1 1| 1 1 \/1+nx \/nx 1 1
V1i+nx +/nx Vnx 41+ nx \/nxx/l + nx (\/1 +nx + \/nx) \Vnxy1+ nx 2(nx)3/2
Ainsi, par inégalité triangulaire,
+00
1 1 K
Vx e, |o(x)— € — — ' < - - =
= /—1 e ’_nx nzl 2(nx)32 ~ x3/2
131
en posant K = 3 nz_:l o On en déduit bien que
) = ¢ :
P ST f +0(5p)
Solution 40

On notera || - || la norme uniforme sur [0, 1].
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+00
1. Posons S(x) = Z u,(x). Il est clair que S(0) = S(1) = 0. Soit x €]0,1[. La série Z(—l)”“xzr“r2 = Z(—xz)’”rl est une série
n=0
géométrique de raison —x? €] — 1, 0[ donc elle converge. De plus,

x2 In(x)
1+ x2

S(x) = In(x) zo:o(—xz)"+1 =_

n=0

+oo

2. Notons R,(x) = Z ug(x) pour x € [0,1]. La suite de terme général |u,,(x)| est monotone et de limite nulle (constamment nulle si
k=n+1
Xx = 0ou x = 1). D’apres le critere spécial des séries alternées :

|Rn(x)| < |un+l(x)|

-1
. Ainsi

-1
Une rapide étulde de |u,| = —u, sur [0,1] montre que |u,| admet un maximum en exp(zn n 2) et que |uyllee = T2

e
IRnlleo < mra puis nEI-Poo IRyl = 0. Ceci prouve que Z u,, converge uniformément sur [0, 1] vers S car elle converge simplement

vers S et son reste converge uniformément vers la fonction nulle.

3. Les u,, cont continues sur [0, 1] puisque lim+ x?"*21n(x) = 0. Comme Z u,, converge uniformément sur le segment [0, 1], on peut
x—0

procéder a une interversion série intégrale. Ainsi

1 X2 ln(x) dx 1+ +o0o sl +oo 5l +00 1
f iz - —/ Z u,(x) dx = — Z f u,(x) dx = — Z f U,_1(x) dx = Z(_l)n—lf X2 In(x) dx
0 0 0 0 o

n=0 n=0 n=1 n=1

1 x2n+1 1 1
f x*"In(x) dx = [ 1 (x )] / x?" dx
o o 2n+1 o

Cette intégration par parties est 1égitime car

Par intégration par parties,

x2n+l

2n+1
2n+3

e . 1
* X+ et In sont de classe C! sur 0, 1] de dérivées respectives x = x*" et x — o ;

li 1 =0.
xig)l+ 2n+3 n(x) =0

On peut rajouter que

! 1 ! 1
2n | - _ 2n -
/0 x“"In(x) dx T 1/0 x" dx T 17

On en déduit le résultat annoncé.

REMARQUE. On aurait pu utiliser le théoréme d’intégration terme a terme pour le calcul de I’intégrale mais ce n’était pas ce qui était suggéré
par la question précédente.

Approximations

Solution 41

Remarquons déja que, par linéarité de I’intégrale, f f(®)P(t) dt = 0 pour toute fonction polyomiale P.

Le théoréme de Weierstrass permet d’affirmer qu’il existe une suite (B,) de fonctions polynomiales convergeant uniformément vers f sur
[a, b]. De plus,

b b b b
VnenN, f F(0? dt = f FOF@) = Bo(t) dt + f FORLD) dt = f FOF@) = By(0)) dt
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Comme f? est positive

’ f(©)? dt = ’ f(©)? dt
[ roras|]

b
Comme (P,) converge uniformément vers f, lim |f — P,|lo = O puis / f(£)? dt = 0. Or f? est continue et positive sur [a, b] donc elle
n—+oo
a

b b b
f FOU(6) = Py(0)) dt S/ LFOI - 1f(6) = P, (0] dt < ”f_Pn”oof If (O] dt

y est nulle. f est donc également nulle sur [a, b].
Solution 42

On notera | - || une norme sur E (peu importe laquelle, elles sont toutes équivalentes puisque E est de dimension finie).

1. 1l existe des réels aq, ..., a, tels que a = ay < a; < --- < a, = b et ¢ est constante sur chaque intervalle ]ay, a;1[. Notons ¢ la
valeur de ¢ sur |ay, ai,1[. Alors, pour A € R*,

b n—1 k41 n—1 c
/ emtcp(t) dt = Z Cx oM gt = Z _;t (emakH _ el)»ak)
a k=0 ag =0 L

Puisque x — e** est bornée, on en déduit sans peine que

b
lim f eMep(t) dt =0
A—=+o00 a

b
2. 1l existe une suite (¢,) de fonctions en escalier convergeant uniformément vers f sur [a, b]. Posons @, : A — / eMe,(t) dt et
a

b
F: 1 f eME(t) dt. Pour tout A € R,
a

b
[FQ) — @,(M)] < f [e™] -1 (O) = pn(Ol dt < (b= DIIf = Pl

et donc
IF = ®ullo < (b= f — Pnllo

REMARQUE. La premiére norme uniforme est une norme uniforme sur R tandis que la seconde est une norme uniforme sur [a, b].

Puisque (¢,) converge uniformément vers f sur [a, b], I’inégalité précédente montre que (®,,) converge uniformément vers F sur R.
D’apres le théoreme de la double limite,
lim F(A) = lim lim ®,(4)

A=+ n—+oo0 A->+00

D’aprés la question précédente, llim ®,(A) = 0 pour tout n € N. Ainsi Alim F(A) = 0, ce qui répond a la question.
—+00 —>4+00

0

+00 +00
3. Fixons € > 0. Puisque f est intégrable, les intégrales / IF@®)] dt et f If(O)] dt convergent. Ainsi blim f If@®)] dt=0et
0 - ~teo Jp

[e5]

a +00 a
lim f IF(O] dt = 0. 1l existe donc des réels a et b tels que a < b, / If@®) dt < % et/ IF@O) dt £ g
7= J % b —00

b
D’apres la question précédente, }Llim f eM f(t) dt = 0. Il existe donc A, € R tel que
—+00
a

VA > Ao <

W[ m

b
f eMf(r) dt
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Soit donc A > A,.

< +

+0oo b
‘ f eMf(1) dt / eMf(1) dt

a

+00
f eMf(1) dt‘
b

< [ws@nae S [ i ar<e

f eMf () dt‘ +

Ceci signifie que
lim f eMf() dt =0
[s)

A->+oo )

Solution 43

Soit g € B. Alors |g(¢)| < 1 pour tout ¢ € [a, b] de sorte que

/a " fog a f " fog a < f " ol dt < f or
Posons ensuite pour n € N*,
gn: te[a’b]'_)#f?(m
11 est clair que |g,(¢t)| < 1 pour tout ¢ € [a, b] donc g, € E. De plus,
_r 1 Ol

vi € [a,b], 0 < |f(0)] - f(Dga(t) = <+

L+nf)] n L, If )|

Ceci prouve que la suite (fg,) converge uniformément vers |f| sur [a, b]. On en déduit que

b b
Jim_ f F(O)ga(0) di = / ) dt

Par caractérisation séquentielle de la borne supérieure,

b b
sup f Fg(t) di = f S dt

geB
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