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ToPOLOGIE

Ouverts et fermés

Solution 1

Motrons que E est fermé si et seulement si (u,,) n’est pas majorée.

[So]

* Supposons (u,,) non majorée et posons U =] — oo, ug[U (U]un, un+1[>. Montrons que R \ E = U. Soit x € U. Si x €] — o0, U/,
n=0

alors x < ug et x ¢ E car (u,) est croissante. Sinon, il existe n € N tel que x €Ju,, U,,1[. A nouveau, x ¢ E par croissance de

(uy,). Soit maintenant x € R \ E. Comme (u,,) est strictement croissante, X est compris entre deux termes consécutifs de la suite donc
x € U. Comme U est une réunion d’intervalles ouverts, U est ouvert. Son complémentaire E est fermé.

 Supposons (u, ) majorée. Par conséquent, (u,,) converge vers une limite . On ne peut avoir [ € E. Or (u,,) est une suite convergente
d’éléments de E mais sa limite n’est pas dans E. E ne peut donc pas étre fermé.

Solution 2

L(E)Y? — L(E)
(f.8) — feg
linéaire. Ainsi ¢ o P — Id;(E). On conclut en remarquant que 1’ensemble des projecteurs de E est I’image réciproque du fermé {0} par
I’application continue ¢ o P — Id(E).

L application ¢ : { est continue. Lapplication : £(E) — £(E)? est également continue. Enfin, Id ;g est clairement

Solution 3

1. La forme linéaire ¢ : f € E — f(0) est continue puisque pour tout f € E, |f(0)| < || f]l- De méme, la forme linéaire P : f € E —

1
f FOFi| < 1l
0

On en déduit que $~1({0}) et p~1([1, +oo[) sont fermés en tant qu’images réciproques de fermés par des applications continues. Enfin,
A est fermé en tant qu’intersection de ces deux fermés.

1
f f(t) dt est également continue puisque pour tout f € E,
0

1
2. Soit f € A. Supposons ||f|l < 1. Alors [f(t)] < 1 pour tout t € [0,1]. En particulier, f < 1 sur [0,1] donc f f() dt < 1. Mais
0

1 1 1
puisque f € A, f f(®) dt > 1. Finalement f f(¢) dt =1 ouencore f (1= f(t)) dt = 0. Lapplication 1 — f est positive, continue
0 0 0

et d’intérgrale nulle sur [0, 1] : elle est donc nulle i.e. f est constante égale a 1, ce qui contredit le fait que f(0) = 0.
On a donc montré par I’absurde que || f||o > 1.

3. On vérifie que f;, est bien continue en o donc continue sur [0, 1]. On a bien également f,(0) = 0. Enfin, par la relation de Chasles,
1 o 1
1 1 1 1
f f(® dt=f —(1+—>tdt+f (1+—) dt=(1—9)(1+—)
o o & n . n 2 n

1
2
pour avoir f Jn() dt =1 de sorte que f,, € A. On vérifie également que "
0

1]
71 €01

11 suffit donc de choisir o0 =

n+1

4. Puisque pour tout f € A, | flle > 1, d(0,A) > 1. De plus, en définissant f,, comme dans la question précédente

1
d0,A) < falleo =1+

Par passage a la limite, d(0, A) < 1. Finalement, d(0,A) = 1.

Solution 4
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1. Posons U, = {uy, k > n} pour tout n € N. Soit £ € V. Soit n € N. Alors ¢ est également une valeur d’adhérence de la suite (1 )>n
et on en déduit que £ € U,. Ainsi ¢ € ﬂ {ug, k > n}. Dot I'inclusion V C ﬂ {ur, k > n}.
__ neN neN
Réciproquement, soit £ € ﬂ {ur, k > n}. Soiente € R} et n € N. Alors ¢ € U,,. Ainsi B(¢,€) N U, # @. Il existe donc p > n tel

nen
que |lu, — €| < e. Ceci prouve que ¢ € V.
2. Pour tout n € N, U, est fermé. Ainsi V est fermé en tant qu’intersection de fermés.

Solution 5

@ et E sont clairement des parties ouvertes et fermées de E. Soit A une partie ouverte et fermée E. Supposons A non vide et fixons alors
a € A. Soit alors b € B. Considérons 1’application
e:tERH (1 —ta+tb

On vérifie aisément que 1’application ¢ est lipschitzienne :
V(s,) € [0, 1%, lo(s) = (O]l = |s — t|lla — bl
L’application ¢ est donc continue. L’ensemble
S={te[0,1], o(t) € A}

est une partie de R non vide (0 € S) et majorée. Elle posséde donc une borne supérieure m < 1. De plus, @~ }(A) est a la fois ouvert et

fermé car ¢ est continue. Ainsi S = @~!(A) N [0,1] est fermé donc m = supS € S. Comme ¢~!(A) est ouvert, il existe € > 0 tel que
1

Im—e,m+¢e[C o 1(A).Sim < 1,alorst = m+ = min{g,1 —m} € g 1(A)N[0,1] = Sett > m, ce qui contredit le fait que m est la borne

supérieure de S. Ainsi m = 1 € Sdonc b = ¢(1) € A. On a donc prouvé que E = A.

Solution 6
+o00
Posons ¢: u € E— Z Uy,. @ est clairement linéaire et
n=0
+o00 +00
Vu € E, lo)] = | un| < D lun| = [u]
n=0 n=0

Ainsi ¢ est continue par caractérisation fondamentale de la continuité des applications linéaires. Par ailleurs F = ¢~!({1}) donc F est fermé
en tant qu’image réciproque d’un fermé par une application continue.

1
Pour montrer que F n’est pas ouvert, on peut montrer que E \ F. Pour k € N, on définit la suite 1, en posant uk = (1 k_+1) 8o,n- Alors

donc (u¥);cn converge vers a qui est un élément de F.

(uF)gen est une suite d’éléments de E \ F. En posant a,, = So.n> |uk —a| = A -1|_ 7
Par caractérisation séquentielle, E \ F n’est pas fermé donc F n’est pas ouvert.

REMARQUE. On peut aussi utiliser le résultat classique mais hors programme stipulant que si A est une partie ouverte et fermée d’un espace
vectoriel E, alors A = @ ou A = E. Rappelons une démonstration de ce résultat. Soit donc A une telle partie et supposons A # &. Donnons-
nous alors a € Aet x € E. Posons @ : t € [0,1] = (1 —t)a + tx. Comme @ est continue, @~ 1(A) est une partie ouverte et fermée de [0, 1].
De plus, ¢~1(A) est non vide puisqu’elle contient 0. Elle admet donc une borne supérieure m. Si on suppose m # 1, alors il existe € > 0 tel
que m+¢ € @ 1(A) car ¢~!(A) est ouverte. Ceci contredit alors le fait que m = sup @~ '(A). Ainsi m = 1 et comme ¢~!(A) est fermée, elle

contient sa borne supérieure. Ainsi 1 € ¢~!(A)i.e. x € A.

Enfin, F est un sous-espace affine de E. En effet, en notant a la suite telle que a,, = §,,, alors F = a + Ker ¢. Mais Ker ¢ n’est pas
nul (il contient par exemple la suite dont les deux premiers termes valent 1 et —1 et les autres sont nuls). Par conséquent, F un sous-espace
affine non réduit a un point donc non borné : en notant u un élément non nul de Ker ¢, a + Au € E pour tout A € R. Ainsi, pour tout A € R,
la + Au|| > |A|||lull — |la|| donc |la + Aul| — +00.

—+00

Solution 7

1. Lapplication ¢ : f € E ~ f(1) est une forme linéaire. De plus, pour tout f € E, |p(f)| = [f(1)] < [|f]lw donc ¢ est continue
lorsque 1’on munit E de la norme ||| . Ainsi O est ouvert pour la norme || - ||, comme image réciproque de 1’ouvert R par I’application
continue ¢.
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1
2. Lapplicationy: f € E— f f(t) dt est une forme linéaire. De plus, pour tout f € E,
0

fo 1 f@) dt

Ainsi Y est a nouveau continue si I’on unit E de la norme | - ||;. Par conséquent, F est fermé pour la norme || - ||; comme image réciproque
du fermé R_ par I’application continue 1.

(NI =

1
< /0 FO] de = ]

3. Pour montrer que 0 n’est pas ouvert pour la norme || - ||;, on va montrer que E \ O n’est pas fermé pour cette méme norme. Posons pour
n e N*,
. 1
1 si0<x<1-—-—
fn L X€E [01 1] = n
n—nx sinon

On vérifie aisément que f,, € E \ O pour tout n € N*. De plus, en notant f la fonction constante égale a 1, pour tout n € N*

If = hul = 5

Donc (f,,) converge vers f pour la norme | - |; mais f € 0. D’aprés la caractérisation séquentielle des fermés, E \ O n’est pas fermé
pour la norme || - ||; et O n’est donc pas ouvert pour cette norme.

Solution 8

1. Clairement, F C E et F est stable par combinaison linéaire donc F est un sous-espace vectoriel de E.

2. Pour p € N, définissons la suite uP par

—— sin<
vneN,ub={n+1 sP
0 sinon
Clairement, uP € F pour tout n € N. Notons u la suite définie par
VneN, u, = L
M n+1
Alors, pour tout p € N,
1
u—u = —
I~ tplls = 5=

donc (uP),en converge vers u mais u & F. Par caractérisation séquentielle, F n’est pas fermé dans E.

. PP € . . ,
Soient u € Fet ¢ € R}}. Définissons v en posant v, = u,, + 5 pour tout n € N. Ainsi v © nF mais v € B(u, €) donc F n’est pas ouvert
dans E.
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Solution 9

1. Soit (uP)pen une suite d’éléments de A convergeant vers u € E. Remarquons alors que pour tout p € N, ngrfoo ubh = uy,. Or pour

tout (n, p) € N?, uf; +1 = uy, donc, en faisant tendre p vers l'infini, u,,; > u,. Ainsi u € A et donc A est fermé par caractérisation
séquentielle.

2. Soit (uP)pen une suite d’éléments de B convergeant vers u € E. Comme (uP),en converge uniformément vers u,

lim u, = lim lim uh= lim lim uh= lim 0=0
n—+oo n—+00 p—~>+o00 p—+co n—>+co p—+oo

d’apres le théoreme de la double limite (adapté aux suites). Ainsi u € B et B est fermé par caractérisation séquentielle.

3. Soit (uP),en une suite d’éléments de C convergeant vers u € E. Notons ¢, la limite de uP. Comme (uP),en converge uniformément
vers u, la suite (€p)pen et u converge vers lim ¢, d’apres le théoréme de la double limite. En particulier, u € C et C est fermé par
p—=+o

caractérisation séquentielle.
4. Soit (uP)pen une suite d’éléments de D convergeant vers u € E. Soit N € Nete > 0. Il existe p € N tel que [lu —uP|o, < 5 Comme

‘ . . €
0 est valeur d’adhérence de uP, il existe un entier n > N tel que |uh| < 5 Alors

€

2 ¢

€
[unl < [t = ttn| + [ttn] < = wplleo + [ih] < 5 +
donc 0 est valeur d’adhérence de u. Ainsi u € D et D est fermé par caractérisation séquentielle.

5. Définissons pour p € N la suite uP par

1 si n
VneN, ub = ipl
0 sinon
p D 14
u . 4. .. c . . P . <o u
SP = Z > Pour tout p € N, la suite SP est périodique comme combinaison linéaire de suites périodiques (facile). La série Z >
k=0 peN

converge normalement et donc uniformément. Par conséquent, (SP),en converge uniformément vers une suite S. Par ailleurs,

e}

+o00 u
vneN, S,= )y —
2P
p=0
On montre que S; = 0 et que S, > 0 pour tout n € N\ {1}. Ainsi S n’est pas périodique. Par caractérisation séquentielle, E n’est donc
pas fermé.

Solution 10

1. A est I'image réciproque de I’ouvert R’ par 1’application continue (x, y) = e*¥ — (x + y)* donc A est ouvert dans R2.

2. B est I'image réciproque du fermé R_ par I’application continue (x,y) — In(1 + x* + y?) — x — y donc B est fermé dans R2.

3. C est 'image réciproque du fermé {0} par I’application continue (x, y) — sin(x + y) — /x2 + y2 donc C est fermé dans R2.
Solution 11

Premiére méthode.

Soit (f,) une suite d’éléments de F convergeant vers f € E. Il s’agit de prouver que f € F. Comme (f;,) converge vers f pour la norme

infinie, elle converge uniformément vers f. On en déduit que (f;,) converge simplement vers f. Sion fixe x € R, lim f,(x) = f(x). Mais
n—+oo

pour tout n € N, f, € F donc f,,(x) > 0. Par passage a la limite, f(x) > 0. Ceci étant valide pour tout x € R, f € F et donc F est fermé.
Deuxieme méthode.
En posant ¢, : f € E — f(x), on remarque que

F=[]x'(R))

xeR
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Soit x € R. ¢, est une forme linéaire et

Vi €F, lox(Hl = 1F() < MIflloo

donc ¢, est continue par caractérisation de la continuité pour les applications linéaires. Ainsi ¢3!(R,) est fermé comme image réciproque
d’un fermé par une application continue.
Finalement, F = ﬂ @3 (R,) est fermé en tant qu’intersection de fermés.

xeR
Solution 12

n
1. Notons f ’application qui a P = Z Xk € R,[X] associe a,. Cette application est clairement linéaire. De plus, R,[X] est de

k=0
dimension finie donc f est continue. Enfin, E,, est I'image réciproque du fermé {1} par f donc E,, est fermé.

1
2. On nmontre aisément que N : P — / |P(t)| dt est une norme sur R,[X]. Supposons que Pian N(P) = 0. Par caractérisation séquen-
€
0 n

tielle de la borne inférieure, il existe une suite (P,) d’éléments de E,, telle que N(P,) — 0. Comme N est une norme, la suite (Py)

k—+c0
converge vers 0. Comme E,, est fermé, 0 € E,, par caractérisation séquentielle des fermés. Ceci est évidemment absurde par définition
de E,. Ainsi _inf N(P) > 0.
PeE,

Adhérence et intérieur

Solution 13

Soit M une matrice trigonalisable de M, (K). Il existe donc une matrice triangulaire supérieure T et une matrice inversible P telle que M =
PTP~!. Notons D la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont 1, 2, ..., n. Par continuité de 1’application X € M,(K) — PXP~!,

1 1
la suite de terme général P(T+ ED)P_l converge vers PTP~! = M. De plus, pour p suffisamment grand, les coefficients diagonaux de T+ ED

1
sont deux a deux distincts, ce qui prouve que P(T + ED)P‘1 est diagonalisable. On a ainsi construit une suite de matrices diagonalisables

convergeant vers M. Ceci prouve que 1’adhérence de I’ensemble des matrices diagonalisables contient I’ensemble des matrices trigonalisables.
Dans le cas o K = C, c’est fini puisque toute matrice de M,,(C) est trigonalisable. Supposons maintenant K = R. Soit (M) une suite
convergente de matrices diagonalisables de M,,(R). Notons M sa limite. Notons également y;, le polyndme caractéristique de M, et x le
polyndme caractéristique de M. Montrons le lemme suggéré dans 1’énoncé. Soit donc P € R[X] scindé sur R, unitaire et de degré n. Notons
Ay, ... , Oy, S€S racines comptées avec multiplicités. Ainsi, pour tout z € C,

IP@)| =[] Iz =l 2 [ [ 11m(z — )| = [Tm(2)|"
k=1 k=1

Puisque les matrices M, sont diagonalisables, leur polyndmes caractéristiques X, sont scindés sur R, unitaires et de degré n. Par conséquent,
pour tout p € N et tout z € C, [xp(2z)| = [ Im(z)|". Soit alors z une racine de x (éventuellement complexe). Remarquons que lim x,(z) =
p—+oo

x(2) puisque les coefficients d’un polyndme caractéristique sont des fonctions polynomiales et donc continues des coefficients de la matrice.
On a donc par passage 2 la limite, 0 = [(z)| > |Im(z)|. Ainsi Im(z) = 0 et z est réel. Les racines de x sont toutes réelles, ce qui prouve
que ¥ est scindé sur R et donc que M est trigonalisable dans M, (R). Finalement, I’adhérence de 1’ensemble des matrices diagonalisables de
M, (R) est inclus dans I’ensemble des matrices trigonalisables de M, (R).

Solution 14

—2 J—
Soient (x,y) € A ett € [0,1]. Montrons que z = (1 — t)x + ty € A. Pour cela, donnons-nous » > 0 et montrons que B(z,¥) N A # @&.

—2
Puisque (x,y) € A ,B(x,r)NA # @ et B(y,r) N A # @. Il existe donc u € B(x,r)NAetv € B(y,r) N A. Posons w = (1 — t)u + tv. Par
convexité de A, w € A. De plus,

lw -zl = 1A — O —x) + t@ = I < A = Dull + [ltv] = A = Ollu — x| + t]lv -y

Puisque u € B(x,r) etv € B(y,r), [u — x| <ret|lv—y|| <r.Onendéduit que ||w — z|| < r de sorte que w € B(z,r) N A. Ainsi w € A.
Ceci prouve que A est convexe.
Soient (x, y)A? et t € [0,1]. Montrons que z = (1 — t)x + ty € A. Puisque x € A et yA, il existe , > 0 etr, > 0 tels que B(x,r) C A et

http://1lgarcin.github.io 5


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

B(x,r,) C A. Posons alors ¥ = min(#, ;) et montrons que B(z,r) € A. Soit donc w € B(z,r). Onadonc |[w—z| < r.Posonsu = x+w—2z
etv=y+w-—z. Aloss lu—x||=|lw—z|<r<net|v-y|=|]w—2z| <r <rndoncu € B(x,) C Aetv € B(y,r) C A. De plus
Q—tu+tv=(1—-t)x+ty+w—z=wdonc w € A par convexité de A. Ceci prouve que B(w, r) C A puis que A est convexe.

Solution 15

Dans la suite, on notera J, 1a matrice de M, ,(I) dont les coefficients «diagonaux» valent 1 (elle n’est évidemment définie que si 0 < r <
min(n, p)). Cette matrice est clairement de rang r.

On notera également N, le nombre de matrices carrées de taille r extraites que I’on peut extraire d’une matrice de M, ,(I) et @, ’appli-
cation qui & une matrice de M, ,(I<) associe le N,-uplet des déterminants de ces N, matrices extraites.

On rappelle enfin que le rang d’une matrice est la taille maximale d’une matrice carré inversible extraite de cette matrice.

Etude de A,

* Ay = {0} donc Ay est fermé mais pas ouvert.
e Sir > min(n, p), A, = @ donc A, est ouvert et fermé.

* Si1l < r < min(n, p), la suite (J,/k)ren+ est & valeurs dans A, et sa limite — la matrice nulle — n’est pas dans A,. Ainsi A, n’est pas
fermé.

e Sir < min(n, p), la suite (J, + I_CEr+1,r+1)keN* est a valeurs dans le complémentaire de A, et sa limite J, appartient a A,. Le complé-

mentaire de A, n’est donc pas fermé, ce qui signifie que A, n’est pas ouvert.
* Sir = min(n, p), A, est I"image réciproque par I’application continue ®, de I’ouvert RN* \ {(0, ..., 0)}. A, est donc un ouvert.
Etude de B,
* Sir > min(n, p), alors B, = M, ,(K) donc B, est ouvert et fermé.
¢ Sir < min(n, p), B, n’est pas ouvert en exploitant le méme argument que pour A,.
* Sir < min(n, p), B, est le complémentaire de C,,; qui est ouvert donc B, est fermé.
Etude de C,
* Cy = M, ,(K) donc C, est fermé et ouvert.
* Sir > min(n, p), alors C, = @ donc C, est ouvert et fermé.
* Sir < min(n, p), C, est I'image réciproque par I’application continue ®, de I’ouvert RN+ \ {(0, ..., 0)}. C, est donc un ouvert.
e Sil <r < min(n, p), C, est le complémentaire de B,_; qui n’est pas ouvert donc donc C, n’est pas fermé.

Solution 16

1. Soit P € A. Comme P est scindé a racines simples, P s’annule n fois sur R en changeant de signes. Il existe donc des réels 3; < 3, <
- < B4 tels que P(B;)P(B;41) < 0 pour tout i € [1, n]. Lapplication @ : Q € R,[X] — (Q(B1)s ..., Q(Br41)) est continue car elle

est linéaire et que R,[X] est de dimension finie. Munissons R,,,; de la norme uniforme et notons € = min |P(;)| ainsi que B la
1<i<n+1

boule ouverte de centre (P(;), ..., P(B,41)). Alors V = ®~1(B) est un ouvert de R,,[X] comme image réciproque d’un ouvert par une
application continue. De plus, si Q € A, alors, Q(f8;) est du méme signe que P({;) par définition de €. Par conséquent, on a également
Q(B:)Q(Bis1) < 0 pour tout i € [1,n]. Le théoréme des valeurs intermédiaires permet d’affirmer que Q s’annule au moins n fois.
Mais comme Q est de degré au plus n, il est finalement de degré exactement n et scindé a racines simples. Autrement dit, V est un
ouvert contenant P et inclus dans A, ce qui prouve que A est un ouvert de R, [X].

2. On va montrer que I’adhérence de A est l ensemble B des polynomes de IRn[X] constants ou scindés sur R. Notons C I’ensemble des
polyndmes de B de degré n. Soit P = a H(X ;) € C. Posons B , = a; + et Qp=a H(X Bi,p)- Alors (Qp) est & valeurs dans

=1 i=1
A a partir d’un certain rang. De plus, hm Bi,p = o; et comme les coefﬁc1ents d’un polynéme sont des fonctions polynomiales donc

continues de ses racines et de son coefﬁc1ent, (Qp) converge vers P. Ainsi P € A puis C C A.
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1 —
La suite ( —X") est une suite d’éléments de C de limite nulle. D’apres ce qui précede, c’est également suite d’éléments de A. Comme

A est fermée, 0 € A.
X n—r _
Soit P € B non nul. Posons r = degP et Q, = <E + 1) P. La suite (Qp) est une suite d’éléments de C et donc de A, convergeant

vers P. Ainsi P € A.

Finalement, on a montré que B C A.

Il est clair que A C B donc A C B. Il suffit donc de montrer que B est fermé pour conclure que A = B. On peut pour cela utiliser le
résultat classique stipulant que si P est un polyndme unitaire de degré n alors P est scindé sur R ou constant si et seulement si Vz €
C, |P(2)| > | Im(z)|" (démonstration laissée au lecteur).

Solution 17

1. Supposons que F est ouvert. Comme Og € F, il existe r € R tel que B(Og,r) C F. Soit alors x € E. Si x = Og, alors x € F. Sinon
rx 2 rx
—— € B(0g,r) CF. Ainsix ==+ —— € F. Ainsi F = E.
[12x] rof2x|
2. Premiere méthode. Supposons que F # @. Il existe donc a € Fetr € R tel que B(a,r) C F. Mais F est stable par la translation
X — x — a donc B(Og, ) C F. En raisonnant comme dans la question précédente, F = E.

Deuxiéme méthode. Puisque E \ ¥ = E \ F, il suffit de montrer que E \ F = E. Comme F ¢ E, on peut se donner a € E \ F. Soit

1 —_—
x € F. Alors la suite de terme général x + Saest a valeurs dans E \ F et converge vers x. Ainsi F C E \ F. Par ailleurs, E\F C E\ F
doncECE\FpuisE=E\F.

Solution 18

Rappelons que pour toute partie A de E, Fr(A) = A N E \ A. Notamment Fr(A) est fermé comme intersection de deux fermés.
Comme F est fermé,

Fi(F)=FNE\F=FNE\F
Comme Fr(F) est également fermé,

Fr(Fr(F)) = FrF N E \ Fr(F) = Fr(F) N E \ Fr(F)

11 suffit donc de montrer que Fr(F) C E \ Fr(F) pour conclure.
La premiére égalité montre que Fr(F) C F donc E \ F C E \ Fr(F). Par conséquent, E \ F C E \ Fr(F).
On en déduit que

Fr(F)NnE\F CE\F C E\ Fr(F)
ce qui permet de conclure.
Solution 19

1. Remarquons que pour tout y € E, la forme linéaire ¢, : x ~ (x, y) est continue. En effet, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Vx € E, |@,(xX)| = [(x, )] < [Ix[lIyl
de sorte que ¢, est continue d’apres la caractérisation de la continuité pour les applications linéaires.

2. On peut remarquer que

F={x€E,VyeF, (x,y)=0}= ﬂ @5 ({0g})
yeF

Pour tout y € E, cp;l({OE}) est fermé comme image réciproque d’un fermé (le sous-espace nul) par une application continue. Par
conséquent, F est fermé comme intersection de fermés.

On peut aussi utiliser la caractérisation séquentielle des fermés si 1’on préfere. Soit (x,,) une suite d’éléments de F* convergeant vers
x € E. Fixons y € F. Alors pour tout n € N, ¢,(x,) = (x,,y) = 0. Par continuité de ¢, nETm @y (x4) = @y(x). Par unicité de la

limite, (x, y) = ¢,(x) = 0. Ceci étant valable pour tout y € F, x € F*. Ainsi F* est fermé par caractérisation séquentielle de la limite.
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3. Onsaitque F C (FH)*. Or (FL)! est fermé en applquant la question précédente 2 FL. On sait que F est le plus grand fermé contenant
F. Ainsi F C (F4)*.

Solution 20

Comme A est bornée, il existe C € R, tel que |a|| < C pour tout a € A.

Premiére méthode. Soit x € A. Il existe donc (x,,) € AN convergeant vers x. Pour tout n € N, ||x,|| < C. La norme est lipschitzienne
donc continue de sorte que lim ||x,| = ||x]|. Par passage a la limite, ||x| < C.
n—+oo

REMARQUE. On peut se passer de la continuité de la norme en remarquant que, par inégalité triangulaire,
VreN, x| < llx = xul + lIxpll < lIx = xnll + C
On obtient & nouveau ||x|| < C en passant a la limite.
Deuxiéme méthode. Soit x € A. On se donne € > 0. Alors B(x,€) N A # @. Soit a € B(x,€) N A. Par inégalité triangulaire,
lxll < llx —all + [lall < e+ C
Ceci étant vrai pour tout € > 0, || x|| < C.

Quelque soit la méthode, on en déduit que A est bornée.
Solution 21

1. Supposons X ouvert. On sait que X C X donc X C A = a(X). Comme X est ouvert, X = X donc X C a(X).
Supposons X fermé. On sait que X C X donc B(X) = X C X. Comme X est fermé, X = X donc f(X) C X.
2. Comme a(X) est ouvert en tant qu’intérieur, la question précédente permet d’affirmer que a(X) C a(a(X)). Comme X est fermé, la

question précédente permet d’affirmer que B(X) C X ou encore a(X) C X. Par conséquent, a(X) C X ou encore a(a(X)) C a(X). Par
double inclusion, a(a(X)) = a(X).
Comme {(X) est fermé en tant qu’adhérence, la question précédente permet d’affirmer que B(B(X)) C B(X). Comme X est ouvert, la

question précédente permet d’affirmer que X C a(X) ou encore X C B(X). Par conséquent, g C B(X) ou encore B(X) C B(B(X)). Par
double inclusion, B(B(X)) = B(X).

3. On sait que Q est dense dans R donc Q@ = R. On sait également que R \ Q est dense dans R donc R \ Q=R \ Q = R puis d=w.
4. Posons X =]0, 1[U]1, 2[U{3} U ([4, 5] N Q). Alors, en utilisant la question précédente,

X =]0,1[U]1, 2[
X =[0,2]U{3}U[4,5]
a(X) =10, 2[u]4, 5[
BX) = [0,2]
a(X) =10,2[
BX) = [0,2]U[4,5]

S. D’une part, ANBC AdoncANBC A. D’autre part, ANBCBdoncANBC B. Finalement, ANB C ANB.
Prenons A = {0}U]1, 2] et B =]0, 1[. Alors

AnB = ({oju]1,2])n[0,1] = {0}
ANB=0
AnB=({0lu[1,2)Nn[0,1] ={0,1}

Avec le méme exemple, A n’est pas ouvert et on a bien A N B¢ ANB.
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Densité

Solution 22

1
1. On munit €([0, 1]) du produit scalaire (f, g) — f f(t)g(t) dt. Notons P I’ensemble des fonctions polynomiales a coefficients réels
0
définies sur [0, 1].
1
Par linéarité de I’intégrale, pour tout P € P, / f@P(t) dt =0ie. (f,P)=0

Le théoréme de Stone-Weierstrass nous dit que 2 est dense dans €([0, 1]) pour la norme infinie. Or la norme I? associée au produit
scalaire défini précédemment est dominée par la norme infinie donc % est aussi dense dans €([0, 1]) pour la norme I?. On en déduit
que pour tout g € C([0,1]), {f,g) = 0. Ainsi f € €([0,1])* = {0}i.e. f =0.
Réciproquement la fonction nulle vérifie bien la condition de 1’énoncé.

2. On a pour tout n € N, f f(Ot™t" dt = 0. D’apres la question précédente, t — t"0f(t) est nulle. On en déduit donc que pour
t €]0,1], f(¢) = 0 puis que f est nulle sur [0, 1] par continuité en 0.

Solution 23

On raisonne par récurrence sur H.

Soit A une partie convexe et dense de R. A est donc un intervalle vérifiant A = R. On a donc sup A = supA = +oo etinf A = infA = —c0
Ainsi A = R.

Supposons la propriété & montrer vraie a un rang n — 1 > 1. Soit alors A une partie convexe et dense de R". Soit H un hyperplan de R". On
va montrer que A N H est une partie convexe et dense de H.

D’abord A N H est convexe comme intersection de deux convexes.

On munit alors R" de sa structure euclidienne canonique et on note u un vecteur unitaire normal a H. Soit x € Hete > 0.

Posons a = x + £ 4. Par densité de A dans R", il existe b € R" tel que ||b — al| < % On a alors en utilisant I’'inégalité de Cauchy-Schwarz
et le fait que |Jul| =1:
€
(b,u) = (b—a,u) +(a,u) > —[b — allul + 5 ul* >0

Posons ¢ = X — <u. Par densité de A dans R, il existe d € R" tel que ||d — c|| < % On a alors en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz
et le fait que |Jul| =1:
€
(d,u) =(d—cu) +(c,u) < [|d = cf[ull = 5ul® <0

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, I’application t — ((1 — t)b + td, u) ’annule en un point t, €]0, 1[. Posons e = (1 — ty)b + tod.
On adonc e € Het e € A par convexité de A. De plus,

€ €
Ib=x| <|b=al+]a=x]|<5+5=¢
2 2
et

€ €
||d—x||§||d—0||+||c—x||<5+§=£

Par inégalité triangulaire,
lle — x|l = (£ (1 = t)Ib — x[| + tolld — x[| < (1 —tp)e + toe =€

Ceci acheve de prouver la densité de A N H dans H.

D’apres notre hypothése de récurrence, A N H = H. Or R" est égal a la réunion de ses hyperplans. Donc A = R".

REMARQUE. L’énoncé est faux en dimension infinie. R[X] est une partie convexe (en tant que sous-espace vectoriel) et dense (d’apres le
théoréme de Stone-Weierstrass) de C([0, 1]) muni de la topologie de la convergence uniforme. Pourtant, R[X] est d’intérieur vide. En effet,
R[X] est I'union des R,[X] qui sont des fermés d’intérieur vide en tant que sous-espaces vectoriels de dimension finie. On conclut par le
théoréeme de Baire.
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Solution 24

Siay, ..., o, et By, ..., B, sont des réels strictement positifs, on montre que

1 (H15i<an & = o‘j) <H1§i<an Bi— 5])
det = ey
%+ 8/ i i Ilicijen i+ B
Pour des vecteurs X, ..., X,, d’un espace préhilbertien E, on pose Gram(xy, ..., x,) = det ((xi|xj)lgi7j5n). On montre que si (g, ... , Uy,) est
une famille libre de vecteurs de E et u un vecteur de E, alors
Gram(uy, ... ,U,, U
d (x, vect(uy, ..., u,))* = @y n 1) 2)

Gram(uy, ... ,Uy)

1

Pour a € R, on notera f; € C([0,1], R) la fonction x = x. On a donc pour o, B € R, (folfp) = PSR

i) = (ii) Comme la suite (a,,) est croissante, soit elle converge, soit elle diverge vers +o0. Si elle converge, la série Z — est grossiérement

neN "1
divergente. Supposons donc que la suite (a,,) diverge vers +oo. En utilisant (T) et (Z)), on montre que

n 2 n 2
dp = d(fo, vect(fags -+ » fa,))* = M = (H - )

IT5,( + a)? izo 1+ ai

et donc

i—=0 1 +Cli

1
Comme vect(( fq, Jnen) est dense dans C([0, 1], R), (d,,) converge vers 0. En passant au logarithme, on en déduit que la série z In <1 + —)
neN n

1 1 1
diverge vers +oo. Puisque (a,,) diverge vers +oo, In <1 + a_) ~ et la série Z — diverge donc également.
n neN "1

ii) => (i) Fixons p € N. En utilisant 2 nouveau (I) et (2)), on trouve

2
1 (vr_a-p
2 2= l
dp,n = d(fp,VCCt(fao, ’fan) - 2p+1 (E(I): 1+p+ ai>

et donc

n
d =1 H lai — p
P 2pFligltrta
S’il existe i € N tel que a; = p, alors d, , = 0 pour tout n > i. Dans le cas contraire, on a

a—p

1 n
lndp’n = —Ell’l(2p+ 1) + ;)h’l m

On distingue a nouveau plusieurs cas :

. 2 . an - P 2 eps . . Zoe
- Si (a,) converge vers un réel I, on montre que la suite [ [—————— converge vers un réel positif strictement inférieur
1+p+apl/, ey
a —
a 1 (distinguer les cas I < petl > p). La série Z In ﬁ diverge donc grossierement vers —oo. On en déduit que
neN n
dpp, — 0.
" ns+oo
- Si (a,) diverge vers +o0, alors
In a,—p 2p+1 2p+1
1+p+a, l1+p+a, a,
ap— P

‘o 1 . o
Comme la série Z — diverge vers +o0, la série Z In
neN " neN

diverge également vers +oo et, a nouveau, d, , — 0.

n—+oo

l1+p+a,
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Bref, dans tous les cas d,, ,, tend vers 0 lorsque n tend vers +oco.

Soit maintenant € > 0 et f € C([0,1],R). Par le théoréme de Weierstrass, il existe un polyndme P a coefficients réels tels que

If —Pllo < % On montre facilement que || f — P, < || f —Plle < % Si P est nul c¢’est fini, puisqu’alors P appartient a vect ((ﬁln)ne,\,).
n

Sinon, posons P = Z ap fp. Posons M = max{|ap|,0 < p < n}. Pour p € [0, n], il existe g, € vect ((fan)neN) tel que || f, — gpll2 <

p=0
n

Posons alors g = Z a,gp- Alors, par inégalité triangulaire
p=0

3
2M(n+1)

P —gl. < Z laplllfp — &pll2 < 5
p=0

A nouveau par inégalité triangulaire
If =gl <If —Plla+P—gll <

ce qui prouve la densité de vect ((fy, Jnen)-

Solution 25

Remarquons déja que, par linéarité de 1’intégrale, f f(®)P(t) dt = 0 pour toute fonction polyomiale P.

Le théoréme de Weierstrass permet d’affirmer qu’il existe une suite (B,) de fonctions polynomiales convergeant uniformément vers f sur
[a, b]. De plus,

b b b b
VnenN, f F(0? dt = f FOF@) = Ba(t) dt + f FORAD) dt = f FOF®) = By(0)) e

Comme f? est positive

| " fop di =

Comme (P,,) converge uniformément vers f, lim |f — B,|lo, = O puis / f(£)? dt = 0. Or f? est continue et positive sur [a, b] donc elle
n—>+oo

(H)* dt| = (O(f(t) = Py(1)) dt

b b
< f FO1- 1@ = Ba0)] di < [If = Bl f ) dt

y est nulle. f est donc également nulle sur [a, b].
Solution 26

— -2

1. Tout d’abord 0 € F C F. Soient (x,y) € F et (A,n) € K2. 1l existe donc deux suites (x,,) et (y,) & valeurs dans F convergeant
respectivement vers x et y. Alors (Ax,, + uy,) est une suite a valeurs dans F (puisque c’est un sous-espace vectoriel de E) convergeant
vers Ax + uy. Ainsi Ax + puy € F. Par conséquent, F est un sous-espace vectoriel de E.

2.OnaHCHCE. Supposons H non fermé i.e. H # H. Il existe donc u € H \ H. Soit alors x € E. Puisque H est un hyperplan, c’est

le noyau d’une forme linéaire non nulle ¢ sur E. Puisque u ¢ H, ¢(u) # 0. Posons alors A = zgzi et h = x — Au. Alors @(h) = 0
donc h € H c H. De plus, u € H. Puisque H est un sous-espace vectoriel de E, x = h + Au € H. Finalement, E = H i.e. H est dense
dans E.
Solution 27
On notera || - || une norme sur E (peu importe laquelle, elles sont toutes équivalentes puisque E est de dimension finie).
1. 1l existe des réels ay, ...,a, tels que a = @y < a; < - < a, = b et @ est constante sur chaque intervalle Jay, a,,[. Notons ¢ la

valeur de @ sur Jay, ag[. Alors, pour A € R¥,
n—-1

b n—1 k41 c
/ elMCp(t) dt = z Ck oM i = Z _;\C' (el)uakﬂ _ elAak)
a k=0 ay L
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Puisque x > e** est bornée, on en déduit sans peine que

b
lim f eMep(t) dt =0
A=+ o

b
2. 11 existe une suite (¢,) de fonctions en escalier convergeant uniformément vers f sur [a, b]. Posons ®,,: A / eMe,(t) dt et
a

b
F: A / eME(t) dt. Pour tout A € R,
a

b
IF@) — @, (V)] < f ] 1 f(6) — @u(®l dt < (b= Df — @nlloo

et donc
[F =@yl < (b=a|f = @nlleo

REMARQUE. La premiére norme uniforme est une norme uniforme sur R tandis que la seconde est une norme uniforme sur [a, b].

Puisque (¢,,) converge uniformément vers f sur [a, b], I'inégalité précédente montre que (®,,) converge uniformément vers F sur R.
D’apres le théoreme de la double limite,
lim F(A) =

lim lim ®,(})
A—=+o0 n—+o0o0 A>+o0

D’apres la question précédente, )Llim @, (1) = 0 pour tout n € N. Ainsi Alim F(A) = 0, ce qui répond a la question.
—+00 —>+0o0

0

+0o0 +oo
3. Fixons € > 0. Puisque f est intégrable, les intégrales / If@)] dt et/ lf(®] dt convergent. Ainsi blim f If@®] dt =0et
0 - wteoJp

[e5]

a +0o0 a
lim / [l f(®)| dt = 0. 11 existe donc des réels a et b tels que a < b, f If@| dt < g etf If@®| dt < %
a—>—oo — b —

b
D’apres la question précédente, }Llim f eM f(t) dt = 0. Il existe donc A, € R tel que
—+00
a

VA > Ao, <

b
/ eMf(t) dt

W[ m

Soit donc A > A,.

< +

+oo b
‘ f eMf(1) dt / eMf(1) dt

a

+00
f eMf(1) dt‘
b

< [ws@naeSe [ usonar<e

f eMf() dt‘ +

Ceci signifie que

lim f eMf() dt =0
o0

A->+too )

Solution 28

1. Soit M € M,,(C). M est alors trigonalisable : il existe P € GL,(C) et T € M,,(C) triangulaire supérieure telle que M = PTP~L.
Notons D € M,,(C) la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont 1,1/2, ...,1/n.

1

k

diagonaux sont deux & deux distincts donc Ty est diagonalisable. De plus, (T} ) converge vers T. En posant M;, = PT; P!, les M}, sont

Si tous les coefficients diagonaux de T sont égaux, posons T, = T + =D pour k € N*. T}, est triangulaire et tous ses coefficients
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également diagonalisables et, par continuité du produit matriciel, (M) converge vers M.
Si les coefficients diagonaux de A ne sont pas tous égaux, posons

o= min{|Tl-,i - T},jl’ (l,]) (S [[1,1’1]]2 y Ti,i 9& Ti,j} >0

a

- Soit (i, j) € [[1, n]* tel que i # j.

Posons Tj, =T +

. afl 1
* SiTy; =T j, alors (Ty);; — (T = T (7 - j) # 0.
* SiT;; # Tj j, alors, par inégalité triangulaire,

o a all 1
I(Tie)i,i — (Ti)j 5l = ’Ti,i “Tit g~ % 2T =Tl — ¢ ’7 - j‘ >0
1 1 1
CaI‘|T”—Ti,j|Z(X,ES1Ct ?—j‘<1

T, est donc triangulaire a coefficients diagonaux distincts et on conclut comme précédemment que (M) est une suite a valeurs dans
D, (K) convergeant vers M.
Ainsi on a montré que toute matrice de M,,(C) était limite d’une suite de matrices de D,,(C) donc D,,(C) est dense dans M, (C).

d

2. a. Supposons que P est scindé dans R[X]. Il existe donc des réels A4, ..., A4 tels que P = H(X —A¢). Soit z € C.
k=1

d
IP2)| = [ ] Iz — A
k=1

Or pour tout k € [1,d]],
|z = M| 2 [Im(z — A4)| = [ Im(2)| > 0
car A € R. On en déduit que [P(z)| > | Im(z)|%.
Inversement, supposons que
Vz € C, |P(2)| > | Im(z)[¢
Si z ¢ R, on a donc |P(z)| > 0 et donc P(z) # 0. Les racines de P sont donc toutes réelles. P est donc scindé dans R[X].

b. En procédant comme dans le cas complexe, on montre que toute matrice de J,(R) est limite d’une suite a valeurs dans D, (R).
Ainsi J,(R) C D,(R). Par ailleurs, D,(R) C J,(R) donc D,(R) C F,(R). 11 suffit alors de montrer que J,(R) est fermé pour
conclure.

Soit (Ty) une suite de matrices de J,(R) convergant vers T. Puisque les Ty sont trigonalisables dans M,,(R), les xr, sont scindés
dans R[X]. D’apres la question précédente, on a alors

Vk €N, Vz € C, |xr,(2)] > |z

Fixons z € C. L’application M — ) est continue puisque chaque coefficient de ) est polynomial en les coefficients de M. En
passant 2 la limite dans 1’inégalité précédente, on obtient alors |x(z)| > |z|". D aprés la question précédente, xt est scindé dans
R[X] et T est donc trigonalisable dans M, (R). Ceci prouve donc que J,(R) est fermé.

Solution 29

1. o est continue sur M,(R) car polynomiale en les coefficients de M. Remarquons que ¢ est I’application qui a une matrice associe le
discriminant de son polyndme caractéristique.

2. M est trigonalisable dans M,(R) si et seulement si xp; est scindé dans R[X], ce qui équivaut a (M) > 0 puisque (M) est le
discriminant de xp;.

1
3. Soit A € M,(R) une matrice de valeurs propres complexes, par exemple A = ( 0 ) Alors @(A) < 0. Si A était limite d’une

suite de matrices diagonalisables (Ay), on aurait ¢(Ay) > 0 pour tout k € N. Par continuité de ¢, klim ¢(Ag) = o(A) < 0 mais, par
—+00
passage a la limite, klim @(Ay) > 0. On obtient donc une contradiction. Ainsi D,(R) n’est pas dense dans M,(R).
—>+00
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4. On a déja D,(R) C %(R) donc D,(R) C %K(R). De plus, on a vu que L(R) est I'image réciproque du fermé R, par 1’application

continue ¢ donc % (R) est fermé i.e. B(R) = L(R). Ainsi D,(R) C K(R).
1

Inversement, soit M € %(R). Il existe donc P € GL,(R) telle que T = P~!MP soit triangulaire. En posant Ty, = T + k
0

est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont distincts au moins a partir d’un certain rang. Les matrices M, = PT;P~! sont donc

, Tk

N o

diagonalisables a partir d’un certain rang et la suite (M) converge vers M par continuité du produit matriciel. Donc M € D,(R). Par
double inclusion, D,(R) = L(R).

Solution 30

Soit a € E. Comme U est dense dans E, il existe u € U etr, > 0 tels que B(a,r) N U # @. Soit alors u € B(a,r) N U. Mais B(a,r) N U est
ouvert comme intersection de deux ouverts. Il existe donc € > 0 tel que B(u, €) C B(a, r)NU. Mais comme V est dense dans E, B(u, )NV # @.
A fortiori, B(a,r) N U NV # @. Ceci prouve que UN 'V est dense dans E.

Solution 31

1. Pour tout A € K;
xap(A) = det(Al,,—AB) = det(A(AA™!—B)) = det(A) det(AA~!—B) = det(AA~'—B) det(A) = det((AA~'—B)A) = det(Al,,—BA) = xap(A)
On en déduit que Xpog = XBA-
2. Fixons B € M, (R). Les applications A i xap et A > xpa sont continues : les coefficients des deux polyndmes caractéristiques Xap
et xga sont polynomiaux en les coefficients de A. La question précédente montre que ces deux applications coincident sur GL, (). Or
on montre classiquement que GL,,(K) est dense dans M, (). On en déduit que A — xap et A — xga coincident sur M, ().

Limite et continuité

Solution 32

1. Ona |f(x,y)| < |x| +|¥] = [I(x,Y)]|;- On en déduit que  lim _ f(x,y) = 0.
(x,y)—(0,0)

2. Ona f(x,x) =0et f(x,0) = 1. Donc f n’admet pas de limite en (0, 0).

3. Ona f(x,—x)=0et lirr(l) f(x,x) = +o0 donc f n’admet pas de limite en (0, 0).
X—
4. Remarquons que pour (x,y) € R?:
1x* + 3 < X+ P < (x| + 1yDG? + y?) < 201G I (62 + y?)

On en déduit que pour (x,y) € R?\ {(0,0)} :
|f G, I < 2[1Ce, Yy

Ainsi lim x,y) =0.
(x,y)—>(0,0)f( Y)

5. On ad’une part :
sin x . sinx
im = lim =
(x,y)—(0,0) X x->0 X
et, d’autre part :

lim x*+y*—1=-1
(x,»)—(0,0)

On en déduit que  lim x,y) =—1.
a (x,y)—>(0,0)f< Y)
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_1 1 _1
6. Ona lim f(x,x) =1et lim f<e x,x) = = (on vérifie que lim (e x,x) = (0,0)). On en déduit que f n’admet pas de limite en
x—0+ x—0+ e x—0+

(0,0).
7. Ona:

D’une part :

D’autre part :

et de méme

On en déduit que :

puisque lim  f(x,y) =0.

(x,)—(0,0)

Solution 33

. X . y
lim —= Ilim —— =
(x,¥)—(0,0) 4 /xz + y2 (6,3)=(0,0) 4/ x2 + y2

Foy) = sinx?  x? N siny? 2
’ X2 \xZxyr Y X2 +)2
. 2 . 2
sin x sin
lim —— = lim 2y =1
x-0 X y—=0 Yy

2

2 2
C+Y ety

< <
VX2+y2 x2+y2

Y AT
0< _xzﬂzsm

2 2
0

1. N, est une norme : il s’agit de la norme uniforme sur [—1, 1]. Concernant N;, I’homogénéité et I’inégalité triangulaire ne pose pas de

+00
P
probleme. Si P € R[X] vérifie N;(P) = 0, alors P((0) = 0 pour tout n € N. Alors, d’aprés la formule de Taylor, P = Z #X” =
n=0 )

0.

2. D est un endomorphisme. D’apres la formule de Taylor et ’inégalité triangulaire,

+00 +00

N;(D(P)) = Ny(P") = Y [P(+D(0) = > [PM(0)] < Ny (P)

n=0 n=1

D’apres la caractérisation de la continuité des applications linéaires, D est continu pour la norme Nj.

3. Pour tout p € P, Ny(XP) = 1 et Ny(D(XP)) = No(pXP~!) = p. Ainsi lim

N>(D(XP))

= 400 donc D n’est pas continu pour la
p—+o  Ny(XP) p P

norme N, en vertu de la caractérisation de la continuité des applications linéaires.

Solution 34

Soit N une norme sur E. Tout d’abord, ¢ est un endomorphisme de E. Considérons pour a € R, f, : x € [0,1] — e®*. Ainsi ¢(fp) = f, =

N
af,, puis par homogénéité, N(o(f,)) = aN(f,). Par conséquent, lim % = 400 et donc ¢ n’est pas continue par caractérisation de
a—+oo a
la continuité des applications linéaires.
Solution 35
1. Evident.

2. Supposons que |b| > 1. Alors

http://lgarcin.github.io
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D’apres la caractérisation de la continuité pour les applications linéaires, f n’est pas continue.
+o0

Supposons |b| < 1. Soit P = Z a; X* € E. Par inégalité triangulaire,
k=0

+o0 +00
IF®) < D lallbl* < 3 lawl = [P
k=0 k=0

D’apres la caractérisation de la continuité pour les applications linéaires, f est continue.
On en déduit de plus que ||| f]l| < 1. Mais comme
If

i = YOy
JI= "

on a donc |||f]l| = 1.

Solution 36

1. ¢ est clairement linéaire et pour f € E, ¢(f) est une primitive de f donc ¢(f) € E.

2. Soit f € E. Par inégalité triangulaire

X 1
vx € [0.1], 6] < f SO di < / O dt = 1]
0 0

A nouveau par inégalité triangulaire,
1 1
le(HIl < f If(B)] dt < f If1 de = £l
0 0

Par caractérisation de la continuité pour les applications linéaires, ¢ est continu.

3. Soitn € N*. D’une part,
_nt1! _
full = [~e]E =1 — e

D’autre part,

Vx €[0,1], $(fi)(x) = [—e™]T =1 — e

de sorte que

1—e™"
ld(flll =1 —
4. On a déja montré que ||d(f)| < ||f| pour tout f € E donc ||| f||| est bien définie et ||| f||| < 1. De plus,
1— 1—e™"
Il 1T
(A l1—e" notoo
donc ||| f{ll = 1.
Solution 37

A est clairement linéaire et, pour tout u € E,

1A@lleo = lI(n) = Wn+D)leo < NUplloo + (U410 < 2l

Ce qui prouve a la fois que A(u) € E et que A est continu : A est un endomorphisme continu de E.
De plus, [||Al|| £ 2. En posant v, = (—1)" pour tout n € N, A(v),, = —2(—1)" pour tout n € N. Alors ||V, = 1 et ||A(V)|l = 2 donc

1AWl

Al =
Vlleo

=2

Ainsi [JAlll = 2.
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Solution 38

1. Soit X € Mp;(R) et Y = AX. Fixons i € [1,n]. Alors

14
=D A X

Jj=1

Donc

p p

il < D0 1AIIX] < D0 1A IX

j=1 j=1

Et donc »
[AX]lo = I'Y]leo [max Y;| < (g&XnJZﬂIAl,JI) X1l oo

donc

p
Al|| £ max A;;
AN < max > |4,
Jj=1
Soit iy € [[1, n] tel que
p p
Z 1Ay 5l = [max Z 1A
Jj=1 Jj=1

i,j = 0etX; = —1siA; ; <0. Alors, en posant X = (X, ... ,Xp)T, ona ||X|l = 1. De plus, en posant Y = AX

= A;
0
Z i0.%) = Z'lojl

Posons X =1siA;

jie}

On en déduit que
p p
AN > [AX o = [Ylleo > [Yig| = 3 1A, = max 37 [Ay ]

Donc

p
Al| = ma A
Al 1<l_<xnj221| b

2. Soit X = M, ;(R) et Y = AX. Fixons i € [[1,n]. Alors

Donc

n

n p p n p n n
IAXIy = 1Yl = 35 ¥ < 25 20 1A lIXG] = 35 151 25 11 < 2 X max 3 1Ayj| = (lrgfgpz |Al-,j|) X1,
i=1j= = =/ =Fi=1 =/ =Fi=1

i=1 1 j=1 i=1 j=1

Par conséquent,

n
Alll £ | max A
Al < 1 max 0, 1A

Soit j, € [1, p] tel que Z A j,| = max Z |A; j|. Posons X; = letX; = 0sij # jo. Alors, en posant X = (Xj, ... ,Xp)T, on a
|X|l; = 1. De plus, en posantY AX

n

Al > 1AX]; = IYlh = 3 1Yl = Z

i=1 i=1

ZAU \j

Jj=1

n n
Z |Ai,j,| = max Z |A
i=1 1sj<p i=1
donc

n
All| = max A
A= max 2, 1A
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3. Soit X € M, (R).
[AX|2 = XTATAX

Comme AT A est symétrique réelle, il existe une base orthonormée (Uy, ..., Up) de vecteurs propres de ATA. Notons A; la valeur propre

p
associée a U;. Si X = Z o;Uj,
i=1

p p
IAXIZ = [Y]5 = D} afA; < max Sp(ATA) > af = max Sp(ATA)|[X |3

i=1 i=1

Al < 4/ max Sp(ATA)

Soit X un vecteur propre associé  la plus grande valeur propre A de ATA. Soit X € R" dont la matrice dans la base canonique est X.
Alors

Ainsi

IAX]5 = [|AX]5 = XTATAX = AXTX = A||X|}3
Ainsi [||A]]| < ﬁ Par conséquent, [[|A]|| = max Sp(ATA).
Solution 39

Tout d’abord, D est clairement linéaire. De plus, pour tout f € E, D(f) est continue (et méme de classe €!) sur [0, 7t] d’apres le théoreme
fondamental de I’analyse. Ainsi D est bien un endomorphisme de E.
Soit f € E. Par inégalité triangulaire et positivité de sin sur [0, 7],

vx € [0.7], IDDCI| < 1flo / sin(®) dt < [ flle f sin(t) dt = 2[flle
0 0

Ainsi [D(f)]le < 2|Iflleo de sorte que D est continu et ||| D]|| < 2.
Considérons alors g : x € [0,t] = 1. Alors ||g]l,, = 1 et

Vx € [0,7], D(g)(x) = /X sin(t) dt =1 —cosx
0

D
On en déduit que | D(g)||o = 2. Ainsi [|D||| > % = 2 puis [|D]|| = 2.

18]l
Solution 40

1. T est clairement linéaire. De plus, pour tout f € E, T(f) est de classe €! sur [0, 1] d’apres le théoreme fondamental de I’analyse. A
fortiori, T(f) € E. T est donc bien un endomorphisme de E.

2. Soit f € E. Par inégalité triangulaire

X 1
vx € [0, 1], [T(H@)| < f FO) de < f FO) de = £

0 0

En intégrant sur [0, 1], on obtient :
1 1
ITCOIL =f ITCH(@)| de S/ If1l de = [ fllx
0 0

Ainsi T est continu par caractérisation de la continuité pour les applications linéaires. De plus, || T||| < 1.
Posons f,, : x €[0,1] » (1 — x)"* pour n € N. Comme f,, est positive sur [0, 1],

1

1
Il = [ @=orar = (A=) = o
0

n+1

n+1
De plus,

i n = 1 n+171* _ 1 n+
Vx € [0,1], T(fn)(x)=f0(1—t) dt——n—H[(l—t) I]O—n—H(l—(l—x) 1
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Comme T,,(f) est positive sur [0, 1]

1 1 1 1 1 1
_ _ _ \n+l — —_ =
||T<fn)||1—n+1(f0 dt foﬂ 2 dt) 1) =

I
llfull

Ainsi

Tl < lim =1
n—>+oo

puis [[T]l| = 1.
X
3. Supposons qu’il existe f € E telle que |T(f)l; = |fll;- Posons g: x € [0,1] ~ / |f(®)] dt. On a prouvé précédemment que
0

IT(f)(x)] < g(x) < ||f]ly pour tout x € [0,1]. Ainsi

1 1 1
1Tl = f T(HGO| dx < / g(x) dx < f 1l dx = Il
0 0 0

Mais on a supposé que |T(f)|l; = || f]l; donc

1 1 1
f TG dx = f o(x) dx = f Iflh dx
0 0 0

1
Notamment, f (If . — g(x)) dx = 0. 1l s’agit de Iintégrale d’une fonction continue et positive donc || f||; — g est nulle sur [0, 1].
0

Notamment, g est constante sur [0, 1] de sorte que g’ = | f] est nulle sur [0, 1]. Finalement, f et nulle sur [0, 1].

IO
revogy ISl

Ceci prouve que la borne supérieure |||T||| = ne peut étre atteinte.

Solution 41

La linéarité de u est triviale (linéarité de I’intégrale). Soit f € E. Remarquons que

P 1
Vx € [0,1], u(f)(x)=f tf(t) dt+x/ f@) dt

0

X 1
En vertu du théoréme fondamental de 1’analyse, les fonctions x +— / tf(t) dtet x — / f(t) dt sont de classe C! sur [0,1] et donc a
0 X

fortiori de classe C° sur [0, 1]. Il en est de méme de la fonction x ~ x. On en déduit que u(f) appartient 2 la R-algeébre E. Ainsi u est un
endomorphisme de E.
Par inégalité triangulaire,

1 1
vx € [0.1], [u(f)()]| < f minCx, OLFO)] dt < 1flo f min(x, ) dt
0 0

Pour conclure a la continuité de [0, 1], on peut tout simplement remarquer que 0 < min(x, t) < 1 pour tout (x, t) € [0, 1]. On en déduit alors
que [u(f)(x)| £ |flle pour tout x € [0,1] et donc |u(f)]le < ||flle- Par caractérisation de la continuité pour les applications linéaires, u
est continu.

Néanmoins, cette majoration ne suffit pas pour calculer la norme subordonnée de u. On calcule

! * ! x2 X2 1 1 1
Vxe[O,l],[ min(x,t)dt:[ tdt+f xdt==+x(1-x)=x—-===z—-=(x—-12< =
o o . 2 2 2 2

1
Les calculs précédents montrent alors que ||u(f)|leoe < =|lflle- On retrouve le fait que u est continu. Enfin, en choisissant la fonction f
1 1 1 1
constante égale 4 1, || flo = 1 et u(f)(x) = 3~ E(X —-1)2 < 5 > 0 pour tout x € [0,1]. On en déduit que [|u(f)|l, = 5 Par conséquent,

1
ull| = =.
(llzelll >
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Compacité

Solution 42

L’espace normé en question doit nécessairement étre de dimension infinie. Considérons E = #%°(R) (ensemble des suite réelles bornées)
muni de la norme oo. La boule unité fermée B de E est bien fermée et bornée. Pour n € N, on pose u,, = (SP”)peN' Ainsi (u,,) est une suite
d’éléments de B. Supposons B compact. Il existe donc une sous-suite (4,(1)) convergente. Notons | = (1), sa limite. Soit p € N. la suite
(Uep(n),pInen converge vers L,. Or pour @(n) > p, Ugen)p = 0 donc [, = 0. La suite [ est donc nulle. Or [u,| = 1 pour tout n € N. Par
continuité de la norme, ||I|| = 1, ce qui contredit [ = 0.

Solution 43

1. Comme R? \ f~!({a}) est connexe par arcs, son image par f qui est continue est donc également connexe par arcs. C’est donc un
intervalle I de R ne contenant pas a. C’est donc un intervalle minoré ou majoré par a. Ainsi f(R?) = I U {a} admet a pour minimum
ou maximum. Ceci prouve que f admet a pour extremum global sur R

2. Puisque f~!({a}) est bornée, il existe une boule fermée de R? telle que f~'({a}) C B. Alors R? \ B est connexe par arcs et son image
par f est un intervalle I ne contenant pas a. L’intervalle I est encore majoré par a ou minoré par a.
Supposons que I est minoré par a, c’est-a-dire que f(x) > a pour tout x € R? \ B. f étant continue sur le compact B, elle y admet un
minimum global m. Puisque f~!({a}) C B, a > m. Ainsi f admet un minimum global sur R? (en fait sur B).
Supposons que I est majoré par a, ¢’est-a-dire que f(x) < a pour tout x € R? \ B. f étant continue sur le compact B, elle y admet un
maximum global M. Puisque f~'({a}) C B, a < M. Ainsi f admet un maximum global sur R? (en fait sur B).

3. Remarquons que pour tout a € R, f(R?\ f~'({a})) est un intervalle minoré ou majoré par a.
Supposons f non majorée sur R2. Soit A € R. f(R?\ f~1({A})) est un intervalle minoré ou majoré par A. Puisque f est non majorée, il
existe x € R?\ f~1({A)})) tel que f(x) > A. Ainsi I'intervalle f(R?\ f~1({A})) est minoré par A puisqu’il contient f(x). Le compact
F7Y({A}) est inclus dans une boule fermée de rayon R € R,. Ainsi pour x € R? tel que ||x|| > R, on a f(x) > A. On en déduit que

lim = +oco.
]| =400

Supposons f non minorée sur R2. Soit A € R. f(R?\ f~!({A})) est un intervalle minoré ou majoré par A. Puisque f est non minorée,
il existe x € R%\ f~1({A})) tel que f(x) < A. Ainsi I'intervalle f(R?\ f~1({A})) est majoré par A puisqu’il contient f(x). Le compact
f7X(A) est inclus dans une boule fermée de rayon R € R,. Ainsi pour x € R? tel que ||x|| > R, on a f(x) < A. On en déduit que

lim = —o0.
[Ix]|—+0c0

Supposons f bornée sur R2. Soit (x,,) une suite d’éléments de R? telle que ||x,| —> +o0. La suite (f(x,)) étant bornée, on peut
n—->+oo

supposer qu’elle converge quitte a en extraire une sous-suite. Notons [ sa limite. Soit € > 0. D’aprés notre remarque préliminaire,

F(R2\ f~1({l + €})) est un intervalle minoré ou majoré par [ + €. Or ||xn|| — +oo et f~1({l + €}) est compact donc borné : il existe

donc N € N tel que x,, & f~({l + €}) pour tout n > N. Enfin (f(x,,)) converge vers [ donc il existe p > N tel que f(x,) < +e¢. Ainsi

f(R2\ f~1({l+¢})) est un intervalle majoré par [ +¢. On prouve de méme que f(R?\ f~1({I—¢})) est un intervalle majoré par [ —¢. Les

compacts f71({l +€}) et f~1({l — €}) sont inclus dans une boule de rayon R € R,.. Pour x € R? tel que ||x|| > R, I —¢ < f(x) < l+e.
Ceci prouve que | ”lim fx)=1L
X||—=+0o0

Solution 44

1. Remarquons déja que I’existence de la valeur d’adhérence (x', y") est justifiée par la compacité de K2. Il existe ¢ : N — N strictement
croissante telle que la suite (X¢(n)s Yo(n)Jnen converge vers (x', y"). Remarquons alors que pour tout n € N,

lg™(x") = x|l = 18" (x") — g"(xll < X" = xull et lIg"O") =yl = 18"G") = g" Wl < 1¥" = yull

car g et donc g" est 1-lipschitzienne. On en déduit donc que pour tout n € N,
Ig®™(x") — g2 (") = (x = Y < 182 (x") = x|l + [820() = ¥l < l1x" = Xl + 1Y = Yoml

Ainsi la suite (g9 (x") — g®(")(y")),.cn converge vers x — v, qui est bien une valeur d’adhérence de la suite (g7(x") — "Y' )nen-
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2. A nouveau, le fait que g soit 1-lipschitzienne montre que la suite (||g"(x") — g"(¥")|Dnen st une suite réelle décroissante. Elle est
également minorée donc elle converge.
La question précédente et la continuité de la norme montrent que ||x — | est une valeur d’adhérence de cette méme suite. C’est donc

que la suite (||g"(x") — g"(¥")|)nen converge vers || x — y|.
Si I’on reprend la premiere question,

g™+ (x")—g(Oll < llg"(x")—xIl = lIg"(x)—=g" (el < Ix'=xll et g™ (G)—gWI < lIg"(x)—xI| = lIg" (V) —g" W)l < Y=l

On en déduit comme précédemment que g(x) — g(y) est encore une valeur d’adhérence de la suite (g"(x") — g"(y’'))nen et donc
également de la suite ([|g"(x") — g"(¥")Dnen- On en déduit que [Ig(x) — gl = IIx — yI.
g est donc bien une isométrie.

3. Fixons y € E. La suite (g"(y))pen est 2 valeurs dans le compact K donc on peut en extraire une suite g(*((y)),cn convergente. La
suite (g?("*+D(y) — g?(M (), converge donc vers 0. Mais comme g est une isométrie,

v €N, [|gPD=e(y) —y| = |(g?" P (y) — g )

donc la suite (gP(*+D-¢(n)(y)), _ converge vers y. Or pour tout n € N, @(n + 1) > @(n) car ¢ est strictement croissante donc
g®(n+D=2()(y) appartient 2 g(K). On en déduit que y € g(K). Mais comme g est continue et K est compact, g(K) est compact donc

fermé. Ainsi g(K) = g(K) ety € g(K). Lapplication g est donc surjective. Pour le contre-exemple, on peut considérer 1’espace vectoriel
E des suites bornées muni de la norme infinie ainsi que la boule unité K. L’application g qui a une suite u € E associe la suite v définie
par vy = Oetvy,, = u, pour tout n € N est clairement une isométrie. De plus, K est stable par K mais g n’est clairement pas surjective.

Solution 45

K2 — R
y) — llx=yl
Comme K? est compact comme produit de compacts, $(K?) est un compact de R. En particulier, $(K) est majoré et contient sa borne
supérieure. Ainsi 8(K) existe et la borne supérieure le définissant est atteinte.

1. L'application ¢ : { est continue comme composée des applications continues (x,y) = x —y et x — |x||.

2. Remarquons tout d’abord que le symétrique par rapport a a d’un point x de E est 2a — x.

Soit B € 8. Pour y € E, notons ¢, : {]i : ?Fx—yll .Ona

T(B) = Bn ( yﬂB (U %5(3)])>

1
Comme ¢,, est continue pour tout y € B, les cb;l ([0, EB(B)]) sont fermés. Ainsi T(B) est fermé comme intersection de fermés. De

plus, T(B) C B avec B compact donc T(B) est compact.
Montrons que T(B) est symétrique par rapport & a. Soit x € T(B). On veut donc montrer que 2a — x € T(B). Or pour touty € B :

1
12a =) = yll = [Ix = 2a = y)l < 58(B)
car x € T(B) et 2a — y € B par symétrie de B par rapport a a. Ainsi 2a — x € T(B). Donc T(B) € 8,.

1
3. Soient B € 8, et (x,y) € T(B). A fortiori, (x,y) € B? de sorte que, par définition de T(B) ||x — y| < zé(B). On en déduit que

1 1
8(T(B)) < ES(B)' On peut alors montrer par récurrence que 8(B,,) < Z—nS(BO) pour tout n € N.

Posons B = ﬂ B,,. Alors B est fermé comme intersection de fermés et B est inclus dans le compact B donc il est compact. Puisque
n>0

- ~ 1 ~ ~

B cB,,8(B) <d8(B,) < ﬁé(BO) pour tout n € N. Ainsi 8(B) = 0. Si By = @, alors clairement B = @. Montrons maintenant que si

By # @, alors B = {a}. Soit x € B. Alors x et 2a — x appartiennent a B puisque tous les T,,(B) sont symétriques par rapport a a. En

particulier, || x — (2a — x)|| = 0 puis a = x.
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. . o o . " X+
4. Soient u une isométrie et (x, y) € E2. On pose alors By = {x, y} et on définit la suite (B,) comme précédemment. Posons m = Ty

de sorte que By est symétrique par rapport a m. Alors, comme précédemment, ﬂ € NB,, = {m}.
n
Montrons maintenant que si B est un compact de E, alors T(u(B)) C u(T(B)). Soit en effet x € T(u(B)). En particulier, x € u(B) donc
1 1
il existe a € T(B) tel que x = u(a). De plus, pour tout y € u(B), [|[x—y| < Eé(u(B)) donc pour tout b € B, ||u(a)—u(b)| < ES(u(B)).
1
Or u est une isométrie donc ||u(a) — u(b)| = |la — b|| et on montre facilement que 8(u(B)) = 8(B). Finalement ||a — b|| < 56(]3) pour

tout b € Bi.e. a € T(B). Ainsi x = u(a) € u(T(B)).
On en déduit alors par récurrence que T"(u(By)) C u(T"(By)) i.e. C,, C u(B,,) en posant C,, = T"(u(B)). Finalement,

() Cnc () u®y
neN neN

Mais comme u est injective en tant qu’isométrie,

[ uB) =u ( N Bn) = u({a}) = {u(a)}

neN neN

u(x) + u(y)
2

{n}. Finalement, {n} C {u(a)} donc n = u(a). u conserve bien les milieux.

donc on montre comme a la question précédente que ﬂ C,=
neN

Mais Cy = {u(x), u(y)} est symétrique par rapport a n =

Solution 46

1. Toutd’abord, f est continue sur K car lipschitzienne. L’ application ¢ : x € K — || f(x)—x|| est allors elle-méme continue par continuité
de la norme. Elle admet donc un minimum sur le compact K atteint en a € K. Supposons que f(a) # a. D’apres la propriété vérifiée
par f, on aurait alors ¢(f(a)) < @(a), ce qui est contradictoire. Ainsi f(a) = a et f admet un point fixe.

Supposons maintenant que f posséde deux points fixes a et b. Comme a # b, ||f(a) — f(b)|| < |la — b| i.e. |Ja —b| < ||a — b]|, ce qui
est absurde. Ainsi f posseéde un unique point fixe.

2. Notons a 1’unique point fixe de f. La suite de terme général | x,, — a|| est décroissante et minorée par 0. Elle converge donc. Notons
m sa limite. Soit alors € une valeur d’adhérence de la suite (x,,). On peut alors extraire de la suite (x,,) une suite (xq)(n)) convergeant
vers €.

La suite de terme général ||xy,) — all

* converge vers m en tant que suite extraite de la suite de terme général ||x,, — a;

* converge vers ||€ — al| par continuité de la norme.
Ainsi m = ||€ — a|.
De méme, la suite de terme général || Xy — al

* converge vers m en tant que suite extraite de la suite de terme général ||x,, — al|;

* converge également vers || f(€) — al| puisque pour tout n € N, [|Xy(ny41 — all = [|f (xyen)) — all et que f est continue.
Ainsi m = || f(¢) — q]|.
Supposons que € # a. Alors

m=|f(€) —al =lf(6) - f(@| <€ —a| =m

ce qui est absurde. Ainsi € = a.
La suite (x,,) est donc a valeurs dans un compact et ne posséde que a comme unique valeur d’adhérence : elle converge donc vers a.

3. On peut par exemple considérer f: x € R — v x2 + 1. f n’admet clairement aucun point fixe. Par contre, pour (x,y) € R? tel que
xX#Y,

2 __ 4,2 _ .
@ - o) =N a1 -] = — L oyt

Ve +1+y32+1 V2 + 14452 +1

Or, par stricte croissance de la racine carrée et inégalité triangulaire

V24 14+ 1> V2 4432 = x| + [y = [x + ¥
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On en déduit que

[f(x) = fFO < x =yl
Solution 47

Tout d’abord les deux maxima sont bien définies car B et S sont des compacts et z — |P(z)| est continue.
Tout d’abord, S C B donc max |P(2)| >= max |P(z)|. Supposons que I’inégalité soit stricte. Le maximum de |P| sur B est alors atteint en
ZE zZE

un point z, qui n’appartient pas a S, autrement dit un point intérieur a B.
Si pour tout k € N*, P(k)(zo) = 0, alors P est constant d’apres la formule de Taylor. De méme, si P(zy) = 0, P est le polyndme constant
nul. Mais on a alors clairement max |P(2)| = max |P(2)|, ce qui contredit notre hypothése.
ze ze

Ainsi P(z,) # 0 et on peut poser p = min{k € N*, PR (z,) # 0}. D’apres la formule de Taylor, il existe un polyndme Q € C[X] tel que

)
Vz € C, P(z) = P(zy) + P(pp(,ZO)(z —2)P 4+ Q(z — 2o)(z — zo)PH!

Notamment,

; PP (zy) Q(re'®) j
Y(r,0) € R2, P(z, + re®) = P(z )(1 + 0% ppelp® 4+ —rp“e’(p“)e)
9 ; E {1+ Thizy) P(z0)

PO(z,) Q
PIPzy) 8 T Py

Y(r,6) € R2, P(zq + re®) = P(zy) (1 + ArPeP® + R(rel®rp+lei(p+18)

Posons A =

Choisissons 0 de telle sorte que Ae’P® = |A|. Par inégalité triangulaire,
Vr € Ry, [P(zo +re®)] 2 [P(zo)| (1 + |AlrP — [R(re®)|rP*!) = |P(z)| (1 + rP(IA] — [R(re"®)Ir)
Ainsi
Vr € Ry, |P(z +1re'®)| = |P(zo)| 2 |Al|P(2o)[r? — [R(re™®)|rP*! = 1P (JA|[P(20)| - |R(re®®)|r)
Comme R est continue et |A||P(zy)| # 0, _
rP (|A[[P(z)| — [R(re®)]r) . JAlPGZo)Ir?

Notamment, r — |P(zq + re'®)| — |P(z,)| est strictement positive au voisinage de 0*. Comme z, est intérieur a B, il existe r > 0 tel que
zo + re'® € Bet [P(z, + re'®)| — [P(zy)| > 0, ce qui contredit le fait que |P| admet son maximum sur B en z.
On conclut donc par ’absurde que max |P(2)| = max [P(2)].
ze ze

Solution 48

Comme M, (R) est de dimension finie, il suffit de montrer que O, (R) est borné et fermé. Munissons M, (R) de la norme euclidienne. Alors
pour tout A € M,(R),
IAI? = w(ATA) = u(l,) = n

donc 0,,(R) est borné. De plus, I’application f : A € M, (R) — ATA est continue par continuité du produit matriciel et de la transposition.
Or 0,(R) = f~1({1,.}) et le singleton {I,,} est fermé donc O,(R) est fermé.

Solution 49

Puisque | ||lim f(x) = +o0, il existe A € R, tel que x| > A = f(x) > f(0). Comme E est de dimension finie, la boule fermée
X||—=+o0
B;(0,A) est compacte. Comme f est continue, f admet un minimum m sur cette boule. Comme 0 € Bf(0,A), f(0) > m et donc pour

x € E\Bf(0,A), f(x) > f(0) > m. Finalement, f(x) > m pour tout x € E et m est atteint sur B¢(0, A) donc m est le minimum de f sur E.
Solution 50

Soit y € L. On se donne une suite (y,) € LN convergeant vers y. Posons x,, = f~(y,) € K pour tout n € N. Soit x € K une valeur
d’adhérence de la suite (x,). On peut donc en extraire une suite (X,(,)) convergeant vers x. Par continuité de f en x, (f(x4(n))) converge vers
J(x)i.e. (Yp(ny) converge vers f(x). Comme y(y()) €st une suite extraite de (), elle converge vers y. Par unicité de la limite, y = f(x) i.e.
x = f~Y(y). Ainsi I’'unique valeur d’adhérence de (x,,) est x i.e. I'unique valeur d’adhérence de (f~1(y,)) est f~1(y). Comme (f~1(y,)) est a
valeurs dans le compact K, elle converge vers f~!(y). Par conséquent, f~! est continue en y par caractérisation séquentielle de la continuité.
Finalement, f —1 est continue sur L.
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Solution 51

1. a. Supposons que d(x, F) = 0. Par caractérisation séquentielle de la borne inférieure, il existe (x,,) € F™ telle que ||x — x,| — 0.
Ainsi (x,) converge vers x et x € F par caractérisation séquentielle des fermés, ce qui n’est pas. e
b. Puisque 8 > 0, il existe v € F tel que ||x — v|| < d(x,F) + 8 = 28. Comme x ¢ F, x # vet|x —v| > 0.
c. Posons a = ||x — v|. Soit w € F.

1 1
u—w||=—-|x—v—aw|| =—|1x—(+aw
e —wl = 2| I = 2 lx = @ +aw)

1 1
Comme F est un sous-espace vectoriel de E, v + aw € E puis ||x — (v + aw)| > d(x,F) =8 > e et ennfin ||u —w| > 5 Ceci

1
étant valable pour tout w € F, d(u, F) > 5

2. Supposons que E n’est pas de dimension finie. On va construire par récurrence une suite (u,,) a valeurs dans B telle que ||u,, —u,,| >

N

pour tout (n, m) € N2 tel que n # m.
0 d B.S lors avoi it d de B tel > 1

n commence par se donner u, € B. Supposons alors avoir contruit des vecteurs u, ..., u, de B tels que [u, — uy,| > 5 pour tout
(p,m) € [0, n]? etl que p # m. Posons F = vect(uy, ..., u,). Alors F est de dimension finie et est donc fermé. De plus, comme E
n’est pas de dimension finie, F # E. D’apres la question précédente, il existe u,,; € B (unitaire en fait) tel que d(u,,41,F) > 5 On

g 1 . . ( .
en déduit alors que [up — up,| > 5 pour tout (p,m) € [[0,n + 1]]2 etl que p # m. On a donc bien construit par récurrence une suite

vérifiant la condition annoncée.
De plus, cette suite (u;,) ne posséde pas de suite extraite convergente. Si tel était le cas, il existerait ¢ : N — N strictement croissante

1 N .
telle que (g () converge. Mais pour tout 1 € N, [|Uug(n41) — Ugp(mll = 50 e qui donnerait 0 > 5 par passage la limite.
Comme (u,,) est une suite a valeurs dans B ne possédant pas de suite extraite convergente, B n’est pas compacte.

REMARQUE. On n’a méme prouvé que la sphere unité de E n’était pas compacte.

Solution 52

On remarque tout d’abord que les coefficients d’une matrice stochastique sont tous dans [0, 1] donc 8 est bornée.
L application

p
@ . Me Mn,p(R) =4 <Z Mi,j)
j=1

1<i<n

L’application ¢ est linéaire donc elle est continue puisque M, ,(R) est de dimension finie. De plus,
8 =M, RN (A, ... 1}
Tout d’abord, M, ,(R,) = (R, )ILAIXILPT et fermé en tant que produit cartésien de fermé (R, est fermé). Ensuite, ¢~ ({(1, ..., 1)}) est
fermé comme image réciproque d’un fermé par une application continue. On en déduit que S est fermé en tant qu’intersection de fermés.
8 est fermé et borné donc compact car M, ,(R) est de dimension finie.

Connexité

Solution 53

1. Posons U = R" \ U]_; Ker f; et notons E = {—1, +1}". Pour a € E, on pose

Co={xeU,Vie[lr], a;fi(x) > 0}
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Montrons que les composantes connexes par arcs de U sont les C, pour a € E.
Montrons que les C, sont non vides. Soient a € E. Comme la famille fi, ..., f, est libre, I’application linéaire
E- { R" — R’
x — (i(h<icr

est de rang r, autrement dit surjective. Il existe donc x € R" tel que F(x) = a. On vérifie alors que x € C,,.
Montrons que les C, sont connexes par arcs. Soient a € E et (x,y) € C2. Pour tout i € [[1,r] et pour tout ¢t € [0, 1],

a;fi(Q —Ox +ty) = a;(1 — O fi(x) + a;t fi(y) > 0

(considérer les cast = 0,t = 1 et t €]0,1[). Ainsi C, est convexe et, a fortiori, connexe par arcs.

Montrons que les C, sont maximaux. Soita € E, x € C, ety € U\ C,. Il existe donc i € [1,n] tel que a;fi(x) > 0 et a;fi(y) < 0.
Soit ¢ : [0,1] — R” continue telle que $(0) = x et $(1) = y. L'application a;f; o ¢ est continue sur [0, 1] et s’annule d’aprés le
théoreme des valeurs intermédiaires. Ainsi ¢ ne peut étre a valeurs dans U. Ceci prouve que C, est un connexe par arcs maximal.

Par conséquent, le nombre de composantes connexes par arcs de U est card E = 2.

2. On pose 2 nouveau U = C" \ U!_; Ker f;. Montrons que U est connexe par arcs. Soient (x,y) € U2. L’application

cC — C
zZ — H il —2)x+zy)
i=1

est polynomiale. Elle posséde donc un nombre fini de racines. L'ensemble {z € C, P(z) # 0} est donc connexe par arcs et contient
0 et 1. Il est donc possible de construire une application ¢ : [0,1] — C continue ne prenant pas pour valeurs ces racines et telle que
[0,1] — C"

t — (1—e(®)x+ o)y
racines de P, P o ¢ ne s’annule pas; autrement dit, ¢ est a valeurs dans U. Enfin, $(0) = x et $(1) = y : ¢ est donc un chemin continu
de U entre x et y. Ceci prouve que U est connexe par arcs. Il ne possede donc qu’une seule composante connexe par arcs, a Savoir
lui-méme.

Solution 54

@(0) = 0 et (1) = 1. L’application ¢ : est continue. Comme ¢ ne prend pas pour valeurs les

1. Soit (a, b) € S. Supposons dans un premier temps que a@ # —b. Posons

Q—ta+tb
(XA =t)a+ b

» Comme a # —b, on vérifie aisément que le dénominateur ne s’annule pas de sorte que y est continue sur [0, 1].

y:te€[0,1] —

* y est clairement a valeurs dans S.
* v(0)=aety(l) =b.

Supposons a = —b. Comme dim E > 2, il existe un vecteur ¢ non colinéaire a a. En particulier, ¢ est non nul et quitte a le divisier par
sa norme, on peut supposer ¢ € S. On alors ¢ # —a et ¢ # —b. D’apres ce qui précede, il existe un chemin continu y; reliant a a c et
un chemin continu y, reliant ¢ & b. En posant y(t) = y;(2t) pour ¢t € [0,1/2] et y(t) = y,(2t — 1) pour ¢t € [1/2,1], y est un chemin
continu reliant a a b.

2. Soit S(a, r) la sphere de centre a € E et de rayon r. Alors S(a, r) est I'image de S par I’application continue x — a + rx donc S(a,r)
est également connexe par arcs.

Solution 55

On sait que det 0,(R) = {—1, 1}. Or det est continu sur M,(R) et {—1, 1} n’est évidemment pas connexe par arcs donc O,(R) n’est pas non
plus connexe par arcs.

Solution 56

cos O —sinG)

On rappelle qu'en posant R: 6 € R —
sin® cos©

SO,(R) = {R(9), 6 € R}

Comme R est clairement continue sur R et que R est connexe par arcs, SO,(R) est connexe par arcs.

http://lgarcin.github.io 25


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

Solution 57

1. L application d est polynomiale : elle ne s’annule qu’un nombre fini de fois. Ainsi V est égal a C privé d’un nombre fini de points. 11
est donc connexe par arcs.

2. Lapplication f: z € C — (1 — z)A + zB est clairement continue (elle est affine). On en déduit que f(V) est connexe par arcs.
Remarquons que A = f(0) € f(V) et B = f(1) € f(V). Comme f(V) est connexe par arcs, il existe un chemin continu reliant A & B
a valeurs dans f(V). Par construction de V, f(V) € GL,,(C) donc ce chemin continu est également a valeurs dans GL,,(C). Ceci étant
valable pour tout couple (A, B) € GL,(C)?, GL,,(C) est connexe par arcs.

Solution 58

1. Soit f une telle application. L’ application x ~ x> étant injective (car strictement croissante), on a alors f(x) = x pour tout x € R.
Réciproquement, Idp vérifie bien la condition de 1’énoncé.

2. Soit f une telle application. Pour tout z € C*, (f(z)/z)> = 1 donc f(z)/z = 1 0u f(z)/z = jou f(z)/z = j2.
REMARQUE. On prendra garde a différencier les propositions logiques suivantes :

Vz € C*, (f(2)/z =1ou f(2)/z = jou f(2)/z = j?)

et
(Vz € C*,; f(2)/z = 1) ou (Vz € C*,; f(2)/z = j) ou (Vz € C*,; f(2)/z = j?)

f(z)

Ainsi I’application ¢} : z € C* — = est a valeurs dans {1, j, j2}. Mais C* est connexe et P est continue sur C* donc P(C*) est un

connexe de {1, j, j}. Ainsi P(C*) = {1} ou P(C*) = {j} ou P(C*) = {jj?}. Comme f est continue en 0, on a donc f = Idc ou f = jIdc
ou f = j?Idc.

Solution 59

Supposons f injective. f est continue et U est connexe par arcs donc f(U) est un connexe par arcs de R donc un intervalle. De plus, f(U) n’est
pas réduit & un point sinon f serait constante donc non injective. Par ailleurs, U est compact donc f(U) I’est également car f est continue. On
en déduit que f(U) est un segment [a, b] avec a < b. Soit ¢ €]a, b[. Il existe alors z € U tel que f(z) = c. Mais U \ {z} est encore connexe
par arcs donc f(U \ {z}) est connexe par arcs. Comme f est injective, f(U \ {z}) = f(U) \ {f(2)} = [a,b] \ {c}. Mais [a, b] \ {c} n’est pas
connexe par arcs. On aboutit a une contradiction : f n’est pas injective.

Solution 60

Supposons f injective. f est continue et R? est connexe par arcs donc f(R2) est un connexe par arcs de R donc un intervalle. De plus,
I = f(R?) nest pas réduit 2 un point sinon f serait constante donc non injective. On en déduit que I # @. Soit a € 1. 1l existe alors
b € R? tel que f(b) = a. Alors R? \ {b} est encore connexe par arcs donc f(R? \ {b}) est connexe pars arcs. Comme f est injective,
F(R2\ {b}) = f(R?) \ {f(b)} =1\ {a} qui n’est pas connexe par arcs. On aboutit 2 une contradiction : f n’est pas injective.
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