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APPLICATIONS, FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE

Généralités

Solution 1

Soit x € R.

Six < f(x) alors f(x) < f(f(x)) = x. Contradiction !
Six > f(x)alors f(x) > f(f(x)) = x. Contradiction !
Donc f(x) = x.

Solution 2

Soit f une telle application (si elle existe). On va montrer par récurrence que f(n) = n pour tout n € N. Soit HR(n) I’hypothése de récurrence :
Vk € [0,n], f(k) = k.

Ona f(0)+ f2(0) + f3(0) = 3x 0 = 0. Or f(0), f2(0) et £3(0) sont des entiers naturels ; en particulier, ils sont positifs. On a donc f(0) = 0.
Supposons HR(n) pour un certainn € N. Ona f(n+1) + f2(n+1) + f3(n+ 1) = 3(n+ 1). Supposons par I’absurde que f(n+1) # n+ 1.
Un des trois entiers f(n + 1), f2(n+ 1) et f3(n + 1) est nécessairement strictement inférieur 2 n + 1. Examinons les trois cas.

* Si f(n+1) < n+1.Notons k = f(n+ 1). Puisque k < n, f2(n+ 1) = f(k) = k en utilisant HR(n). De méme, f3(n + 1) = k. Ainsi
fn+1)+ f2(n+ 1)+ f3(n+ 1) = 3k < 3(n + 1), ce qui est impossible.

* Si f2(n+1) < n+1.Notons k = f2(n+1). Puisque k < n, f3(n+1) = f(k) = k en utilisant HR(n). De méme, f*(n+1) = k. Ainsi
fAn+ 1)+ f2(n+1) + f4(n + 1) = 3k. Mais on a également f2(n+ 1) + f3(n+ 1)+ f*(n +1) = 3f(n+1). Donc f(n+1) = k.
Mais alors f(n+1) + f2(n+ 1) + f3(n + 1) = 3k < 3(n + 1), ce qui est impossible.

* Si f3(n+1) < n+1.Notons k = f3(n+1). Puisque k < n, f4(n+1) = f(k) = k en utilisant HR(n). De méme, f>(n+1) = k. Ainsi
f2n+1)+ f4(n+1)+ f>(n+ 1) = 3k. Mais on a également f3(n+ 1)+ f*(n+ 1)+ f>(n+1) = 3f2(n+1). Donc f2(n+1) = k.
Mais alors f2(n+1)+ f3(n+1)+ f*(n+1) = 3k. On a également f2(n+1)+ f3(n+1)+ f*(n+1) = 3f(n+1) donc f(n+1) = k.
Finalement, f(n+ 1) + f2(n+ 1) + f3(n + 1) = 3k < 3(n + 1), ce qui est impossible.

On a donc nécessairement f(n + 1) = n + 1 et donc HR(n + 1) est vraie.
On a donc montré que si f vérifiait la condition de I’énoncé, alors f était nécessairement 1’identité. Réciproquement, la fonction identité
vérifie bien la condition recherchée.

Solution 3

1. D’aprés I'énoncé, £(0 + £(0)) = f(f(0)) + £(0) donc f(0) = 0.
2. A nouveau d’aprés I’énoncé, pour tout 1 € N
F(Fm) = fO+ f(n) = f(f(0) + f(n) = f(0) + f(n) = f(n)
puisque £(0) = 0. Onadonc f o f = f.

3. Procédons par double inclusion.
Soit a € Im f. 1l existe donc b € N tel que a = f(b). Ainsi f(a) = f(f(b)) = f(b) = a d’apres la question précédente. Ainsi a € F.
Ceci prouve que Im f C F.
Soit a € #. Alors a = f(a) € Im f. Ceci prouve que F C Im f.
Par double inclusion, Im f = F.

4. Soit a € #. Alors f(a) = a. Par conséquent
fla+1) =fA+f(a@)=fUAN+f@=a+f1)=a+1
car f(1) = 1 par hypothése.
5. Puisque f(0) = 0,0 € F et la question précédente permet de montrer par récurrence tout entier naturel appartient a F, ¢’est-a-dire que

F = N. Ceci signifie que f(n) = n pour tout n € N i.e. f = Idy.
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Injectivité et surjectivité

Solution 4

@ Puisque fi(1) = £;(3), fi n’est pas injective. On a clairement —1 ¢ f;(R) donc f; n’est pas surjective.
@ Puisque f2(4 + 2\/3) = 1/4, f, n’est pas injective. Ona 1 ¢ f,(R) donc f, n’est pas surjective.

® Puisque Vx > 0,
3 1
BOO=3 " Texv

la fonction f; est injective. Puisque 3/4 ¢ f;(R), la fonction f; n’est pas surjective.
@ La fonction f, est une bijection d’apres le cours sur les fonctions usuelles.

® Puisque tout nombre complexe admet au moins une racine cubique, f; est surjective. Puisque f5(1) = f5(j) et j # 1, fs n’est pas injective.

Solution 5

1. a. Ona¥(@) =(@nNAZNB)=(2,9).
b. OnaW(AUB)=¥(AnB)=(ANnBNnA,ANBNB)=(3,2).
c¢. Supposons ¥ injective. Comme ¥(&) = WY(AUB), onen déduit AUB =g ie. AUB=E.
Réciproquement, supposons A UB = E. Soient X, Y € P(E) tels que ¥(X) = P(Y). Onadonc XNA=YNAetXNB=YNB.
Ainsi XNA)UXNB)=(YNA)U(YNB)ie. XN(AUB) =YN(AUB). Comme AUB = E, on en déduit X = Y. D’ol
I’injectivité de W.
2. a. Supposons que (@, B) admette un antécédent X par ¥. Alors XNA = @ et XNB = Bi.e. B C X. Donc BNA = @. Réciproquement,
siANB =g, ¥B) = (x,B). Ainsi (g, B) admet un antécédent si et seulement si AN B = &.

b. La question précédente montre que si ¥ est surjective, alors AN B = @.
Supposons AN B = @. Soient (X,Y) € P(A) X P(B). Onaalors XUY)NA =(XNA)UXNB).Comme X C A, XNA=X.
De plus, ANB = @ donc XNB = @. Ainsi XUY)NA =X.Deméme, XUY)NB=Y.Dou PXUY) = (X,Y). Ainsi W est
surjective.

Solution 6

Pour tout m € N, on a
fem)=2m, fCm+1)=m+1.

Ainsi f(2) = f(3) = 2 donc f n’est pas injective. En revanche, f(0) = 0 et, pour tout n € N*, on a
n=f(2n-1).

L’application f est donc surjective.

Solution 7

1. Par distributivité de N sur U, on a :
XUANXUB)=XnNnX)UXNAUXNB)UANB)
OorXnX=X,XNnAcX,XnBcXetAnB=@.Donc XUA)N(XUB)=X.

2. a. PourtoutX € P(E),ACXUAetBCXUB.SiA # @ouB # @, alors (&, @) n’admet pas d’antécédent par f. Si A = @ et
B = @, alors f(X) = (X, X). Puisque E # @, (@, E) n’admet pas d’antécédent par f. Dans les deux cas, f n’est pas surjective.

b. Supposons que ANB = @. Soient X, Y € P(E) tels que f(X) = f(Y). Onadonc XUA = YUA et XUB = YUB. Par conséquent,
XUA)N(XUB)=(YUA)N(YUB). En utilisant la premiére question, on a donc X =Y. Ceci prouve que f est injective.
Supposons que f soit injective. On a f(A N B) = f(@) = (A, B). Par injectivité de f, on en déduit que ANB = &.
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Solution 8

On a f(0) > 0. Or f(0) € N donc f(0) = 0.

Soit n € N. Supposons que f(k) = k pour tout k € [0, n]. Notons k = f(n+ 1). D’aprés I'énoncé, k < n+1.Sik < n+1,alors f(k) =k
par hypothése de récurrence et donc f(n + 1) = f(k), ce qui contredit ’injectivité de f. Ainsi f(n + 1) = n + 1.

Par récurrence forte, f(n) = n pour tout n € N.

Solution 9

1. Soit z € U. Alors |az| = |a| # 1. On ne peut donc avoir &z = —1 sinon on aurait [az| = | — 1| = 1. Ceci prouve que oz + 1 # O et
donc que f est définie sur U.

2. On peut écrire les équivalences suivantes :

If(2)] =1

= |z +af = [az + 1]

= |z + al? = |[az + 1)?

= z+a)(z+a)=(az+1)(az +1)

= 1z]? + | + 0Z + az = |a]|z]> + Az + oaZ + 1

= (1= [a?)z> =1~ |af?

= 2> =1 car 1 — |af? #£ 0
= lz| =1

On a donc bien montré que z € U < f(z) € U.

3. Tout d’abord, d’aprés la question précédente, f(U) C U.
Soit Z € Uet z € Ctel que az + 1 # 0. On a les équivalences suivantes

Z=f(z)
= Z=_Z+a
az+1

= Z(az+1)=z+a
= zZa—1)=a—-7Z

Puisque Z € U, on prouve comme a la premiére question que Zoo — 1 # 0. L'équation f(z) = Z d’inconnue z admet une unique
solution. De plus, si z est solution de cette équation, f(z) = Z € U et d’apres la question précédente z € U.
Ceci prouve que f induit une bijection de U sur U.

Solution 10

Supposons f injective. Soit (A, B) € P(E)?. On sait déja que f(A N B) C f(A) N f(B). Montrons alors que f(A) N f(B) C f(A N B). Soit
donc y € f(A)n f(B). Il existe donc (a,b) € A X Btel que y = f(a) = f(b). Mais par injectivité de f, a = b de sorte que a = b € AN B.
On en déduit que y € f(ANB). On a donc bien montré que f(A)N f(B) C f(ANB) puis, par double inclusion, que f(ANB) = f(A)n f(B).
Supposons maintenant que f(A N B) = f(A) N f(B) pour tout couple (A,B) € P(E)2. Soit (x;,x,) € E? tel que f(x;) = f(x,). Posons
A = {x;}et B = {x;}. Alors f(A) = {f(x))}et f(B) = {f(x2)}. Puisque f(x1) = f(x,), f(A) = f(B). Ainsi f(A)Nf(B) = {f(x1)} = {f(x)}.
En particulier, f(A) N f(B) est non vide. Puisque f(A N B) = f(A) n f(B), f(A N B) est également non vide. Il s’ensuit que A N B est non
vide et donc que x; = X,. Ceci prouve I’injectivité de f.

Solution 11

1. Puisque f = go f o g est injective, g I’est également.
Remarquons maintenant que fogo fo fog = f. Soitalors y € E. Alors f(y) = fogo fo fog(y) mais comme f est injective,
y=go fofog(y). Ainsiyadmet un antécédent par g, a savoir f o f o g(y). f est donc surjective.
Par conséquent, g o f o g est surjective et donc g I’est également.
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2. Puisque g = f o g o f est surjective, f ’est également.
Soit (x1,x,) € E? tel que g(x;) = g(x,). Puisque f est surjective, il existe (y,,) € E? tel que x; = f(31) et x, = f(,). Alors
go f(y) = go f(y2) puis fogo f(y1) = fogo f(y2)ie. g(y1) = g(y2). Par conséquent, go fog(yy) = go fog(y,)ie. f(n1) = f(12)
ou encore X; = X,. Ainsi g est injective.
Puisque g = f o g o f est injective, f I’est également.

Solution 12

1. Soit Z € C. Pour tout z € C \ {2},
f(2) =2 < 222—(1+4+2)z+2Z=0

Cette équation du second degré admet toujours au moins une solution forcément distincte de 2 (on vérifie aisément que 2 n’est pas
solution). Ceci prouve que f est surjective et donc J” également. De plus, le discriminant de cette équation est 1 — 14Z + Z2 n’est pas
nul pour Z = 1 par exemple. Ceci prouve que 1 admet deux antécédents par f. Ainsi f n’est pas injective et J ne I’est pas non plus.

2. On résout I’équation f(z) = z. On trouve aisément que les seules solutions sont 0 et 1. Les points invariants par J” sont donc les points
d’affixes O et 1.

3. Deux points m et m' d’affixes respectifs z et z' sont associés si et seulement si f(z) = f(z’). Ceci équivaut a

3 ,
z+——=z7+

z—2 z' =2
ou encore 3
-z 1=-—— =0
- (1= c=5e=3)
On en déduit bien que m et m' sont associés si et seulement si z = z’ ou (z — 2)(z' — 2) = 3.
.. N . . , 6 2(x2—4x+1)
4. Notons g larestriction de f a R \ {2}. La fonction g est dérivable sur R \ {2} et pour tout x € R\ {2}, f'(x) =2— R = oo
X— X—

x —00 2-4/3 2 2+4/3 +00

Signe de f'(x) + 0 - - 0 +

Variations de f

—o o 74443

On en déduit que f(R \ {2}) = ]—oo, 7 - 4\/5] U [7 + 4\/5, +oo[. Autrement dit, 7(€) = (€ \ [BC]) U {B, C}.

5. Posons a = 7—4\/§etﬁ = 7+4\/§. Soitm € P\ {A} d’affixe z € R\ {2}.
Si m € 77Y([BC]), alors f(z) € [a, B]. En particulier, f(z) est réel de sorte que f(z) = m = f(z). D’apres la question z=2zou
(z—2)(Zz—2)=3doncz € Rou|z—2J> = 3.Siz € R, les variations de g étudiées 2 la question 4| montrent que z = 2 — \/E ou
z = 2+1/3 puisque f(z) € [a, B]. On a donc également |z—2|? = 3 dans le cas ot z € R. On a finalement montré que 7~}([BC]) C €,
ou C est le cercle de centre A et de rayon \/E
Réciproquement, si m € €, alors |z — 2|2 = 3 et donc (z — 2)(z — 2) = 3 donc f(z) = f(z) = m d’apres la question On a donc
f(2) € R. Par ailleurs, f(z) —7 =2 (z -2+ ﬁ) mais puisque |z — 2|2 = 3, ﬁ = z — 2 de sorte que

|f(z) — 7| = 4|Re(z — 2)| < 4|z — 2| =4\/§

Donc f(z) € [a,B] et m € T7~Y([BC]). On a donc montré que € C T ~1([BC)).
Par double inclusion, 7~Y([BC]) = €.
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Solution 13

1. Puisque f(0) = f(2im) = 2, f n’est pas injective. Soit Z € C. L'équation f(z) = Z d’inconnue z € C équivaut a u®> —Zu+1 = 0
en posant u = e, Cette équation du second degré posseéde toujours au moins une solution complexe. De plus, cette solution n’est pas
nulle (on vérifie aisément que 0 n’est pas solution). Puisque tout complexe non nul admet un antécédent par I’exponentielle, I’équation
f(z) = Z admet une solution. I’ application f est donc surjective.

On vérifie sans peine que la restriction de f a R est continue et strictement croissante sur R, . Puisque f(0) = 2 et lim, o, fir = +0o,
S(R,) = [2, +ool. Par parité de fir, onaégalement f(R_) = [2, +oo[. Finalement, f(R) = f(R_UR,) = f(R_Uf(R,) = [2, +ool.
Via une relation d’Euler, f(iR) = 2cos(R) = [-2,2].

2. Puisque f(0) = f(2im) = 0, f n’est pas injective. Soit Z € C. L’équation f(z) = Z d’inconnue z € C équivaut a u> —Zu—1 =10
en posant u = e. Cette équation du second degré posseéde toujours au moins une solution complexe. De plus, cette solution n’est pas
nulle (on vérifie aisément que 0 n’est pas solution). Puisque tout complexe non nul admet un antécédent par I’exponentielle, I’équation
f(2) = Z admet une solution. L’application f est donc surjective. On vérifie sans peine que la restriction de f a R est continue et
strictement croissante sur R. Puisque lim_g, fir = —co etlim .o fir = +00, f(R) = R.

Via une relation d’Euler, f(iR) = 2isin(R) = {Ai,A € [-2,2]}.

Solution 14

Montrons que f est surjective. Soit N € N*. Notons m le plus grand entier naturel tel que 2™ divise N. Alors il existe k € N* tel que
N = 2™k. De plus, k est nécessairement impair, sinon 2™+1 diviserait N, ce qui contredirait la définition de m. Ainsi il existe n € N tel que
k =2n+1etalors N = f(m,n).

Montrons maintenant que f est injective. Soit donc (k, I, m, n) € N* tel qye f(k,1) = f(m,n). Ainsi 2K(21 + 1) = 2™(2n + 1). Puisque
2K et 2n 4 1 sont premiers entre eux, le lemme de Gauss permet d’affirmer que 2 divise 2™. On montre de méme que 2™ divise 2¥. Ainsi
2™ = 2k puis m = k puisque 2 # 1. On en déduit ensuite que 2/ + 1 = 2n + 1 et donc que [ = n. Finalement, (k,1) = (m, n).

Images directes et réciproques

Solution 15

1 f() = [—2—67,+oo[, 3. f(I) = |00, —1].
4. f(D) =[0;+0c0].
1
2. f(I) = [§,+OO[. 5. f(I) =R.

Solution 16

1. Supposons que pour tout A € P(E), f~(f(A))) = A. Soient x,y € E tel que f(x) = f(y). On a alors f~1(f({x})) = {x} et
FY YD) = {y}. Mais f({x}) = f({y}) donc {x} = {y}i.e. x = y. Ainsi f est injective.
Supposons que f soit injective. Soit A € P(E). On a toujours A C f~(f(A)) puisque les éléments de A ont leurs images dans f(A).
Soit x € f~1(f(A)). On a donc f(x) € f(A). Il existe donc a € A tel que f(x) = f(a). Par injectivité de f, x = a et donc x € A.
Donc f~1(f(A)) C A.

2. Supposons que pour tout B € P(F), f(f~1(B)) = B. En particulier, f(f~1(F)) = F. Comme f~!(F) C E,F = f(f~'(F)) c f(E) C F.
Donc f(E) = F et f est surjective.
Supposons que | soit surjective. Soit B € P(F). On a toujours f(f~'(B)) C B puisque f~!(B) est I’ensemble des éléments de E
qui ont leurs images dans B. Soit y € B. Comme f est surjective, il existe x € E tel que f(x) = y. On a donc x € f~1(B) et

y = f(x) € f(f7'(B)). Donc B C f(f~'(B)).
Solution 17

11 suffit de lire le tableau de variation de la fonction x — x2...
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9.

® N AN Rk WD =

fR) =R,

f(=3.2]) = [0,9]:

£([=3.3]) = [0,9]:

f(9,10)) = x/_ —\/9] U [v/9,4/10]:
fU-5-3D=0
FH[-4.4D) =] - 2.2[;

Aoy = [-1,1];

U~

Y([-1,4])) = [0,4];

FUI(RY)) = {o}.
Solution 18

1. f estinjective mais pas surjective.

2.

a. E est le cercle de centre le point d’affixe 1 et de rayon 1. Son équation cartésienne est donc (x — 1) + y> = 1 ou encore
x> —=2x+y*=0
y-=0.
1
F est la droite d’équation x = >
1 z x—i 1
L . 242 — - - = - 4 = ==
b. Soitz = x +iy € E\ {0}. On adonc x* + y* = 2x. Or f(z) = A PP . Donc Re(f(2)) = x2+y2 5 Donc f(z) € F.

Ainsi f(E \ {0}) CF.

. Larestriction de f a E \ {0} est injective comme restriction d’une application injective.

Tirons partie du fait que f o f(z) = z. Montrons que f(F) C E \ {0}. Soit z = % + iy € F. Alors f(z) = & =2 =
4

2 _ 4iy

1+4y2 1+4y2

Ceci signifie que tout élément de F admet un antécédent (égal a f(z) puisque f o f(z) = z) dans E \ {0}. L’application de E \ {0}

dans F induite par f est donc surjective.

1
= x' + iy’. On Vérifie que (x', y") vérifie I’équation du cercle E. De plus, p # 0 donc f(z) € E \ {0}.

Fonctions indicatrices

Solution 19

1. On sait que AAB = (A N B) U (BN A). Par conséquent,

Taae = LanB)uBnA)
=1ans + Lans — LanBnBnA
=T1ang + 1ans crANBNBNA=@Q
=1,(1—1p) + 11 —1,)
=1+ 15— 20,15

2. On pourrait raisonner directement sur les ensembles mais il est peut-tre plus simple de raisonner sur les fonctions indicatrices.

Lianpyaanc) = (Lanp — Lanc)?
= (Ialg = T1c)?
= (15)*(1p — 1¢)?
=1alpac
= L anac)

Par conséquent, A N (BAC) = (AN B)A(ANC).
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3. Raisonnons a nouveau sur les fonctions indicatrices.

Liaapyac = (Taag — 1¢)?
= 13ap + 1& — 21 ans1c
= 1aap + Lc — 21aa1lc
= (15— 1)+ 1¢c —2(15 — 1p)*1c
=1p+1g—20a1g+1c—2(15 + 15— 21 p1p)1¢
=1p+1g+1c—2(Tplg+ L1plc + 1glc) +415151¢

La derniere expression est invariante par permutation de A, B et C. Par conséquent,

Laap)ac = Leac)aa
Finalement, (AAB)AC = (BAC)AA = AA(BAC).

Solution 20

1. On trouve sans difficulté que 1y = 1o + Iglc — Lplglcet Iy = Lpalc + 1gllc — Lalglc.

2.X=Yelxy=1y & Ipy=1xlc & 1y(1-1¢)=0 < Iy ¢=0 & A\C=90 < AcCC.

Calcul de limites

Solution 21

1. Généralement pour calculer des limites faisant intervenir des sommes racines carrées, il est utile de faire intervenir “l’expression
conjuguées” :

o Ga-Vba+Vb)  a-b
[ VS e

Les racines au numérateur ont “disparu” en utilisant 1’identité (x — y)(x + y) = x? — y2. Appliquons ceci : pour tout x > —1, on a

Vi —Tmw= —2
Vi+x+y1—-x

\/1+x—\/1—x_ 2
X Vitx+Vi—x

lim \/1+x—\/1—x_

x—=0 X

et donc

Il est alors clair que

1

par les opérations usuelles sur les limites.
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2. On reconduis la méme méthode.

00 = \/1+xm);1\/1—xm

_ (14 xm — V1 — 01+ X7 + V1 - x™))

x1(y/1+ xm +4/1 — xm)
1+x™—-(1-x")
xn(\1+ xm +4/1 — xm)
2x™
xn(y1+ xm +4/1 — xm)
2"

_\/1+xm+\/1—xm

Et nous avons 5
lim =1.

X=04/1 4 xm +4/1 — xm

Donc I’étude de la limite de f en 0 est la méme que celle de la fonction x - x

m—n'
Distinguons plusieurs pour la limite de f en 0.

* Sim > nalors x™ " et donc f(x) tend vers 0.

* Sim = nalors X " et f(x) vers 1.
1

. _ 1 e Qs . U N 1
* Sim < nalors x™ ™" = = — avec k = n — m un exposant positif. Si k est pair alors les limites a droite et a gauche de =
X X

xh—-m

sont +o0. Pour k impair la limite a droite vaut +oo et la limite & gauche vaut —oo. Conclusion pour k = n — m > 0 pair, la limite
de f en 0 vaut +oo et pour k = n — m > 0 impair f n’a pas de limite en 0 car les limites a droite et a gauche ne sont pas égales.

3. On a, pour tout x # 0,

x + x?
Vitx+x2-1= —————
Vi+x+x2+1

et donc 1 1
_<'\/1+x+x2_1>:$
X Vi+x+x2+1
d’ol

lim l<\/1+x+x2—1>=%

x—=0 X

par les opérations usuelles sur les limites.

Solution 22

1. Lalimite a droite vaut +2, la limite a gauche —2 donc il n’y a pas de limite au point 2.

2. Comme .
x° 4+ 2|x
Vx #0, TH = X + 2signe de x
avec x — 2signe de x bornée, on trouve —oo.
3. Comme ,
x“—4 X+ 2
Vx # 2, = ,
7 x2—-3x+2 x-1
On trouve 4.
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4. Comme

on trouve 2.

5. Pour x > —1,ona

|
on trouve ainsi E

6. Comme pour x > —5, on a

on trouve 0.

7. En utilisant que a®> — 1 = (a — 1)(1 + a + a?) pour a = /1 + X2, on obtient pour tout x # 0,

1
On trouve donc >

sin(x) _ (2sin(x/2) cos(x/2))?

— 02
1+cos(x) 2c0s2(x/2) = 2sin°(x/2),

Vi+x—V1+x2 x — x?
X x(V1+x+v1+x2)

1-—x

- Vv1i+x+ 1+x2

2
Vx+5—-VYx—-3= y
VX+5+yx-3

Yi+x2-1_ 1

8. L'énoncé n’a de sens que pour n > 1. Pour x # 1, on a

. 1
Ainsi, on trouve —.
n

Dérivabilité

Solution 23

x2 T 1+a+a?
n—1

x"-1 A

x—1 k=0

1. Si f est paire, alors pour tout x € R, f(—x) = f(x). En dérivant cette relation, on obtient que —f'(—x) = f'(x) pour tout x € R.

Autrement dit, f" est impaire. On prouve de la méme maniére que f’ est paire lorsque f est impaire.

Par récurrence, on prouve alors que, si f est paire, f(™) a la parité de n et que, si f est impaire, (™ a la parité contraire de celle de n.

2. Soit T une période de f. Alors pour tout x € R, f(x + T) = f(x). En dérivant cette relation, on obtient que f'(x + T) = f'(x) pour
tout x € R. Autrement dit, f’ est également périodique de période T. Par récurrence, on prouve que f () est périodique de période T.

Solution 24

1. x — x* — x? est dérivable sur |1, +oo[ a valeurs dans R* et x —

parité, f est également dérivable sur | — oo, —1].
f n’est pas définie sur | — 1, 1] donc pas dérivable sur | — 1, 1].

Pour x > 1, SO/ =X
1 x—1

Pour tout x €] — oo, —1[U]1, +o0],

http://lgarcin.github.io

X+1 .
- donc limy_, 1+

S0)-fQ)
x—1

Fx) = 2x3 —x

X4 — x2

X est dérivable sur R7. Ainsi f est dérivable sur |1, +oo[. Par

= +o0. Ainsi f n’est pas dérivable en 1. Par parité, f n’est pas dérivable en
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‘- N 3
2. e x > X2+ x + 1 est dérivable sur R a valeurs dans [Z’ +oo[

‘. 3 N
* X — 1/ Xx est dérivable sur [Z’ +oo[ a valeurs dans R
e X > e* est dérivable sur R

Ainsi g est dérivable sur R et pour tout x € R,

2x+1 Ve
2Vx2+x+1

3. + x > x? — 1 est dérivable sur ]\/5, +oo[ a valeurs dans |1, +oo].

gx) =

* X \/E — 1 est dérivable sur ]1, +oo| & valeurs dans R}

* x  Inx est dérivable sur R}
Ainsi h est dérivable sur ]\/5, +oo[. Par parité, h est également dérivable sur | — oo, —\/5[
h n’est pas définie sur [—\/2,4/2] donc pas dérivable sur [—/2,/2].
Pour tout x €] — 00, —\/2[UIV/2, +o0],

W)= —a X al

Vx2—-1-1 x2—1 x2-1-vyx2-1

4. Tout d’abord i est 2-périodique et paire donc on peut se contenter d’étudier la dérivabilité sur [0, 7t]. Sur cet intervalle, i n’est définie

que sur ]0, g]

* cos est dérivable sur ]0, g[ a valeurs dans ]0, 1|

x> 1— \/} est dérivable sur ]0, 1] a valeurs dans ]0, 1]

e x — InXx est dérivable sur ]0, 1]

Ainsi i est dérivable sur ]0, g[

Pour x € ]0, g[, posons h = g — x de sorte que

f(x)—f(g) ln<1_m)=ln(l—m sinh 1

Ainsi
T
. f(x)—f(;) . In(Ql —vsinh [sinh 1
111;[1_ — = lim h — =4
x—~Z x—= h=0*  _4/sinh Vh

. .. s . T
Ainsi i n’est pas dérivable en —.
2

Par parité et périodicité, i est dérivable sur A = (]—g, 0[ U ]0, ED + 27Z et pour tout x € A

1 sin x sin x

i'(x) = X =
1—4/cosx 24/cosXx 2(\/cosx — cosx)

Solution 25

1. On prouve apres mise au méme dénominateur et identification des coefficients que

1
a—z,b——z.
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2. On prouve par une récurrence sans difficulté que

1+x
est de classe C" sur R \ {—1}, et que sur cet ensemble,

< 1 >(")_ (=1)"n!

1+x) (14 x)n+’

On en déduit que la fonction

est de classe C® sur R \ {1}, et que sur cet ensemble,

( 1 )”‘)_ n!
1-x/ = (1—-xn+’

La fonction f est donc de classe C* sur R \ {1}, et sur cet ensemble,

n! + (-1)"n!
(1 —x)n+l © 2(1 + x)n+l’

Fme = 5

Solution 26

Comme X et o sont réels,

ex cos(ax) cos(x sin(oc)) — m(ex Cos(ot)eix sin(ot))

= %(exem)
Par conséquent,
d"e*<os(@) cos(x sin(a))
dxn
dnexei“
=§R( dxn )
— m(einaexeio‘)
= %@ cos(nat + x sin(ar)).
Etude de fonctions
Solution 27
1. L’étude ne pose aucun probleéme.
X —00 -1 1 +o00
f'(x) + 0 - 0
2 +00

e / \ /
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2,,
- 2
-2+
2.
(x,y) € Cy

= y=fx)
= y+1=f((x—-2)+2)—1
= y+1=g(x-2)
= (x=2,y+1)€Cy

La courbe représentative de g est I'image de celle de f par une translation de vecteur de coordonnées (—2,1).

(x»}’) € ef
y=fx)
=2f(3)
2y = h(2x)
(2x, 2y) e’y

111071

La courbe représentative de h est I’'image de celle de f par une homothétie de centre I’origine et de rapport 2.

(x’y) € ef
y=fx)

%y+1=%f(2(§+1)—2)+1

%y+1:i(§+1)

[

x 1
<5+1,§y+1)e@i

La courbe représentative de i est I’'image de celle de f par une homothétie de centre 1’origine et de rapport 5 suivie d’une translation
de vecteur de coordonnées (1, 1).
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> --- Graphe de f

Graphe de g
—— Graphe de h
—— Graphe de i

Solution 28
11 est équivalent de montrer que 1’équation f'(x) = 1 admet 1 pour unique solution. On calcule pour x > 0 :
1—-2Ilnx
fe=—5=

Par conséquent, f'(x) =1 < x> +2Inx — 1 = 0. Posons g(x) = x> + 2Inx — 1 pour x > 0. On a facilement
’ 2 2
Vx >0, g'(x) = 3x +;>0
Par conséquent, g est strictement croissante sur ]1; +oo[. De plus, g(1) = 0 donc la seule solution de I’équation f’(x) = 1 est 1.

Solution 29

Posons f(x) = x1Inx pour x > 0. f est dérivable sur R et pour tout x > 0, f'(x) = 1 +1nx. On en déduit que f est strictement décroissante
sur ]0,e~1] et strictement croissante sur [e~!, +oo[. De plus, lim$ f = 0 donc f(x) < 0 < 1 pour x €]0,e~!]. Ainsi I’équation f(x) = 1
n’admet pas de solution sur ]0,e~!]. Enfin, f est continue et strictement croissante sur [e~!, +oo[, f(e™!) = —e~! et lim, o, f = +o0, donc
f induit une bijection de [e™!, +oo[ sur [—e~!, +oo[. Comme 1 > e~!, I’équation f(x) = 1 admet une unique solution sur [e~}, +co[.

En conclusion, I’équation f(x) = 1 admet une unique solution sur R} .

Solution 30

La fonction f est un produit de fonctions strictement croissantes et strictement positives sur |0, 1[, f est donc strictement croissante sur
cet intervalle; f étant de plus continue, elle réalise une bijection de [ 0, 1] sur I'intervalle [ f(0), f(1)] = [0, 2e].

Solution 31

1. f n’est ni injective, ni surjective.

2. f est une bijection de [1, +oo] sur ]0, %]
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Solution 32

f est clairement définie sur R. On remarque également que f est paire.

Montrons que f est dérivable sur R \ {-1, 1}.

D’abord, x — x?—1 est dérivable sur | — co, —1[ & valeurs dans R%, x ~— |x| est dérivable sur R a valeurs dans R* et x — 4/x est dérivable
sur R%. 11 s’ensuit que x — 4/|x2 — 1] est dérivable sur | — oo, —1][.

De méme, x — x2 — 1 est dérivable sur 11, + o0 a valeurs dans R, x — |x| est dérivable sur R & valeurs dans R et x — 4/x est dérivable
sur R} . Il s’ensuit que x — 4/|x2 — 1] est dérivable sur |1, oo].

Enfin, x — x? — 1 est dérivable sur | — 1, 1[ a valeurs dans R*, x ~ |x| est dérivable sur R* a valeurs dans R* et x — 1/x est dérivable sur
R:. 1l ’ensuit que x — 4/|x2 — 1] est dérivable sur | — 1,1].

Finalement, f est bien dérivable sur dR \ {—1, 1}.

Pour tout x €] — 00, —1[U]1, + o[, f(x) = Vx2 — 1 et donc

o X
f'(x) —m
Pour tout x €] — 1, 1, f(x) = V1 — x2 et donc
Je)=-—=

V1-—x2

f est donc décroissante sur [0, 1] et croissante sur [1, +oo[. Par parité, f est croissante sur [—1, 0] et décroissante sur | — oo, —1]. De plus, la
courbe représentative de f admet une tangente horizontale en le point d’abscisse 0.

Pour x € [0,1],
fO-f@O __ [x+1
x—1 1—X x-1-

fO-fO _ Jx+l L
x—1 X—1 xo1t

La courbe représentative de f admet donc une tangente verticale au point d’abscisse 1. Par parité, elle admet également une tangente verticale
au point d’abscisse —1.
Pour x > 1

et pour x €]1, +o0],

1- = — 1
X% x—+00

f@) _ 1
b

et 1
_ — 0
1/x2 — 1 +x X—>+00
Ainsi la courbe représentative de f admet la droite d’équation y = x pour asymptote en +oo et est située en-dessous de celle-ci sur [1, +o0].
Par parité, elle admet la droite d’équation y = —x pour asymptote en —oo et elle est également située en-dessous de celle-ci sur | — oo, —1].
On en déduit le tracé suivant.

fx)—x=-
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Solution 33

1. Par définition, x* = X" donc f est définie sur R%.
X +— xInx est dérivable sur R} comme produit de fonctions dérivables sur cet intervalle et exp est dérivable sur R donc, par compo-

sition, f est dérivable sur R%. Pour tout x € R%, f'(x) = (Inx + 1)x*. Ainsi f’ est positive sur ]O, 1] et négative sur [l, +oo[.
e e
Puisque xInx — 0, f(x) —> 1. De plus, f(x) — +oo
-0t
On en déduit e tableau de Varratlons suivant :

X 0 2 +0o0
[ - 0 +
1 +00
f) \ /
e_%

Enfin, F&) _ p-ix +o0 donc le graphe de f admet une branche parabolique de direction (Oy).
On larsse au lecteur de tracer le graphe de f.
Le tableau de variations nous apprend que Im f = [e‘l, +oo[.

e

2. f est définie sur R et dérivable sur cet intervalle comme quotient de fonctions dérivables sur cet intervalle dont le dénominateur ne
) 1-1
s’annule. Pour tout x € R%, f'(x) = ——

donc f' est positive sur ]0, e] et négative sur [e, +oo|.
On a sans probléme f(x) — —00. Par croissances comparées, f(x) — 0. En particulier, le graphe de f admet une asymptote
x—0 X—>+00

horizontale d’équation y = 0.
On en déduit le tableau de variations suivant :
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f'Go) + 0 -

16 / \

oo 0

QR | =

On a clairement Im f = ]—oo, é]

. Puisque pour tout x € R, 1 + x> > 0, f est définie sur R. f est clairement paire donc il suffit de procéder a une étude sur R, .

X
1+x2

x — 1+ x? est dérivable sur R a valeurs dans R’ donc f est dérivable sur R. Pour tout x € R, f(x) =
On a clairement = lim f = +o0.

+00
On en déduit le tableau de variations suivant :

X —00 0 +o0
J'(x) - 0 +
—0 +00
e \ /
1

On a clairement Im f = [1, +o0].

f est clairement définie sur R. De plus, f est impaire et 2n-périodique donc on peut 1’étudier sur [0, t].

f est dérivable sur [0, ] et pour tout x € [0, 7], f'(x) = cos(x) — cos(3x) = 2sin(2x) sin(x). Comme sin est positive sur [0, 7], f'(x)
est du signe de sin(2x) pour x € [0, 7]. f est donc positive sur [O, g] et négative sur [g, n]. On en déduit le tableau de variations
suivant :

X 0 g T
Fx | o + 0 - 0
4
3
Fx) / \
0 0

On trace ensuite le graphe de f sur [0, 7] qu’on compléte par une symétrie par rapport a 1’origine puis par 27-périodicité.
On a clairement f([0,7t]) = [0, g] puis f([—-m, 7]) = [—g, g] car f est impaire et finalement Im f = [—g, g] par 2m-périodicité.

Solution 34
1. Le discriminant du trindme x — x2 4 x + 1 est strictement négatif donc x — x2 + x + 1 est positif sur R. Ceci prouve que f est définie
sur R.
2. On trouve f(—=1 —x) = f(x) pour tout x € R. On en déduit que Cy admet la droite d’équation x = —% comme axe de symétrie.
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‘s N 3 Lo 3 L.
3. x = x% + x + 1 est dérivable sur R & valeurs dans [Z’ +oo[ et X — 4/ x est dérivable sur [Z’ +oo[ donc f est dérivable sur R. Pour

tout x € R,
2x+1

2Vx2+x+1

- I 1 . 1
Ainsi f est décroissante sur ]—oo, —5] et croissante sur [—5, +oo[.

[ =

De plus, lim_q, f = lim, o, f = +o00.

X —00 -1 +00
2
(%) - 0 +
+00 +00
b
760 \ . /
2
4. Pour tout x > 0,
G A
X X X
N o0 .
Ainsi limy_, , ., == = 1. Puis pour tout x > 0,
1
x+1 1+;

()= x = -
\/x2+x+1+x /1+l+i+1
x x2

o 1 C 1
Ainsi limy_, ;o f(X) —x = > Cy admet donc pour asymptote en +oo la droite d’équation y = x + 5

Par symétrie, la droite d’équation y = —x — 3 est asypmtote & C en —oo.

5. Pourtout x € R,

2

2

1\* 3 1\2 1
Vx2+x+1= <x+§)+zz <x+—)=|x+—

Par conséquent, pour tout x € R,
1 1
f(x)2x+§ et f(x)z—x—z

On en déduit que Cy est au-dessus de ses asymptotes.
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Solution 35

Soit f, : x € RY — x"Inx. f, est clairement dérivable sur R et pour tout x € RY,
fix) =nx"linx+x"!=x"1(nlnx +1)

Par croissance comparées, lim,_, o+ X" In x = 0 et, par produit, lim,,_, , o, X" Inx = +00.
On en déduit le tableau de variations suivant :

1
X 0 e n +00
Ja(x) - 0 +
0 +0o0
Ja() \ /
-1
ne
. 1 1 O . s 4 . 1 . .
Si —— > ——, autrement dit si n < e, les variations de J montrent que 1’équation f,,(x) = —— ne peut avoir de solution.
ne n n
L1 1 , .
On ne peut avoir —— = —— car e n’est pas un entier.
ne n

1

.1 1 I . P . P c .
Enfin, si —— < ——, autrement dit, si n > e, le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires montre que I’équation fu(x) = —-=
ne n n

1 1
admet une solution sur ]0, e n [ et une solution sur ]e n,+oo|. En effet, f, est continue et strictement monotone sur ces deux intervalles et

. 1 -1 -1 1 .

limg+ f, > 2 > fale n)et fyle n) < 2 <limy g fo-

En conclusion, I’équation f,,(x) = —— admet deux solutions si n > 3 et aucune si n < 2.
n

Solution 36

Posons fi : x € R+ e* — 1 — kx. fi est dérivable sur R et pour tout x € R, f/(x) = e* — k.
Par somme, lim_, fi = +o0 et par croissances comparées, lim, o, fr = +00.
On en déduit le tableau de variations suivant :

X —0o0 Ink +0o0
fk/(x) - 0 +
+00 +00
k—1—-klnk

La question est alors de connaitre le signe de k — 1 — k1n k. Pour cela, on étudie la fonction x € R} — xInx — x + 1. g est dérivable sur
R et pour tout x € R}, g'(>x) = Inx. On en déduit que g est strictement décroissante sur [0, 1] et strictement croissante sur ]0, 1]. Puisque
g(1) =0, g(k) > 0 pour tout k € R} \ {1}.

Sik # 1,onadonc k —1—klnk = —g(k) < 0. Puisque f; est continue et strictement monotone sur |0, In k[ et sur |Ink, +oo[ et que
lim_g, fi = lim, fi = +00, le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires permet d’affirmer que 1’équation fi.(x) = 0 admet une
unique solution sur chacun de ces deux intervalles et donc deux solutions en tout.

Si k = 1, les variations de f; montrent que 1’équation fj(x) = 0 admet une unique solution (2 savoir 0).

REMARQUE. Sil’on remarque que fi,(0) = 0, on peut se passer de I’étude de la fonction g.

Sik > 1,alorsInk > 0i.e. 0 €] — 00, In k[. Comme f; est strictement décroissante sur | — oo, In k[, fi ne s’annule qu’en O sur cet intervalle.
De plus, la stricte décroissance de fi sur cet intervalle nous aprend que f(Ink) < f(0) = 0. On applique alors le corollaire du théoréme des
valeurs intermédiaires sur ] In k, +oo pour affirmer que fi, ne s’annule qu’une fois sur cet intervalle.
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Dans le cas ou k < 1, on proceéde de maniére similaire. La stricte croissance de fi sur I'intervalle ]In k, +oco[ montre & nouveau que fj
ne s’annule qu’en O sur cet intervalle et le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires montre que f s’annule une unique fois sur
] — oo, Ink].

Solution 37

1. La fonction f est définie sur R \ {1/2}.

Variations. Apres un petit calcul on trouve
oy 2Ax—=2)(x+1)
fO==——F"5—""-

Par I’étude du signe de f’ on déduit que f est strictement croissante sur | — oo, —1] et sur [2, o[, et strictement décroissante sur
[—1,1/2[ et sur ]1/2,2].

Asymptotes. On a
lim X)| = o0.
x11/2|f( I

N . s 2 . 1
Cela montre que f posséde une asymptote verticale d’équation x = >

2
Pour trouver des asymptotes non-verticales on remarque que le terme dominant de f(x) est ;C— = § On cherche donc b € R tel que
X
(%) lim (f(x) — (x/2+ b)) = 0.
X—>00

On calcule

(x+12=(x/2+b)(2x-1)

f(x)=(x/2+b) =

2x -1
_(5/2=2b)x+1+b
B 2x—1 '
Pour avoir () il faut donc prende b = 5/4. Ainsi la droite d’équation
y=x/2+5/4

est une asymptote oo, et aussi en —oo.

Voici une méthode plus systématique pour obtenir cette asymptote. La fonction f est une fraction rationnelle (quotient de deux poly-
noémes). On procéde donc 2 la division polynomiale du numérateur x> + 2x + 1 par le dénominateur 2x — 1 :

1 5

_x+_
2 4
2x—1) x*+2x+1

1
- X%+ -x
T o

9 . 1 5 .
Le reste est " et le quotient est Ex + T Autrement dit,

xX2+2x+1 1 5 9/4
f)=———=

i
2x—1 2 4 2x-1
En faisant tendre x vers I’infini dans cette expression on retrouve 1’asymptote.

2. On soupgonne que le point d’intersection I des deux asymptotes est un centre de symétrie de la courbe Cy. Prouvons-le!

On constate que la courbe C est symétrique par rapport a I si et seulement si la « fonction décalée » g définie par

gx) = f(x+xp)—n
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. . . . 13
est impaire. Les coordonnées de I étant (E’ 5) ona

3)\2 5. 9
3 (x3) s P
g(x)—f(x+§>—§— 2x 2 2x
La fonction g est clairement impaire, et ainsi Cy est bien symétrique par rapport au point 1.
Inégalités
Solution 38

Posons f(x) =cosx —1+ x; pour tout x € R.

f est dérivable sur R et pour tout x € R, f'(x) = —sinx + x.

f" est elle-méme dérivable sur R et pour tout x € R, f”(x) =1 —cosx > 0.

f' est donc croissante sur R. Puisque f'(0) = 0, f’ est négative sur R_ et positive sur R.

On en déduit que f est décroissante sur R_ et croissante sur R_. Puisque f(0) = 0, f est positive sur R et on en déduit I’inégalité demandée.

Solution 39

On pose f(x) = 2sin x + tan x — 3x. I suffit donc de montrer que f est positive sur [O, g[
f est clairement dérivable sur [0, g[ et pour tout x € [0, g[

2cos’x —3cos’x+1 _ (cosx —1)*(2cosx + 1)
cos2 x N cosZ x

f'x) =

Ainsi f’ > 0 sur [0, g[ et f est donc croissante sur [O, g[ Puisque f(0) = 0, f est positive sur [0, g[ et on en déduit I’inégalité demandée.

Solution 40

On étudie la fonction f: x — 6x — 8sinx + sin 2x. f est clairement dérivable sur R et pour tout x € R,
f'(x) = 6 —8cos2x +2cos2x = 4cos>x —8cos X + 4 = 4(cosx —1)2 >0

Ainsi f est croissante sur R. Puisque f(0) = 0, f est positive sur R, et on en déduit 1’inégalité demandée.

Minorant, majorant, minimum, maximum

Solution 41
1. Pourn € N,
T T tonn
f(—+2nﬂ:):e2 — +o©
2 n—+oo
donc f n’est pas majorée sur R. Elle n’est donc pas bornée sur R a fortiori.
Pourn € N,

f(—g + 2nn) N

n—-+oo

donc f n’est pas minorée sur R.

2. Pour tout x € R,

|2 sin x + 3 cos x?|

800l = =
_|2sinx + 3cos x?|
T+e
< |2sinx + 3 cos x?| care® > 0
< 2|sinx| + 3 [cos x?| par inégalité triangulaire

<5
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Ainsi g est bornée sur R donc majorée et minorée sur R.

3. Pour tout x € R, 1+ sinx > 0 et In(1 4+ x%) > 0 donc h(x) > 0. Ainsi h est minorée sur R.
De plus, pour tout n € N,

T[ T[ 2
h(—+2nﬂ:>:21n 1+(—+2nﬂ:> — 400
2 2 n-+oo
donc h n’est pas majorée sur R.
4. Pour tout x € R, |i(x)| = e‘x2| sin x|. Or pout tout x € R, e <1let | sin x| < 1 donc |i(x)| < 1. Ainsi i est bornée sur R.

Solution 42

1. Pourtoutx € R, f(x) < 1et f(0) = 1 donc f admet un maximum en O valant 1. Si m est un minorant de f, alors m < lim,_, , o, f(x) =
0. Or f ne prend pas de valeurs négatives donc f n’admet pas de minimum sur R.

2. Une étude de fonction montre que g admet un maximum en e valant -. Puisque lim,_, o+ f(x) = —o0, f n’est pas minorée et n’admet
e
donc pas de minimum sur R.

3. hest clairement positive et 2(0) = 0 donc h admet un minimum en 0 valant 0. Une étude de fonction montre que 4 admet un maximum
1 1
en > valant —.

Ve

4. On alimy_, ¢+ i(x) = 400 ou encore lim,,_, . o, i(X) = +00 donc i n’est pas majorée sur R : elle n’y admet donc pas de maximum.
De plus, i est dérivable sur R} et pour tout x € R, i'(x) =1 — %
X

On en déduit que i admet un minimum en +/a valant 2y/a.
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