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Rudiments

Exercice 1

Reconnaitre les endomorphismes de R3 dans la liste suivante,
1. fi @ (x5y,2) — (x,xy,x—2);
2. f, 1 (%, y,2) — (x+y,2x+ 5z2,0);

3.6 (y,z) — (x=3y,x+y,z+2).

Exercice 2

Parmi les applications suivantes, lesquelles sont linéaires ?

1.idg : E — E, u > u,olEestun K-ev.

2. F: C(R) — C(R), f — expof.

3. G : C(R) — C(R), f —> f Xcos.

4. H: C*R) — CR), f — f"—T.

5. j: F— E,um u,ouFestunsevdun K-ev E.
6. T : RY — R™ (u)keny — (Ugs ..., Up).
7.8 RY — RN, (wdken — (Ugesken

Exercice 3 Composées

Soient f et g les endomorphismes de R? définis par

g ()= x) et f(xy)— (x+y,2%).
1. Montrer que f et g sont des isomorphismes de R?. Déterminer f~! et g~L.
2. Onnote h = f o g—go f. Justifier que h € L(R?).
3. A-t-on fog=go f?hestelle injective?

4. Lapplication h est-elle surjective ?
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Exercice 4 % Crochet de Lie

Soient E un R-ev, u et v dans £(E) tels que
UoU—VouUu=uU.
Etablir que, pour tout k dans N* :

uk o v —vouk = kuk.

Isomorphismes

Exercice 5 %

Soit f, un endomorphisme de E. Pour tout entier k > 2, on note

fe=foof.

k fois

On suppose qu’il existe un entier n > 2 tel que f" soit I’application identiquement nulle.

1. Soit x € Ker(I — f). Démontrer que f¥(x) = x pour tout entier k > 1. En déduire
que I — f est injectif.

2. Simplifier les expressions
A=o(d+f+ 24 +frD
et (I+f+f2+...+fn—1)o(1_f)

en utilisant les régles de calcul dans L(E) et en déduire que I — f est un automor-
phisme.

3. Démontrer que, pour tout entier k > 1, I’endomorphisme I — f k est inversible. On
précisera I’expression de son inverse.
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Exercice 6 * % % Sev stables par permutation des composantes

Soit K un corps. Pour ¢ € S,;, on pose :

1y Kt — K"
(X5 X)) — (x5, ..., x5(0)

On munit K" de la structure d’algeébre pour les opérations composante par composante.
1. Montrer que f; est un automorphisme d’algebre.

2. Soit ¢ un automorphisme d’algebre de K". Montrer qu’il existe ¢ € S, tel que

$=fo

3. Trouver les sous-espaces de [K" stables par tous les endomorphismes f; avec o € S,,.

Exercice 7 % Un exemple d’isomorphisme

Soit f I’endomorphisme de R3 défini par
xy,2)— 2x—y,—x+y,x — 2).

Prouver que f est un isomorphisme de R3 et expliciter son isomorphisme réciproque f1.

Exercice 8 * L’opérateur de dérivation

Soient f; les fonctions de R dans R définies par
Vk €{0,1,2}, fi : x —> xKe?*.
On note E le sous espace vectoriel de R® engendré par ces trois vecteurs.
1. Quelles est la dimension de E ? En donner une base.

2. On note D 'opérateur de dérivation défini par
D: feE+—f'.
Prouver que D € L(E).

3. Montrer que D € GL(E).
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Noyau et image d’une application linéaire

Exercice 9 %

Soit @ 1’application de R* dans R* définie par
6y, z2)— (x+z,y—2z,x+y+z,x—y—2).
1. Montrer que & est linéaire.
2. ® est-elle injective ?

3. Etudier la surjectivité de ®. Donner une base de Im(®).

Exercice 10 * Avec parametre

Soient a € R et f, I’application linéaire de R* dans R3 définie par
xy.zt)— (x+y+az+t,x+z+tYy+2).

Déterminer en fonction de @ € R des bases des espaces vectoriels Ker(fy) et Im(fy).

Exercice 11 % Posé a HEC!

Soit f I’endomorphisme de R3 défini par

f((x,y,2)) = (x,0,).
On note (e ); <k <3 la base canonique de R3.
1. Déterminer des bases de Im(f) et Ker(f).

2. Onnote E = {(x,y,0) € R®, (x,y) € R} Déterminer des bases des sous-
espaces vectoriels f(E) et f~1(E).
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Exercice 12 % Excursion en dimension infinie

Exercice 14 %

Soient E I’ensemble des applications continues de R, dans R et { I’application de E dans
E qui a f associe I’application g de R, dans R définie par

X
Vx 20, g(x)= f 2tf(¢) dt.
0
1. Justifier que E est un espace vectoriel réel pour les opérations usuelles sur les fonc-
tions.
2. Quelle est la dimension de E ?
3. Montrer que P est un endomorphisme de E.

4. Etudier I’injectivité puis la surjectivité de {. Formuler en termes de contre-exemple
les résultats précédents.

5. Soit A € R. Déterminer le sous-espace vectoriel Ker({ — Aidg).

Exercice 13 % Attention aux scalaires!

On consideére C comme un R-espace vectoriel. On définit I’application u par
u:zriz—iz.
1. Prouver que u € £(C).
2. Déterminer Ker(u) et Im(u).
3. Calculer u?.

4. En déduire que I’endomorphisme Id¢ +2u est inversible et calculer son inverse.
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Soient E un C-espace vectoriel, u € £(E) et X2 + aX + b un polyndme a coefficients
complexes.

1. Onnote i, et 1, les deux racines (éventuellement confondues) de X?+aX+b. Montrer
que

u?+au+bldg = (u—r1Idg) o (u—rldg) = (u—rldg) o (u—r Idg)

2. On pose F = Ker(u? + au + b1dg), = Ker(u — r, Idg) et E = Ker(u — 1, Idg).
Montrerque § C FetE CF.

3. A partir de maintenant, on supose que les deux racines 1 et 1, sont distinctes. Mon-
trerque F=F @ E.

4. Application : Dans cette question, on suppose que E est le C-espace vectoriel des
fonctions de R dans C de classe C* et que u est I’endomorphisme de E qui a f
associe f’. On considere 1’équation différentielle (&) y" + ay’ + by = 0 dont
on cherche les solutions a valeurs complexes.

. Montrer que toute solution de (&) est de classe C* sur R.

a
b. Montrer que ’ensemble des solutions de () est F.

i

Déterminer F et E.

&

En déduire le résultat du cours déja connu : les solutions de (&) sont les fonc-
tions de R dans C du type ¢ = Ae"! + pe! avec A et p décrivant C.

Exercice 15 %% %

1
Pour f € C([0,1],R) et x € [0,1], on pose ®(f)(x) = f min(x, t)f(t) dt.
0

1. Prouver que ® est un endomorphisme de C([0, 1], R).

2. En utilisant la relation de Chasles, trouver une autre expression de ®(f)(x). En
déduire que ®(f) est de classe C? et exprimer ®(f)” en fonction de f.

3. En déduire Ker ® et Im ®.
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Exercice 16 %

Exercice 19 % Noyaux et images

On considere le sous-espace vectoriel F de €!(R) engendré par la famille B = (sin, cos, sh, ch).

1. Montrer que B est une base de F.

2. On note D I'opérateur de dérivation. Montrer que F est stable par D. On notera d
I’endomorphisme de F induit par D.

On note M la matrice de d dans la base B. Calculer M" pour tout n € N.
Montrer que d est un automorphisme de F. Ecrire la matrice de d~! dans la base 3.

On note f = d — Id. Déterminer I’image et le noyau de f.

AU S .

On note g = d + Id. Déterminer I’image et le noyau de g o f.

Exercice 17 %% CCP MP

Pour p e Neta € R\ {0, 1}, on note Sp I'ensemble des suites réelles u vérifiant :
3P € Rp[X], Vn €N, uy,y; = au, +P(n)
1. Montrer que si u € Sy, P est unique. On notera P, ce polyndme.
2. Montrer que Sp est un R-espace vectoriel.

S, —m R, [X]

est linéaire et donner une base
u — B,

3. Montrer que I’application ¢ : {

de son noyau.

4. Quelle est I'image de ¢ ? Donner une base de S,. On pourra utiliser les polyndmes
R = (X4 1) — ax¥ avec k € [0, p].

5. Application : déterminer le terme général de la suite u définie par uy, = —2 et
Upyr = 2Uu, —2n+7.

Exercice 18 %

Montrer que ¢ : P € R,[X] » (X + 2)P(X) — XP(X + 1) est un endomorphisme de
R,,[X]. Quel est son noyau ?
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Déterminer une base du noyau et de I’'image des applications linéaires définies par :
1. fC,y,2)=QCx+y+z,x+2y+2z,x+y+22);
2. f(x,y,2)=(+2z,x+z,x+Yy);
3. fOy,z)=(x+y+2z2x—y—z,x+2y+22);

4. f(x,y,2) =(x+2y—z,x+2y —z,2x + 4y — 2z).

Exercice 20 %

Soient
[R5 R (x,,2)~ (x,9,0),

g R2SR3 (k) (x—y,x+y, x+2y)

et
h:R->R, (x,,2) » x — 3y + 2z.

1. Montrer que f, g et h sont linéaires.

2. Déterminer noyau et image dans chaque cas.

Exercice 21 % Posé aux CCP

Soient E un R-ev de dimension finie, f et g dans £(E). Etablir que

Im(f) + Ker(g) =E <= Im(go f) = Im(g).

Exercice 22 % Posé a Centrale en PC

Soient E et F deux R-ev, f € L(E,F) et g € L(F,E) telles que
fogof=fetgofog=g.

Etablir que
E = Ker(f) @ Im(g) et F = Ker(g) & Im(f).


http://lgarcin.github.io

APPLICATIONS LINEAIRES

© Laurent Garcin

MP Dumont d’Urville

Exercice 23

Exercice 27 %% Noyaux et images itérés

Soient f : E —> Fetg : F — G deux applications linéaires. Que pensez vous des
propositions suivantes ?

1. Ker(go f) = Ker(f) nKer(g):
2. Ker(go f) C Ker(f);

3. Ker(go f) C Ker(f);
4. Im(f) C Ker(g) sietseulementsi go f =0.

Exercice 24 % % L’increvable

Soient E un espace vectoriel sur K et f appartenant 2 £(E). Montrer I’ équivalence suivante

Ker(f?) = Ker(f) sietseulementsi Im(f) N Ker(f) = {0}.

Exercice 25 %%

Soient E un K-ev, f et g deux endomorphismes de E tels que f o g = idg.
1. Etablir que f est surjective et g injective.
2. Montrer que p = g o f est un projecteur de E.
3. Etablir que Im(p) = Im(g) et Ker(p) = Ker(f).

4. Montrer que
Ker(f) @ Im(g) = E.

Exercice 26 *

Soient E un K-espace vectoriel et f € £L(E). Montrer que

Ker(f) nIm(f) = f(Ker(f o f)).
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Soit u un endomorphisme de E, pour tout entier naturel p, on notera Ip = ImuP et
K, = Ker uP.

1. Montrerque : Vp €N, K, CKp etlyp; CIp,.

2. On suppose que E est de dimension finie et u injectif. Déterminer I, et K, pour tout
peN.

3. On suppose que E est de dimension finie n € N.

a. Montrer qu’il existe un plus petit entier naturel » < n tel que : K, = K,.,;.
b. Montrer qu’alors : I, = I, etque: Vp €N, K, =K, ,etl, =T,
c. Montrer que : E =K, @ 1I,.

4. Lorsque E n’est pas de dimension finie, existe-t-il un plus petit entier naturel r tel
que K, = K,y ?

Exercice 28 %%

Soient f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel E.
1. Montrer que si g o f est surjective, alors g est surjective.
2. Montrer que si g est surjective et E = Im f + Ker g, alors g o f est surjective.

3. Formuler des énoncés similaires pour 1’injectivité.

Exercice 29 %

Soient u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel E qui commutent.
1. Montrer que Im u et Ker u sont stables par v.
2. Onsuppose que E = Ker u@® Ker v. Montrer que Imu C Kervetque Imv C Keru.

3. Montrer que les inclusions précédentes sont des égalités si E est de dimension finie.
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Exercice 30 % ENSEA

Exercice 34 % Petites Mines

Soient E et F deux espaces vectoriels, f € L(E, F), G et H deux sous-espaces vectoriels
de E.

1. Montrer que f(G + H) = f(G) + f(H).

2. Montrer que si G et H sont en somme directe et que f est injective, alors f(GOH) =

f(G) & f(H).

Exercice 31 % %

Soient E un espace vectoriel et f € £(E). Montrer I’équivalence suivante :

E=Imf+Kerf < Imf=Imf?

Exercice 32 %%

Soient E un espace vectoriel et f, g deux projecteurs de E.
1. Montrer que Im f = Im g si et seulement si fog=getgo f = f.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que Ker f = Kerg.

Exercice 33 %

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f € £(E). Montrer que les propositions
suivantes sont équivalentes :

(i) E=Imf @ Ker f;
(ii) E=1Imf + Ker f;
(iii) Im f = Im f?;
(iv) Ker f = Ker f2.
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Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Montrer 1I’équivalence entre les propositions
suivantes :

(i) il existe f € L(E) tel que Ker f =Im f;

(ii) dimE est paire.

Exercice 35

Soient f € L(E,F) et g € L(F,G).
1. Montrer que Ker f C Kergo f.
2. Montrer que Imgo f C Img.
3. Montrerque go f =0 < Im f C Kerg.

Exercice 36 %%

Soient E, F et G trois espaces vectoriels, f € L(E,F) et g € L(F,G).
1. Montrer que F = Im(f) + Ker(g) si et seulement si Im(g o f) = Im(g).

2. Montrer que Ker(g) N Im(f) = {0} si et seulement si Ker(g o f) = Ker(f).

Exercice 37 %%

On considere deux endomorphismes f et g d’un espace vectoriel E vérifiant

fogof=g et gofog=f

1. Montrer que
Im(f) = Im(g) = Im(g o f) = Im(f o g)
et

Ker(f) = Ker(g) = Ker(g o f) = Ker(f o g)

2. Démontrer que

E = Ker(f) @ Im(f) = Ker(g) @ Im(g)
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Endomorphismes nilpotents

Exercice 38 * D’apres Centrale PC

Soient E un espace vectoriel sur K de dimension finie et f un endomorphisme de E. On
souhaite prouver I’équivalence des deux propriétés suivantes :

() Il existe un projecteur pde Etel que f = po f — fop
(r) f2 = 0

1. Supposons () vérifiée. Prouver que p o f o p = 0, puis que f = p o f. En déduire
que () est vérifiée.

2. Supposons () vérifiée. Soit S un supplémentaire de Ker f dans E et p le projecteur
sur Ker(f) parallelement a S. Prouver la propriété ().

Exercice 39 % Endomorphismes nilpotents

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie n. Un endomorphisme u de E est dit
nilpotent s’il existe p € N tel que u? = 0.

1. Donner des exemples d’endomorphismes nilpotents de R? puis de R3.
2. Montrer qu'un endomorphisme nilpotent n’est jamais un isomorphisme.
3. Soit u € L(E) tel que
Vx € E, dp, €N, uPx(x)=0.
Montrer que u est nilpotent.

4. Montrer que si u est un endomorphisme nilpotent alors idg — u € GL(E).

Exercice 40 %

Soient E un espace vectoriel sur K de dimension 3 et f appartenant a £(E).
1. On suppose dans cette question que f2 = 0 et f # 0. Calculer le rang de f.

2. On suppose dans cette question que f3 = 0 et f2 # 0. Calculer le rang de f.
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Exercice 41 % % Equation u?> = 0

Soient E un espace vectoriel sur K et # un endomorphisme de E.

1. On suppose dans cette question 1’existence d’un projecteur p de E tel que
Uu=pou—uop.

a. Démontrer que p o u o p = 0. On précisera de quel 0 il s’agit.
b. Prouver que uo p =0.
c. En déduire que u? = 0.

2. On suppose dans cette question que u? = 0.

a. Démontrer que Im(u) C Ker(u).

b. Soient H et S deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E tels que
Im(u) C H C Ker(w).

En notant q la projection sur H parallelement a S , reconnaitre 1’application
linéaire gou —uoq.

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un projecteur p de E
tel que
Uu=pou—uop.

Exercice 42 % Endomorphismes de carré nul

Soient E un espace vectoriel de dimension n et f une application linéaire de E dans lui-
méme. Montrer que les deux assertions qui suivent sont équivalentes :

1. Ker(f) = Im(f). 2. f2=0, n=2rg(f).
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Exercice 43 %% % Mines P’ 1995

Exercice 46 * Somme de deux projecteurs

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E nilpotent d’in-
dice n. On pose
®: L(E) — L(E)
g§ — [fog—gef
$ p
1. Montrer que ®P(g) = Z (—1)k<k)fp_k o g o ¥ En déduire que @ est nilpotent.
k=0

2. Soit a € L(E). Montrer qu’il existe b € L(E) tel que a o b o a = a. En déduire
I’indice de nilpotence de .

Projecteurs, symétries et homothéties

Exercice 44 %

On note E = R4,
F={(x,y,z,t) EE|z=y+1t=0}

etG={(x,y,z,t) | x =y +z =0}
1. Prouver que F et G sont des plans vectoriels de E.
2. Montrer que F et G sont supplémentaires dans E.

3. Donner les expressions analytiques de p et s, respectivement projecteur sur F paral-
lelement a G et symétrie par rapport a F parallelement a G.

Exercice 45 % En dimension infinie

On note E = R®, 4 le sous-espace vectoriel de E constitué des fonctions affines et on
pose

v={feslso=r=o}
1. Montrer que les sous-espaces vectoriel A et N sont supplémentaires dans E.
2. Expliciter le projecteur sur A parallelement a V.

3. Expliciter la symétrie par rapport a A parallelement a V.
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Soient E un espace vectoriel sur K, p et g deux projecteurs de E.

1. Prouver que
peq+qeop=0 sietseulementsi poq=qop=0.
2. Montrer que p + g est un projecteur si et seulement si
peq=qop=0.
3. On suppose que p + g est un projecteur de E. Montrer que

Im(p + q) = Im(p) & Im(q)

et
Ker(p + q) = Ker(p) N Ker(q).

Exercice 47 % Composée de deux projecteurs

Soient E un espace vectoriel sur K, p et g deux projecteurs de E tels que poq = qo p.
1. Prouver que P = p o q est un projecteur de E.
2. Montrer que Im() = Im(p) N Im(q).
3. Etablir que Ker(¢y) = Ker(p) + Ker(q).

Exercice 48 %%

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et A une partie finie de GL(E) stable par

composition. On pose p = Z f- Montrer que p est un projecteur.

1
Al 724

Exercice 49 %

Soit E un K-espace vectoriel et p un projecteur de E. Pour quelles valeurs de A € K,
Id +Ap est-il un automorphisme ?
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Exercice 50 %

Exercice 54 %

Soient p et q deux projecteurs d’un espace vectoriel E qui commutent.
1. Montrer que p + q — p o g et p o g sont des projecteurs.
2. Montrer que Ker(p o q) = Kerp + Kerq et que Im(poq) =ImpnImgq.
3. Montrer que Ker(p+q—peq) = Ker pnKer g et que Im(p+q—poq) = Im p+Img.

Exercice 51 % %% Centrale MP

Soient H; et H, deux sous-espaces supplémentaires de £(R") vérifiant la propriété sui-
vante :

V(f,g) EHy X Hy, fog+gof=0
1. Justifier qu’il existe (py, p,) € H; X H, tel que p; + p, = 1d.
2. Montrer que p; et p, sont des projecteurs.
3. Montrer que dim H; < (n —rg p,)? etdim H, < (n —rg py)%.

4. Quel est le nombre de choix possibles pour le couple (Hy, Hy) ?

Exercice 52 %%

Soient py, ..., p, des projecteurs d’un espace vectoriel E de dimension finie tels que p; +
«++ p, =Idg.
Montrer que Im p; @ - @ Im p,, = E.

Exercice 53 %% %

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie E. Montrer qu’il existe
un projecteur p de E et un automorphisme ¢ de E tels que u = p o ¢.
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Soient f et g deux projecteurs d’un espace vectoriel E.

1. a. Montrer que Im f = Im g si et seulement si fog=getgo f = f.

b. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que Ker f = Kerg.

2. On suppose que fog=go f.

a. Montrer que
E=ImfNnImg) @ (ImfnKerg)® (Ker f NImg) & (Ker f nKerg)

b. Que peut-on dire de f o g?

Exercice 55 %

Soit E un R-espace vectoriel. Soit u € £L(E) tel que u? — 3u + 21dg = 0.

1. Montrer que u € GL(E) et exprimer u~! en fonction de u.
On pose f = u —Idg et g = 21dg —u. Montrer que fog=go f = 0.
Vérifier que f et g sont des projecteurs.

Montrer que Im f = Kerg et Img = Ker f.

A S

Montrer que E = Ker f @ Kerget E =Im f @ Img.
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Exercice 56 %% %

Exercice 59 %%

Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension n > 1 qui commute
avec tous les endomorphismes de E, c¢’est-a-dire

Vge L(E), fog=gof

1. Soit u un vecteur non nul de E. Justifier I’existence d’un supplémentaire H,, de
vect(u) dans E. Quelle est la dimension de H,, ?

2. En considérant le projecteur p,, sur vect(u) paralléelement & H,,, montrer qu’il existe
Ay, € Ktel que f(u) = A, u.

3. Soit v € E non colinéaire a u. On montre de méme qu’il existe A, € K tel que
f(v) = A,v. Montrer que A, = A,,. On pourra considérer le vecteur u + v.

4. Reprendre la question précédente lorsque v est non nul et colinéaire a u.

5. Endéduire que les endomorphismes de E commutant avec tous les endomorphismes
sont les homothéties.

Exercice 57 %

On pose E = R®. Montrer que I’application s qui & une fonction f € E associe I’applica-
tion x — f(—x) est une symétrie dont on précisera les éléments caractéristiques.

Rang d’une application linéaire

Exercice 58 %%

Soient E un espace vectoriel réel de dimension n , f et g deux endomorphismes tels que

f+g=idg et rg(f)+rg(g) < n.

1. Montrer que
E = Im(f) @ Im(g).

2. Apres avoir justifié I’égalité f o g = g o f , prouver que f et g sont des projecteurs
de E.
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Soient E un K-ev de dimension finie, f et g deux endomorphismes de E.

1. Etablir que
dim(Ker(f o g)) < dim(Ker(f)) + dim(Ker(g)).

2. Montrer que I’inégalité précédente est une égalité si et seulement si Ker(f) € Im(g).

Exercice 60 % % %

Soient u,v € L(E) ou E est un espace vectoriel de dimension finie. Déterminer le
rang de I’endomorphisme de L(E) ® : f— vo fou.

Exercice 61 % % Inégalité de Frobenius

Soient f € L(E,F),g € L(F,G)eth € £L(G,H) ou E, F, G, H sont des espaces vectoriels
de dimension finie. Montrer que

rg(go f) +rg(hog) <rg(hogo f)+rg(g)

Exercice 62 % % % Inégalités de Sylvester

Soient E et F deux espaces vectoriels, f et g deux applications linéaires de rang fini de E
dans F.

1. Montrer que
|rg(f) — rg(@)l < rg(f + &) < rg(f) +1rg(g)

2. Prouver que rg(f + g) = rg(f) + rg(g) si et seulement si

Im(f) NnIm(g) = {0} et Ker(f) + Ker(g) = E

Formes linéaires et hyperplans
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APPLICATIONS LINEAIRES

© Laurent Garcin

MP Dumont d’Urville

Exercice 63 % % Endomorphismes de rang au plus 1

Exercice 66 % % % Rang d’une famille de formes linéaires

Soient E un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de E dont I’image est une droite
vectorielle vect(u) avec u # Og. On pose alors :

Vx € E, f(x) = o(x)u

Montrer que ¢ est une forme linéaire sur E et qu’il existe A € K tel que f2 = Af.

Exercice 64 % % Transvections

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n, avec n > 2. On rappelle que E* est
I’ensemble des formes linéaires sur E.

1. Soient ¢ et P deux éléments non nuls de E* tels que Ker(p) = Ker(d). Montrer
qu’il existe un réel non nul A tel que P = Agp.

2. Soit Hun hyperplan de E. Montrer que I’ensemble D(H) des éléments de E* dont le
noyau contient H est un sous-espace vectoriel de E* dont on précisera la dimension.

3. On appelle transvection de E tout endomorphisme f de E possédant les deux pro-
priétés suivantes :
» Ker(f — Idg) est un hyperplan de E;
o Im(f — Idg) C Ker(f — Idg).

On appelle Ker(f — Idg) la base de f et Im(f — Idg) la direction de f.

a. Soit ¢ un élément non nul de E* et u un vecteur non nul de Ker(¢). Pour tout
vecteur x de E, on pose f(x) = x+@(x)u. Justifier I’existence de u et montrer
que f est une transvection dont on précisera la base et la direction.

b. Réciproquement, soit f une transvection de E. Montrer qu’il existe un élément
non nul ¢ de E* et un vecteur u non nul de Ker(¢) tels que f(x) = x + o(x)u
pour tout x € E.

Exercice 65 %%

Soient E un espace vectoriel de dimension n € N* et ¢y, ...
E. On suppose qu’il existe x € E non nul tel que

, @, des formes linéaires sur

Vie[1,n], ¢(x)=0

Montrer que la famille (¢, ..., @,) est liée.
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On considere un espace vectoriel E de dimension finie.
1. Soit F un sous-espace vectoriel de E. On note
G={p€eE* Vx €F, ¢(x) =0}
Montrer que G est un sous-espace vectoriel de E* et que dimF + dim G = dimE.
2. Soit F un sous-espace vectoriel de E*. On note
G={x€E, Vo €F, ¢(x) =0}
Montrer que G est un sous-espace vectoriel de E et que dimF + dim G = dim E.

3. On se donne des éléments @y, ..., @,, de E*. Montrer que

m
dim (ﬂ Kercpi) +rg(ey, ..., @) = dimE

i=1

Exercice 67 % Equations d’un hyperplan

Soient E un espace vectoriel sur I, f et g deux formes linéaires sur E non nulles.

1. Prouver que
Ker(f) c Ker(g)

si et seulement si il existe A € K* tel que g = Af.

2. Endéduire une condition nécessaire et suffisante pour que f et g définissent le méme
hyperplan H. En déduire toutes les équations de H.
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