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COMPARAISON DE FONCTIONS

Relations de comparaison

Solution 1

1. En 0, on a les équivalents suivants :
3+x ~ 3, Vx+ ~\/§, sin\/jcfv\/}
Par produit et quotient d’équivalents, on trouve une limite égale a 3\/3.

2. En 0, on a les équivalents suivants :
X2
1—e* ~ —x, 1—cosx~7, 3x3 4+ 2x* ~ 3x3

Par produit et quotient d’équivalents, on trouve une limite égale a %

3. On ales équivalents suivants en 0% :
4
X
1—cosx2~7, X +x3~x
Par conséquent,

1
(1 —-cosx®)ex x 1
_—_— ~

Zex
x5+ x3 2
1
En posantu = —,onau — +oo et
X x—0t
x L %
—X = — —>
2 2U u—s+o0
4. Onpose u = x — E de telle sorte que u — 0. On a alors
x>
<x 7T)tan(x+Tt)—utan(n+u>— u 1
4 4) 2 T tanu

Donc (x — E)tan (x + E) — —1.
4 4/ eom

5. Ecrivons tout d’abord :
(tanh x)lﬂx — elnXIn(tanh x)

Or on sait que :
- 1-—e

tanhx = = — 1
eX 4+ eX 1+ e_2x X—=+00
Par conséquent,
ze—Zx
tanhx—1=———— — 0

1+e2% yito

On connait un équivalent de In(1 + u) en 0 :

~ _2e—2x

—2Xx —2Xx
Intanhx = In (1 2e ) 2e

Tlt+ex) T T1gex

On sait que In(x) = o (er) en +oo donc In x In(tanh x) — 0. Finalement, (tanh x)lnx — 1.

X—+00 X—>+00

Solution 2
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1. On met le terme prépondérant en facteur sous la premiére racine :

1
1 1\3
V3 +1= 13/x3(1+—3) :x<1+ —3)3
x x
=x(1+ 55 +0())
B 3x3 x3

1 1 u
caru=— — Oet(1+u)3s =1+ 3 + o(u). On met de méme le terme prépondérant en facteur sous la deuxiéme racine :

X3x—>+oo
1 1 1 1 3
Va2 +x+ =w/x2<1+—+—)=x(1+—+—)2
x  x2 x  x2
1

1 1 1 1 1 1 1
Posons u = — + — —— 0. Par conséquent, (1 +u)2 =1+ L tow).Oru==-4+—=~=-car—==o0 <—) Donc
X X2 xotw 2 x  x2 X x2 X

u 1 1
1+ = =1+ — =
+2+o(u) +2x+0<x>

(on peut remplacer u par un équivalent). Finalement,

VY +1-Vx2+x+1

=x<1+i +o<l>)—x(1+ i +o<l)>
3x3 x3 2x X
=x+ L +o<l>—x— 1 +o0(1) (on développe)
3x2 X2 2

1 1
=—-=+4+o0(1 — =o(1
S+o()  car— =o(1)
. ) 1
La limite recherchée est donc —5
REMARQUE. Dans tous les calculs, x — +oco etu — 0.

2. Mettons tout d’abord 1’expression sous forme exponentielle
x 1
(1 + l) — exln(1+;)
X

x+1

xln(l+%)=xln( ):xln(x+1)—xlnx

OrxInx — Oetln(x+1) — In1 = 0 donc xIn(x + 1) — 0. Finalement, x In (1 + i) — 0. Par conséquent, la limite recherchée
x—0 x-0 x-0 x—0

ested = 1.

Solution 3

1. Par croissances comparées et car cos est bornée, In(In x))?> — cos?x + Inx ~ Inx. Par croissances comparées, 2* — 50x® ~ 2%
X—+00 X—+00

Donc
(In(In x))?> — cos® x + Inx In x

~ —_—

2% — 50x° x—>+00 2%

Par croissances comparées, la limite recherchée est 0.
2. Attention, «17%» est une forme indéterminée ! On ne réfléchit pas, on passe a la forme exponentionnelle.

2 X x242x-3
x“+2x—3 _ ex1n< R )
x2—x-1
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. x%242x-3 x24+2x-3

—> 1.Donc ———— =1+tavect = ett—>00rln(1+t)~tDonc
xX2—x+1 x-5+400 x2—x+1 x2—x+1 X—+00 t—
n x> +2x—3 3x—4 3
—X+1 ) xot00 X2 =X+ 1 x40 X
2 0%
Donc x1n <x *+2x 3) ~ 3. La limite recherchée est donc e3.
x2—x+1 X—+00
3. Onacos3x = 1— 7 +o(x?)etcosx = 1— = “ 4 o(x?). Donc cos 3x —cosx = —4x? + o(x?) ~ —4x2. Par conséquent, la
x—0 x—-0 x—0

limite recherchee est —4.

4. Onaa* =e*"?* = 14 xIna+ o(x). De méme b* = 1+ xInb + o(x). Donc

x—0 x—=0

—b* = x(lna—Inb)+o(x) ~ xIn2
x—=0 x—-0 b

a
La limite recherchée est donc In 5

5. On se ramene en 0 en posant x = 1 + h. Ainsi \/2 —-x2= \/1 —2h — h2. Or —2h — 2h?> — 0 donc

h—0
V1i—-2h—h2—1 ~ —h—h? ~ —h

h—0 h—-0

On aaussilnx = In(1+ h) ~ h. La limite recherchée est donc —1.
-0
6. Pas besoin d’équivalent ici. On a pour tout x € R, —1 < cos x < 1. Par croissance de I’exponentielle, on a donc
e—l < ecos X <e

Ainsi

-1

1 N 1
e sin — < sin —e** < esin —
X X X

1 . . P .1 o ‘
Comme - — 0 et que sin est continue en 0, on en déduit que sin — — 0 et que la limite recherchée est nulle.

X x—+40c0 X x—+c0

(COS (ﬁ))x = in(cos( )

1 1
In (cos( )) ~ COS (—) -1
ln X X—+00 lnx

7. On passe a la forme exponentielle :

1
Comme cos(—) — 1,
Inx

X—>+00

1
Comme — — O,
InX x-4+c00

Inx X—+00 2(ln x)2

Finalement,
X ln(cos< ! )) _x—z
Inx X—+400 2(111 x)2

2
X —o0o0. La limite recherchée est donc 0.

Par croissances comparées, - —_—
2(Inx)? x->+c0

8. On se ramene en 0 en effectuant le changement de variable x = g + h. On a alors

tan 2h 5
tanh n-o

(tan x)(tan 2x) = (tan (g + h)) (tan(m + 2h)) = —

La limite recherchée est —2.
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9. On se rameéne en 0 en effectuant le changement de variable x = 1 + h. Occupons nous du numérateur :

2 2 2
eX X _ ezx — ez+3h+h _ e2+2h - ez+2h(eh+h _ 1) ~ eZ(h + hZ) ~ ezh
h-0 h—-0

X T Th . [(Th Th
005(7) = cos (5 + 7) = —s1n<7> T

, . , 2e?
Par quotient, la limite recherchée est —

Maintenant le dénominateur :

10. On pourrait s’en sortir avec le changement de variable x = g + h mais il y a plus astucieux. En effet :

\/gcosx —sinx = 2(sin g COS X — COS g sinx) = ZSin(x — g)
La limite recherchée est donc 2.

11. Pas besoin d’équivalent ici. En effet pour tout x # 0, —1 < sini < 1donc

1
—x<xsin—<Xx
X

Par le théoreme des gendarmes, la limite recherchée est nulle.

Solution 4

In(1+1
1. Tout d’abord, In (1 + l) ~ 1 car 1 — 0. Par conséquent, u(x) = n( ") ~ XxInx. Donc u(x) — OetIn(1 + u(x)) ~
X—=+00 x

x—>+00 X X x—+00 Inx x-+00 —>+00

u(x
( )x—:‘—oo xIlnx

. Finalement, f(x) ~ e

2. Comme f(x) ~ ——, f(x) — 0.Parconséquent, /™ —1 ~ f(x) ~

—+00 Inx’ X—+00 X—=+00 x—+o0 IN X
Donc (ef [Copum 1) Inx ~ 1 etlalimite recherchée est 1.

X—>+00
3. 1I suffit de remarquer que :
1 1 1
Gt 1) _ In(x(1+2)) _ Inx+1n(1+:) L. in(1+:)
Inx In x Inx Inx
En mettant sous forme exponentielle :

xln(1+ln(l+%)

gx)=|e >—1 Inx = (e/® —1)Inx

D’apres la question précédente, g(x) — 1.

X—>+00

Solution 5

Posons P(x) = nx™! — (n+ 1)x" + 1 et Q(x) = xP*! — x? — x + 1. On a P(1) = Q(1) = 0. Puisque
P(x)=n(n+ 1x"—nn+ x" ! et Q(x)=(p+1)xP —pxP~1 -1
on a également P'(1) = Q’(1) = 0. Enfin,
P'(x) =nr’(n+ Dx" 1 —nn—1)(n+1x"2 et Q"(x)=p(p+ xP~! - p(p—1)xP~2

ces expressions étant encore valables lorsque n = 1 ou p = 1 puisqu’alors le coefficient de x"~2 ou xP~2 est nul. On trouve P"(1) = n(n+1)
et Q"(1) = 2p. On a donc

n(n+1)

P =

(X) x—1 2
p 1

Dot lim £&) — nn+1)

x—»1Q(x)  2p

(x=12+o0((x—1)%) et Qx) = p(x —1)? + 0 ((x —1)?)
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Solution 6

On a clairement

at + bt + ¢t 14 In(abc)
3 0+ 3

t+o(t)

d’ou

In(f(1/t)) = In (Y abe) + o(1).
Donc, par continuité de I’exponentielle en In (¥ abc), on a

lim f(x) = /abe.

Solution 7

1. On a, au voisinage de 0,
1
xcos(x) = x — §x3 +o0(x3)
et
3
tan(x) = x + 3+ o(x3).

Ainsi,

5 5
x cos(x) — tan(x) = —gx3 +0(x3) ~ X

D’otl, puisque sin®(x) ~ x3,
0

x cos(x) — tan(x) 5

sin®(x) o 6
et donc
xcos(x) —tan(x) _ 5
x=0 sin®(x) 6

2. Reprenons les résultats établis au numéro précédent...

1
x — tan(x) ~ —=x3,
()0 3

d’ou
x cos(x) — tan(x) _5/6x* 5
sin(x)(x —tan(x)) o —1/3x%  2x’
Ainsi,
xcos(x) —tan(x)
X0+ sin(x)(x — tan(x)) oo
et
xcos(x) —tan(x) _
x—0—- sin(x)(x — tan(x))
3. Posons x = 1 + h et notons g(x) I’expression de I’énoncé. On a
o lth_ 1
8 = T T+ )
Or,
1 _ 1 _1+h/2+40(h)
In(1+h) o hl—h/2+o0(h)) h
1 1
3 ?L + 5 +0(1)
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et donc
1+h 1 1

1
i o "3 Tom =35+l

Ainsi,
1
li = -
x1—>n} 8(x) 2

4. Posons x = 1 + h et notons g(x) I’expression de 1’énoncé. On a

1
1+h)z2 -1
gx) = %
1+h)s -1
Or,pour o # 0,
1+h)*-1 ¥ ah
et donc
1 lh
Q+h2-1 2 _3
1+ h)é -1 " 3h 2
Ainsi,
lim g(x) = >
x—>1g N
Solution 8

e Comparons f, g et h au voisinage de +oo.
Pour tout x € R,

f(xX)  x*lnx _x* Inx

g(x)  ex T ex x
3
. . . X . Inx . X
Par croissances comparées, lim,_, , pre limy | o - = 0. Donc limy_, ; o, % = 0 ouencore f = o(g).
+0o0

Pour tout x €]1, + o],
h(x) Inx

70~ Ux
% = 0 ou encore h = o(f).
» Comparons f, g et h au voisinage de 07.
Pour tout x € R},

Par croissances comparées, limy_, ; o

h(x) _ x%(ln x)?
gx) e

3
. . . = R . . . h(x
Par croissances comparées, lim,_, o+ x2(In x)? = 0 et par continuité de 1’exponentielle en 0, lim,_,qe* = 1. Donc lim,_, ¢+ ) _

g
ou encore h = o(g).
0
Pour tout x €]0, 1],
f) _Vx
h(x) Inx
Puisque lim,._, o+ \/E = 0 et lim,_ o+ InXx = —oo, on obtient lim, _, o+ % = 0 par opérations sur les limites. Ceci signifie que
X
f = oh).
Solution 9
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1. On a d’abord : 1 1
In(1+x)= ln(x(l + ;) =Inx+ ln<1 + )_c)

Comme ~ — 0, In(1 + l) = 14 o(l). Par conséquent,
X X X

X x—+40c0 X—+00

xIn(x+1) = xInx+1+0(1)

-+

11 vient donc :

xInl+x)—(x+1)Inx = —Inx+1+0(1)
X—>+00
Commel = o(nx),onaxIn(l+x)—(x+1)lnx ~ —Inx.
X—>+00 X—>+00

2. Comme - — 0, In (1 + iz) ~ iz De plus on sait que pour tout x € R, x — 1 < | x| < x. Donc, pour x > 0 :

X4 x—>+00 X x—+00 X

ey
X

1-—

Ll

Ceci prouve que lim X1 par conséquent, |x| ~ x. Par produit, on obtient :
X—>+o00 X X—+400

i (1+5) ~ <

X X—+00

3. On a d’une part

V1i4+x = 1+£+o(x)
0 2

X
et d’autre part
2
X
Vi+x2 = 1+ =+0(?*) = 1+o0(x)
x—0 2 x—=0

Par conséquent,

Vi+x—V1+x2 = x+o(x) ~ x
x—0 x—0

P . . x? x? .
4. Cherchons d’abord un équivalent du numérateur. Onasinx ~ xetcosx—1 ~ —=.Or -5 = o(x). Doncsinx+cosx—1 ~ x.

x—0 x—0 X x—0

-0
Cherchons maintenant un équivalent du dénominateur. On remarque que x — x cos x = x(1 — cos x) —> 0. Donc
x—=0

3
x
tan(x — xcosx) ~ x(1 —cosx) ~ —
x—=0 x—0 2
sinx +cosx —1 2

Par quotient, ——8 — ~ —.
4 " tan(x — X Ccos X) x—o X2

2
tan“ x .
5. Comme tan®x — 0, V1 +tan?x—1 ~ — Par conséquent,
x—0 X

-0
V1+tan?x—1 tan x

X
~ ~ _—
tan x x=0 2 x=0 2

6. On a In(cos x) = In(1 + (cos x — 1)). Or cos x — 1 — 0. Donc

x—0

2
In(cosx) ~ cosx—1 ~ ——
x—0 2

— x—0

1 2
7. Comme ~ —> O,onaex = 1+ L etcos (l) = 1-— x? +0(x?) = 1+ o(x).Par conséquent,
X

X x—400 X—+00 X/ x—=+0c0 X—+00
1 1 1
ex —Cos| — ~ -

X/ x-»+0 X

1
Et par produit, x(ex — cos( )) ~ 1.

1
X X—+00
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1\* 1\*
8. Comme (E) — Oetln(lnx) — +o0, ona(i) = In(Inx). D’ou

X—>+00 X—=>+00 X—>+00

In(Inx) — (%)x ~ In(Inx)

X—>+00

. . 1\* 1 ‘
Par croissances comparees, (5) = 0 (—3) Par consequent,
X

X—>+00

Par quotient, on obtient :
1 X
In(In x) — (5)
—— 22~ x3In(lnx)

)

esinx _ elanx — elanX(esinx—tanx _ 1)

9. Factorisons dans un premier temps :

Comme e** — 1, on a clairement e** ~ 1. De plus, sin x — tan x — 0 donc e’ *¥~4"* — 1 ~ ginx — tan x. Maison a :

x—0 x—0 x—0 x—0
3
sinx —tanx = tanx(cosx — 1) ~ ——
x—0 2
. 3
Finalement, ¢¥i"¥ — gtanx ~ X
x—0 2
X b X T
10. Remarquons que — —.Onadonc =—+4tavect=— ett — 0.0r
dUOnS QUe S T3 e 2 2x+3 2 X+6 " aore
tan< X )—tan(n+t)— ! !
2x+ 3/ 2 T tant -0 t
Par conséquent,
( X ) 4x+6 4x
tan ~ ~ —
2X 4+ 3/ x5+ 3n x—+00 3TC
Solution 10
1. En posantu = x — g, onau—> Oetcosx = —sinu. Orsinu ~ u donc cosx ~ g - X.
X = u—0 X =
2

2

2. Enposantu:x—g,onau—>06ttanx=— .Ortanu ~ udonctanx ~

x-I tanu u—0

T ——Xx
2 =7 2

2

1 1 1
3. §/1+x3—x=(x3+1)5—x=x((1+%)3—1).Orl—>0d0nc(1+i3)3—1 ~ L.Finaalement,§/1+x3—x ~ L
X X

X x—>+00 x—>+o0 3X x—+o0 3X2

1 1 1 11 1 1 u 1 1 1-x
4. Enposantu =x—1l,onau —0et — — - = — — - = - - —1].Or—-1=u—->0—-don¢c — — - ~ —
x—=1 1+x 2 24u 2 2 1+5 1+5 2 1+x 2 x»1 4

Solution 11

1. Puisque x> — 0, sin(x?) ~ x2.Deplus, e* —1 ~ x. Donc
x-0 x—0

x-0

x sin(x?) xXx% 2
eX—1 xs0 X
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2
2. y14+x—-1 ~ Zetl—cosx ~ < donc
x—0 2 x—=0 2 N
Vitx—-1 5 1
1—cosx x-0 X* X
2
\/x. De plus, tanx ~ x. Enfin, puisque x> — 0, arctan(x®) ~ x>. Finalement
x—-0 x—-0 x—0

3. Puisque y/x — 0, In(1 +/x) ~
x—=0 x—0

mA+yx) WX 1

tan(x) arctan(x3) x-o X X x3 X

1
—. Finalement

x—0

. 1 . (1 1 N 1
4. Puisque — — 0, sm(—) ~ —.Deméme, — — Odoncex2 —1 ~
X3 x—to0 X3/ x>to00 X3 X2 x—+to0 x—to0 X2
2 .- 1 1
X“sin (—) XX —=
x3 x3
ERA S T
ex? —1 2
Solution 12
x4+ o(x) ettan(x) = x+ o(x). Donc sin(x) + tan(x) = 2x + o(x). On en déduit que sin(x) + tan(x) ~ 2x
x—0

x—0
1 = +o(x). Autrement dit, x> +e* —1 ~ x

1. On sait que sin(x) =
x—0
3 = o(x)donc x3 +e
0

Onsaitquee*—1 = x+o(x)etx
0
On sait que arcsin(x) = x+o(x) etcos(x) = 1—-= +o(x2) A fortiori, cos(x) = 1 +0(x) donc arcsin(x)+cos(x)—1 = x+o(x).

x—=0

2.
X—
3.
x—)
Autrement dit arcsm(x) + cos(x) — 1 ~ x
. 1 1 1 1
4. Puisque - — 0,4/1+- = 14— +0( ) Deméme, — — Odonci/1+ — = 1+—+0( ) A fortiori, ,/1+— =
X x—400 X x—>+400 2x X3 x5+ X3 xs+400 X3 xo+00
= —+0( )Autrementdlt\/1+——\/1+ ~ —
X3 xotoo 2X

( >Onendedu1tque\/1+——\/1+ 3
X3 x—+00 2X

Solution 13

1

Ona
vn—ﬂq/z(uﬁ
L L+o(%))

=ﬁ<1+ﬂ_8n2

>1/2

et
n—lzﬁ(l—z

donc
1 1
Y 32
Ainsi
1
Un 4n3/2
9
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Solution 14

1. On a au voisinage de 0,
T .
arccos(x) — 5= arcsin(x) ~ —x.
0

2. On a au voisinage de 0,
x*+x+x? ~ x
0

3. On a au voisinage de 0,
arcsin(x) + x + x> = x + x + 0(x) ~ 2X.

4. On a au voisinage de 0,
arctan(x) + x = x + x + o(x) > 2x.

5. On a pour x # 1,

1 1+ _2x—x
1-— T o1-x"
ainsi au voisinage de 0,
+ X 2x_2
1-— 1
6. Ona 5
b
=o0(x),
1+x o0 (x)
ainsi
X2
—x=-x+4+o0(x) ~ —x.
1+x

Solution 15

On a au voisinage de 0,

X
¢ ;—1 §1+%x+%x2+%x3+%x4+0(x4)
de plus,
In(14+u)=u-— eyl Ly o(u*)
0 2 3 4
Posons

u—1x+1x2+ 1x3+ 1x4
T2 4 12 48

et appliquons le théoréme de composition des DL.

u x x2 x3 x4
2 4 12 48
u? 0 x2 x3 7x4
2 8 8 96
3 3 4
u x X
w 0 0 x x
3 24 16
4 4
u X
- 0 0 0 —=
4 64
| ( eX41 ) x x2 0 x4
2 2 8 192
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D’ou )
___* .4 4

f(x)E 195% +o(x*)

et donc 1
~ .4
T T R

Solution 16

On a au voisinage de 0,

3 5 7
. _,._ X  x X 7
Sin(x) 5 X = %+ 735 ~ 5040 T 0
ot 3 5 7
X X
h(x) = — 4+ — 7
sh(x) =X+ =+ 755t 3020 +o(x")
Posons
=x+ X + X + X
Y=XT e T 120 T 5040
et appliquons le théoreme de composition des DL.
x3 x° x7
Y 1 % 120 5040
Yoo 22| x| _BY
6 6 12 720
5 5 7
Y 0 0 X X
120 120 144
7 7
-2 1o 0 0 _x
5040 5040
7
sinosh || x | 0 Ly | X
15 920
Posons
h 3 X x7
6 120 5040
et appliquons le théoréme de composition des DL.
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x3 x> x7
u x| -=| = |-——
6 120 5040
u3 0 x3 x5 13x7
6 6 12 720
5 5 7
u x x
i 0 0 * _x
120 120 144
7 7
u x
— 0 0 0 _—
5040 5040
. 1 x7
(shosin)(x) || x 0 ——x° =
15 90

ainsi,
sin(sh(x)) — sh(sin(x) = —%ﬂ +o(x7),
et donc

sin(sh(x)) — sh(sin(x)) ~ —%x?

Développements limités

Solution 17

Ona s s
. b 3x 6
x)=x+—+ — +o(x
alrcsm()0 + 6+40+ (x®)
et
1 x2 4

3x
—=1+7+?+0(x5).
1—-x2 0

D’apres le théoreme sur les produits de DL, on a donc

— 2 3 8 5 5
f(x)3x+3x +15x + o(x°).

Solution 18

1. Produit de développements limités connus :
e*sin(x) = x + x> + x; +o(x3).
2. Comme la valuation de sin(x) est égale a 1, on trouve le développement limité & ’ordre 6 de sin®(x) en partant du développement
limité a ’ordre 4 de sin(x) :
sin(x) = x — %3 +o(x*).
Le développement limité de cos x a I’ordre 3 est
cos(x) =1— x?z +o0(x3).

On trouve finalement
sin3(x) — x3 cos(x) = o(x°)...

http://lgarcin.github.io 12
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3. Le cours dit comment calculer le développement limité A I’ordre 2 de (1 + x)'/2.

4 5
X X
x3\/1+x=x3+7—§+0(x5).

4. On se ramene a un développement limité connu par une transformation simple :

5. Méme chose.

6. C’est immédiat :

7. C’est sans soucis :

8. D’apres les formules d’addition,

11 1
24+x 2 14(x/2)

1 x x> X3 3
=373%3 "1t
11 1

3—x2 3 1-—(x2/3)
1 x> x* 5

—§+?+2—7+0()€).

2

3
\/1+2x=1+x—x7+x7+0(x3).

Va—x=2V1-(x/4)

2 3
oy _X_Xx X 3
=2-77 % 512 To0)

cos(% + x) = % cos(x) — @ sin(x).

Il ne reste plus qu’a appliquer les formules connues :

9. On se rameéne a la seule forme connue :

et on en déduit que

10. Méme chose.

11. On passe par la fonction exponentielle :

donc :

http://lgarcin.github.io

2 3
cos<§+x)=l—ﬁ—x—+\/§2x + o(x?).

2 2 4 1

In(2 + x) = In(2) + In[1 + (x/2)]

2

3
_ x_x . x 3
1n(2+x)_ln(2)+2 3 +24+o(x).

exp(3 — x) = &3 exp(—x)
3,2 3,3
=e3—e3x+% - %+0(x3).

1+ x)l/x = n(+x)/x — el—x/2+x2/3+o(x2)

_ 2 2
=ee X/24+x%/34+0(x*)

e.<1 —x/2+x%/8 +x%/3 + o(xz))

11
QA+x)/*=e— gx + —2x2 + 0(x2).

13
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Solution 19

x> x3
x+ln(1+x)=2x—?+?+o(x3).

2. Lafonction f est continue et strictement croissante sur I’intervalle I (comme somme de fonctions continues et strictement croissantes).
D’apres le théoréme d’inversion, la fonction f réalise une bijection de I sur I’intervalle

IJ=]f(=1%), f(17)[ = ]-o0, 1+ In2[.
3. Admettons que
X)) = ap + ayx + a,x? + a;x3 + o(x3)

pour des réels a; convenables. Comme f(0) = 0, alors f~1(0) = 0 et, par continuité de f~!, on sait déja que a, = 0.

Comme f~!(x) tend vers 0 lorsque x tend vers 0, on peut prendre
u=f1x)=0x)

dans le développement limité

fw) =2u- w + w + o(u?).

2 3
Or
u? = a?x? + 2a;a,x3 + o(x?)
W =a3x® +o(x?)
donc

4a, — a?
( 2 1)x2

f(F1) = 2a;x +

2
(6a; —3a;a; + a3)
X
3
+0(x?)
=X Vxel
=x+ o(x?).
Par unicité du développement limité, on en déduit que
2a4 1
—a? + 4a, =0
a} — 3a;a, + 6a; = 0
donc
1 1 -1
a1=§, 02=R, a3=@.

REMARQUE. f~! admet un développement limité d’ordre 3 en O car elle est de classe C3 sur f(I). En effet, c’est la bijection réciproque
d’une fonction de classe C3, a savoir f, dont la dérivée ne s’annule pas sur I puisque pour tout x € I,

1
! =1+—>0
F'e) +1+x>

Solution 20
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1.

a. On pose u = x — X et on trouve
(1+u) w w ot 4
e =e(1+u+—+—+—+ou )
2 6 24 @

b. On applique les formules d’addition en posant u = x — /4 :
2 3

4
u u u 4
+ 5 +24+o(u )).

cos(x) = g(l —u==

c. Idemavecu = x — /6 :

30 8
Vu + 2L 4ot

, 1 u?
sm(x)—§<1+\/§u—7— 5 7

d. Onposeu=x—eet

In(x) =1+ ln(l + g)

e. On se ramene a une forme connue avec u = x — 1:
1 1 1
140 4u? 2 1+Ww+u?/2)
et on considere maintenant I’infiniment petit
2
u
v=u+—=0(w).
2
On vérifie que
4

u
2 2 3
v'=ut+ul+ —,

4

3ut
vi=ud+ =+ o(u*),

vt =ut +o(u?),

[

4
ut  u 4
) 3 +o(u®).

f. On integre le résultat précédent, puisque

1+u dt
tan(1 + u) = arctan(1 —_—
arctan(1 + u) arcan()+[ I
Par conséquent,
2 3
T u u u
1 =4 — = — 4+ — 4.
arctan(1 + u) 4+2 4+12+0(u)

g. Pourtoutx > 0,ona:

)

\/x2—1_\/ 1 1 1 1
Ve e ae o)

h. Notons f(x) I’expression de 1’énoncé. Avec h = x — /4, 0ona:

f(x) — etan(n/2+2h) In(tan(h+7/4))

= e In(tan(h+7/4))/ tan(2h)

f(m/4+ h) =exp < = Tan(2h)

http://lgarcin.github.io 15
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Développons a I’ordre 5 In(1 + tan(h)). On a

h® 2k’ s
v—tan(h)—h+?+1—5+o(h ).
De plus,
v v vt 0P .
1n(1+v)—v—7+?—1+?+o(v )
Comme X .
v 1 2 5
= 2(h +Z +olh )),
L 4 4 o(h)
373 ’
LA VN )
4 4 ’
et S
v _1s 5
= = 5(K° +o(),
d'on 2 3 4 5
. h* 213 7h*  2h 5
In(1 + tan(h)) = h 2 + 3 13 + 15 +o(h’)
donc
1+ tan(h)> _
In ( () = In(1 + tan(h)) — In(1 + tan(—h))
ad ad s
—2u+T+T+o(u)
Ainsi :
4h3  4hd 5
2h + Yy + Yy + O(h )
In(fCh+7/4) = S S5 + 6ahe/15 + o (7
1+ 2—;'2 + % +o(h*)
T 1+ 4h2/3 + 32h*/15 + o(h?)
2h*  26h* 4
__1+T+ 45 +O(h)
En posant
2h?  26h* 4
=5t To)
Ona
u2
f(h+m/4) = e‘1<1 +tu+ =+ o(uz))
avec

w2 = 4h*/9 + o(h*)

d’ou finalement : 5 4
—h?+ §h4 + o(h*).

1
f(r/4+h) = > + 3

2. a. Tout d’abord, pour tout x > 0,
1,\1/3
Vxd +x2 = x(l + —)
X

et on applique la formule du cours avec I’infiniment petit

http://lgarcin.github.io 16
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pour trouver

VYt =Xt s o 10 +o(i).

3 Ox ' 81x2 243x3 x3
De méme,
1 1 5 10 1
v3—_ 2y 2 Y =
roxr=x 3 Ox 81x2 243x3 +O(x3>'
Donc

2 10 1
3 2 3 _y2 =" - —
Ux3 +x2—3x3—x 3t 5 +O(x3)'

b. On prend bien entendu

pour infiniment petit. D apres les formules d’addition,
cos(x) + sin(x) = \/Ecos(x - E)
4
2
— _w 2
= \/5(1 5 +o(u )).
¢. On pose u = x — /4 et d’apres les formules d’addition,

cos(u) + sin(u)
cos(u) — sin(u)
_1+u—u?/2+0w?)
T 1-—u—u22+o0u?)’

tan(x) =

En prenant

2
v=u+7+o(u2)=0(u)

pour infiniment petit, on retrouve une forme connue :

1 3u? 5
m—1+u+7+0(u)

et on en déduit que
tan(x) = 1 + 2u + 2u? + o(u?).

Solution 21

On a au voisinage de 0,
b =1+ + 2 4ot
0 2 24 :

2 4
Posons u = x? + ;—4 et appliquons le théoreme de composition des DL...

2 4
u o]l X ]o| =
2 24
2 4
-Z olo|o|-=
2 8
x2 x4
111(1 + Ch(X)) 0 ? 0 _E

Ainsi,
In(ch(x x x3
M = - —_- +0(x3).
b o2 12
3
Posons v = g - ch_z et appliquons a nouveau le théoréme de composition des DL.

http://lgarcin.github.io 17
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x x3
v N R Y
2 2
z ol =] o
2 8
v ol ol 2
6 48
x x2 x3
=115 15 7%
Ainsi,
2 3 4
- X _x 4
f(x)3x+2+8 16+o(x).
Solution 22

P On a au voisinage de 0 ,
3

x
arctan(x) =x—3+ o(x®)

et

u? ol 3
ln(1+u)3u—7+?+o(u ).

3
Posons u = x — x? et appliquons le théoréeme de composition des DL.

3
u X 0 -
3
2 2
_» ol =X 0
2 2
3 3
w 0 0 x
3 3
x2
In(1 + arctan(x)) || x -5 0

Ainsi,

2
In(1 + arctan(x)) =x- x? +o(x3).

P> On a au voisinage de 0,
3

sin(x) = x — % +0(x3),

ainsi, apres une banale comoposition de DL,

1 2
+ = —(1 + I +o(x2)).
sin®(x) X 3
On a donc apres un simple produit de DL,
2
In(h(x)) = 1— > + =+ 0(x2).
0 2 3
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¢ On a au voisinage de 0,

7] uz 2
e =1+u+7+o(u ).

2
Posons u = —g + x? et appliquons a nouveau le théoréme de composition des DL.
x x?
u —— —
2 3
@ |, | 2
2 8
hx) _ 1] =% ux?
e 2 24
Ainsi,
ex 1lex?
h(x)=e— =+ + o(x?).
(x) 0 2 24 (%)
Solution 23

On a au voisinage de 0,
x> x3
=1+x+=+=+0(x*,
0 2 6

ainsi,

3
X
3¢ +e ™ =442x+2x* + 5 +o0(x3),

)
On a donc au voisinage de 0,

2 3
1n(1+u)=u—u?+u?+o(u3).

2 3
Posons u = f + =4 316_2 et appliquons le théoréme de composition des DL.

2

u x| o2 x
2 12
uZ xZ x3
7 Ol -% | %
w ol o | £
3 24
x 3x2 x3
fG)=In() || = — | =+
Ainsi,
x 3x X3
=)+ =+ - 3).
f) =@+ 5 + == — = +o(x)
Solution 24

On a au voisinage de 0,

1 1
— 1 Iyx2 4 g4 4
cos(x) = X +24x + o(x*),
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ainsi 1 1
f(X) = 5 X 1 I .
1—=>x2+ —x%+o0(x%)
4 48
Or ,au voisinage de 0,
1
—=1 2+ o(u?).
T—us +u+u+o(u”)

Posons u = ixz - ﬁx“. Puisque u = O (x2), le développement a 1’ordre 2 en u indiqué ci-dessus est suffisant pour développer f(x) a I’ordre
4. Appliquons la méthode de calcul du DL d’une composée.

1 1
u -x? | ——x*
4 48
1
u? 0 —x*
16
1 1 1
— =1 -x*| —=x*
1-u 4 24

D’ou 11 1
_1, Lo, 14 4
f(x)E 24—8x +48x + o(x*).

Solution 25

Nous allons considérer f(x) comme le produit de g(x) = x2sin(x) et de h(x) = 1/(1 + x), et nous allons développer chacun des termes a
I’ordre 5.

+ Commencons par g. La fonction g est elle-méme un produit. Le premier terme x? est un polynome de degré 2, son développement a
lordre 5 est donc égal & x2. Nous connaissons aussi un développement de sin x 4 l'ordre 5 : sin(x) = x — x3/6 4+ x°/120 4+ o(x°). Le
produit des deux termes conduit donc a

x%sin(x) = x> — x°/6 + o(x°),

puisqu’on ne tient compte dans le produit que des termes de degré < 5. Notons donc qu’il aurait été suffisant de développer sin(x)
seulement a ’ordre 3. Il est souvent possible d’utiliser ce type de raccourci, mais il est plus siir au début d’appliquer strictement les
régles de calcul, au prix de quelques lourdeurs.

 Passons maintenant & 1/(1 + x). On sait que

1
—— =1-x+xX*+x = x*+x° +0(x).
1+x

* En utilisant la reégle du produit, il vient donc

f(x) (x3 —x°/6 4+ o(x)) X
A=x+x2+x3=x*+x°+0(x%))

= x3—x*+5x°/6 +o(x°)

Notons que, 1a encore, il aurait été possible de ne développer 1/(1 + x) qu’a ’ordre 2, puisque x> est en facteur dans le premier terme g.
Solution 26
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1. Ona 3 5 3
1/2 = = 4
1-x) 1+2+8x +16x +128x +o(x*)

et 2
XX 4
cos(x)—l 2+24+0(x)

d’ou, apres produit des deux DL :
_ 1,1 49 4
f(x)31+ 5§ + 16x +384x + o(x*).
2 44

2. Comme 1 +cos(x) =2- % +22 +0(x*), on a,
2

g(x)j\/_ 1—%+E+0(x4)

2
Puisque 1 +u = 1+ g - % + 0(u?), on déduit du théoréme de composition des DL que,

\/—\/_x axt

384

g(x) + o(x%).

2

x4
X 4
3. Commecos(x)—l > + 24+0(x ), on a,

2 L4
h(x) =ex exp(— x? + X4 o(x4)>.

2
Puisque e* =1+ u + u? + 0o(u?), on déduit du théoréme de composition des DL que,
0

2

ex? ex*

_ex ex 4
h(x)—e > + 5 + o(x*).
4. Comme
2y .
cos(x)—l—?+ﬂ+o(x)
et 1
— 2 4 4
mal—x + X +0(x ),
ona: . 3 37
cos(x) . 3, 37 4, 4
1+x231 SXT+ X + o(x*).
Solution 27

1. Pour x € R\ {1},

n+1

donc pour x au voisinage de 0

In (Zn: xk> =In(1—x"*) —In(1 — x)

k=0

Orln(1—x"*) ~ —x"*!doncIn(1—x"*') = o (x")et

x—0 x-0

n xk
- x) = - n
In(1 x)x_)0 Z A +o0(x")
donc " "

xk
ln(z ) z?+o(x")

k=0
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2. On sait que

donc

Ainsi

Or d’apres ce qui précede,

Puisque n > 1,

et donc

On en déduit que

3. La fonction t ~> e~**/2

2

n xk
e* = — 4o (x"
x—0 I;) k! ( )
n—-1 n
X
Yoo~ -2
k=0 x—0 n'

= x+1n(1 +e7 (:Z;:)xk_eX))
_x(zx ) No_x?’;

x—0

n—-1 o
In{1+e7* Zxk—ex ~ ——
k=0 x—0 I’l!

n-—1
e"‘(Z xk—ex> — 0
k=0

2
est continue sur R donc xx e=” dt est bien définie pour tout x € R.

2 I 5
e 2 =1—-—+—<+o(t
t—0 2 8 ()

2

Comme x fox e 2 dt estune primitive de t — e 2, on obtient en intégrant terme a terme :

Par conséquent,

et a fortiori

x—0

X [2 x3 xs
A= x-X 4 X
Lez x 6+40+O( x°)

2

e , X8 x0 12
2dt = x ——+—+o X
L x—0 6 40 ( )

x—=0

x2 2
f 2dt—x——+o( ®)
0

D’apres la relation de Chasles, pour tout x € R,

On en déduit que

http://lgarcin.github.io
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x—0 6 40 6

R B x5
f e 2dt = —x+x*+=——-">—-"— +o(x6)
x
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Solution 28

Il est possible d’obtenir certains développements asymptotiques au voisinage de +oco ou de —oo en posant X = 1/u, ce qui raméne le probleme

2 0% (ou 07). Posant x = 1/u, on se raméne a u tendant vers 0%. Or,

f/w)=V1/uz +1/u= - 1u+ U

14+ u/2 —u?/8 +o(u?)
u
1/u+1/2—u/8 + o(u)

d’ou

f)=x+ % - % +o0(1/x).

. . . . . P / 1 . N N
Bien entendu, on aurait pu aussi mettre directement le terme dominant en facteur en écrivant f(x) = x4/1 + -, ce qui rameéne au probléme
X

de 4/1 + u au voisinage de 0.
Solution 29

1. On pourrait procéder par étude de fonctions mais comme on connait la formule de Taylor avec reste intégral, autant en profiter. D’abord

al’ordre 1. .
sinx = x + f (x — t)(—sint) dt
0

Pour x € [0,1], sint > 0 et I’intégrale est négative. On en déduit que sin x < x. Puis & ’ordre 3

6

3 x 3
X x—t
sinx=x——+ ( ) sint dt
b 6

A . s 2 . P ey ) . . X
Pour les mémes raisons que précédemment, 1’intégrale est positive. On en déduit que sinx > x — —.
6

n
.k . . -
2. Notons S,, = sin 3. En utilisant la question précédente :
k=1

Sk 1wk Sk
Lw s w2l

n
Orz E = —n(n+1) = -+ %.Ainsi

S
)
[\
S
)
N =

3

2
=1 =1 on
1 1 1 1
Final —(=+=—)= —|)=o0(=]
s (34 5) -0 (5)-o(3)
Solution 30
1. Soit n € N*. Posons f, : x — cosx — nx. f, est dérivable et f;(x) = —sinx —n < 0 pour tout x € [0,1]. f, est continue et

strictement décroissante sur [0, 1]. De plus, f,,(0) =1 > O et f,(1) = cos(1) — n < 0. On en déduit que f,, s’annule une unique fois sur

[0, 1]. D’oti I’existence et 1’unicité de x,,.

cos Xp

2. On a cos x,, = nx, et donc x, = -
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3. Soit n € N*. Remarquons que f,, > fy,,1 sur [0, 1]. Donc f,,(x,,41) = fus1(Xn41) = 0 = f,.(x,,). La stricte décroissance de f,, implique
que X,41 < X,. Par conséquent la suite (x,,) est décroissante.

COs Xp 1
~

4. Comme x,, — 0 et que cos est continue en 0, cos x,, —> cos0 = 1. Donc x,, =

n—+oo n—+oco n n—-+oco N
x% 2 1 1 L coS Xp,
5. Comme x, — 0,cosx, = 1—=+o0(x;).0Orx, ~ -donccosx, = 1——+o0 . Ainsi x, = —2 =
n—>+oo n—+0o0 n—+co N n—+00 2n2 N notoo

1 1 1 1
———+0< ) Onendedultquexn—— ~ ——.
n 2n3 n3 n notoo 213

Solution 31

1. Soit n > 2. On étudie la fonction f,, définie par f,(x) = x — Inx — n pour x > 0. f;, est dérivable sur R} et pour tout x > 0,
1 . . . . .

fax) =1-— = fn est donc strictement croissante sur 0, 1] et strictement décroissante sur [1, +oo[. De plus, hm fu(x) = 400,

) =1- n <Ocarn > 2et hm fn(x) = 400 par croissances comparées. Comme f;, est continue sur IRi‘r, le théoréme de la

+
bijection appliqué a f,, sur les 1ntervalles 10,1[ et ]1, +oo[ assure qu’il existe une unique solution a I’équation f,(x) = 0 sur chacun
des intervalles ]0, 1] et ]1, +00. Comme 1 n’est évidemment pas solution, 1’équation f,(x) = 0 admet exactement deux solutions.

2. a. Comme Xx, est la plus petite des deux solutions, x,, €]0,1[ pour tout n >

2.0r Inx,, = x, — n pour tout n > 2. Donc

lim Inx, = —oco. Par conséquent, lim x, =0.

n—+oo n—+oo

b. Puisque pour n > 2, Inx, = —n + x,,, x, = e "e*. Or x, —> 0donc e*» — 1. Ceci prouve que x,;, ~ e "
n—+oo n—+oo n—+o0o
¢. Remarquons déja que u,, = o(e™™). Onapour tout n > 2, x,, = In(e™ + u,,) + n = In(1 + e"u,,). Ore"u,, = o(1)donc
n—+oco n—+oco
In(1+e™u,) ~ e"w,. Ainsie"u, ~ x, ~ e ™ Douu, ~ e
n—>+oo n—+o0o n—>+oo n—>+oo

d. Posons s, = u, —e~2" pour n > 2 de sorte que S, o(e™2"). On rappelle que

n—>=+oo
= In(1 + e"u,) = In(1 + e " + e's,)

D’une part,
X, = e"+e 2 4o(e”)

n—+o0o

et d’autre part, en posant o, = e~ + e”s,,

2

o
In(l1+a,) = a,——=+o0(ca3)
n—->+o0o 2

Ora, ~ e ™donc
n—>+oo
—2n

In(1+a, = e"+es,— +o(e™2")

n—+oo
g 3 _ _ 3 _
Onen déduit que e”s, = Ze 2" +o(e"*)ouencores, ~ =-e "
n n
n—+o0o n—+co 2

3. a. Pourtoutn > 2,y, > 1doncy, =Iny, +n > n. En particulier, lim y, = 4oo.

n—+oo

b. Comme y, — +o0,Iny, = o(y,).Doncn=y,—Iny, ~ y,.
n—+oo n—-+oo n—+oo

c¢. Remarquons tout d’abord que v, = o(n). On a pour tout n > 2,

n—+oco

vn=yn—n=lnyn=1n(n+vn)=1nn+1n<1+%n)

Comme 22 = o(1),In (1 + U—n”)

n n-o+oo

2. A fortiori, In (1 + ) = o(v,). Ceci prouve que v, ~ Inn.
n—+co N n—+o00 n—+0o

d. Posons t, = v, —Inn pour n > 2. On rappelle que pour n > 2, v,, = Inn +1In (1 + %) Ainsi

~ —_—

v v 1
tn=1n(1+—") ~ 2 in

N/ nst40o N nos40 N
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Solution 32
Ona 5 .
_q_ X X 4
cos(x)6 1 > + Y +o(x*)
et
2
i I Ziz = (1 + ax?)(1 — bx? + b2x* — b3x® + 0(x®))
= 14 (a—b)x? + (b? — ab)x* + o(x*)
d’ou

fx) s (=1/2 + a = b)x? + (1/24 + b%> — ab)x* + o(x*).

Comme le systeme
a—b=1/2, 1/24 =ab—b?>=b(a—Db)

admet pour unbique solution
(a,b) = (7/12,1/12),

L’ expression f(x) est un infiniment petit d’ordre le plus grans possible si et seulement si

7 1
a=—etb=—.

12 12
Allures locales
Solution 33
1
1. Vx e RY, f(x) = e(H})lnx. Or lin(;1+ (1 + l)lnx = —o0. Donc linol+ f(x) = 0. Par conséquent f est bien continue en 0.
xX— X g
1 Inx
2. Etudions le taux de variation de fenO : F@-1@) _ xx =ex.0r lim 2 = —co donc lim F-1@) _ 0. Ainsi f est dérivable
x-0 x—=0t+t X x—=0+ xX—

en0et f'(0) =0.

3. Comme lim 142 =1et lim Inx=+oco,0ona lim (1 + l)lnx = 400 puis lim f(x) = +o0.
X—>+00 X X—>+00 X—>+00 X X—>+0o0

4. f est dérivable sur R et pour x > 0 :

f'(x)= (—%lnx+<1+ %) %)f(x) = %(X+ 1—1Inx)

Pour x > 0, f'(x) est donc du signe de g(x) = x + 1 — In x. g est dérivable sur R} et g'(x) =1 — )_1{ g est donc décroissante sur ]0, 1]

et croissante sur [1, +oo[. Comme g(1) = 2 > 0, on en déduit que g est strictement positive sur R%. Par conséquent, f est croissante
sur R, .

Inx Inx
5. Comme lim (1 + l>lnx =400, lim f(x)= +o0.De plus, lim 9 _ fim e> =1.Pourx > 0, f(x)—x = x(eT - 1).
X—400 X X—400 X—4+0c0 X X—400
Inx

Orex -1 ~ X Donc fx)—x ~ Inx.Donc lim f(x)—x = 4+o0.C admet en +oo une branche parabolique de direction
X X—+00

+00 X—=>+00

la droite d’éaaation y =X
1
6. Posons x =1+ h, de sorte que f(x) = f(1+ h) = e(1+1+_h)ln(1+h). On a d’une part :

1+ —— = 2—h+ M2 +o(h?)

+ [
1+ I’l h—0
et d’autre part :

2 3 2
In(1+h) = h—h—+h—+o(h3) =h 1—ﬁ+h—+o(h2)
h—0 2 3 h—0 2 3
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De sorte que,
(1 + L)ln(l +h) = h<2 —oh+ Bp2y o(hZ))
1+h 10 6
= 2h—2h?+ %ﬁ +o(h?)

h—0
2 3

Posons u = 2h — 2h? + %l’ﬁ +0(h?).0Onau — Oete* = 1+u+ u? + u; + o(u?). On trouve u?> = 4h? — 8h® 4+ o(h?) et

h—0 u—0 h—0
u? = 8h3+ o(h®). 1l vient finalement :

h—0
1

fa+h) =1+ 2h — 5h3 + o(h?)

c’est-a-dire :

) = 1+2(x=1)- %(x — 1 4+ o((x — 1))

7. On déduit de la question précédente que C admet au point d’abscisse 1 une tangente d’équation y = 1 + 2(x — 1) ie.y = 2x — 1.
On déduit la position relative de € et T du signe de —%(x — 1)3. Au voisinage de 17, C est au-dessus de T et au voisinage de 17, C est
au-dessous de T.

Solution 34

1. f est dérivable sur R, et f'(x) = (x + 1)e* > 0 pour tout x € R,. f est donc continue et strictement croissante sur R, . Puisque
f(0O)=0et lir.}: f = +oo, f induit une bijection de R, sur lui-méme.

2. festdeclasse C® sur R, et sa dérivée ne s’y annule pas. f~! est donc également C* : elle admet notamment un développement limité
en 0 a tout ordre.
On a f(0) = 0 donc f~1(0) = 0. On a également f(x) ~ xdonc f~I1(f(x)) ~ f~l(x)ie. f71(x) ~ x.Le développement limité
x—0 x—0 x=0
d’ordre 2de f~'enOestdonc f~1(x) = x+ax?*+o0(x?).Posonsu = f~!(x).Onau —> Odonce* = 14+u+o(u) = 1+x+o(x).
x=0 x—0 u-0 x-0
Ainsi
fw) = ue* = x(1 + ax + o(x))(1 + x + 0(x)) = x + (a + 1)x? + o(x?)

Comme f(u) = x, on a par unicité du développement limité a + 1 = 0i.e. a = —1.

REMARQUE. Inutile de pousser le développement limité de e* & un ordre supérieur a 1.

3. Posons a nouveau u = f~1(x). On a donc f(u) = xi.e. ue* = x. Ainsiu+Inu = Inx. Oru — +ooetlnu = o(u) donc

X—=>+00 Uu—>+0oo

u ~ Inxie f7'(x) ~ Inx.

X—=+00 X—>+00

Solution 35

Un rapide coup d’oeil a I’ensemble de I’exercice permet de conclure qu’un DL (au moins a 1’ordre trois!) sera le bienvenu.
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1. Dexpression est définie sur [—1,1] \ {0}. Allons-y, allons-o ...Puisqu’au voisinage de 0,

, 1 1, 3
arcsin'(x) = (1—-x?)"2 =1+ Exz + gx“ +o(x°),

on obtient d’apres le théoreme d’intégration des DL,

1 3
arcsin(x) = arcsin(x) — arcsin(0) = x + gx3 + Exs + 0(x9).

Ainsi, pour x voisin de 0 mais non nul,
1

1+ 2x2 4 x4+ o(x%)
6 40

_r _1,
arcsin(x) = x

Déterminons le DL4(0) du dernier quotient, noté Q(x), en appliquant le théoréme de composition des DL. On a, au voisinage de 0,

1
—— =1+u+u®+o?).
T % +u+u®+o(u)
Posons u = —%xz — 4—30x4. Les calculs ne présentent aucune difficulté et sont résumés ci-dessous,
u 0] -2x2|0]| —2x*
6 40
4
W o] o |o| =
36
_1, _17 e
Qx) || 0 X 0 o0
On en déduit qu’au voisinage de 0,
1 1, 17 s
== X| —--= _——
fx) p X ~ 360" +o0(x°)
__1 17 3 4
=—gX~ 350% +o(x*)

2. Comme f(x) = 0(1), 1a fonction tend vers 0 avec x. Elle est donc prolongeable par continuité en 0 par f(0) = 0.

3. Comme .
J00 = —5x +0(x),

la prolongée f (prolongée par continuité en O par f(0) = 0) est dérivable en 0 avec f'(0) = —é.

4. Comme
1 17 ,
509 (~ 95 30"
f présente un point d’inflexion en I’origine : la courbe traverse sa tangente.

Solution 36

On a au voisiange de +co ,
el 1+ 1 + L +o0 L
X = —_ —_— —
x  2x2 x2)
ainsi
fxX)=x+2+ 3 +o<1)
h 2x x)
La courbe admet donc la droite d’équation y = x + 2 pour asymptote en +co , la courbe étant située au-dessus de I’asymptote au voisinage
de +o0 , et inversement au voisinage de —oo.
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Solution 37

11 s’agit de montrer que lim,_, o,(f(x) — 2x) = 0. On pose ¢t = 1/x et on se rapelle que le DL d’ordre 1 de In(1 + t) en 0 est . Donc

lim (769 =20 = im0 (1) = ¢
= 1im [tlz(ln(l +0)—In(1—1)— %]
(-2}

Solution 38

Les racines de x* + x sont 0 et —1. f est donc définie sur | — 00, —=1]U]0; +oo[. On a d’abord lim,_,¢+ f(x) = +oo par croissance comparée.
La courbe admet donc 1’axe des ordonnées comme asymptote verticale. De plus, en +oo

fx)=|x|\/1+ %ei
=1+ 5o () (1 s+ ()
= (14 55 +0(3))

e 3 . T 3
La courbe admet donc la droite d’équation y = x+ 5 comme asymptote oblique en +oo et la droite d’équation y = —x — 5 comme asymptote
oblique en —co.

Formules de Taylor

Solution 39

Comme f est de classe €2 sur R, on peut lui appliquer la formule de Taylor-Young & ’ordre 2 en X, :

FOo+ ) = feo)+ Ferh+ L5 4 o)

On a donc aussi ,
Foo =) = fxo) = e+ LEDh2 1 o)

Ainsi

fGo+m) + fxo —h) = 2f(x0) = f"(xo)h* +o(h?)

h—0
puis
() = f"(xo)+ o)
Ceci signifie que limy T = " (x).
Solution 40

1. Supposons f dérivable en a. On a alors

fla+h) = f(a) + hf'(a) +o(h)

et
fla—h) = f(a)— hf'(a) +o(h),
ainsi
fla+ h)z—hf(a —h _ th’(az)h+ o(h) _ (@) + o(1)
et donc

i f@+m) = fla=h)

h—0 2h =@
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2. La fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0 mais admet une dérivée symétrique en O car

Al =1=hl _

lim =0.

h—0 2h

Suites d’intégrales

Solution 41

. . s 1h s T 1 7'c 1
On a u,, = arctan n® — arctan n. Or si n > 0, n? et n® son strictement positifs d’ou arctan n*= P arctan — et arctan n3 = = — arctan -

- 1 1 1 1 1 1 1 1
Ainsi u, = arctan — —arctan — pour n > 1. Comme arctanu ~ u,arctan — ~ —etarctan— ~ —.Deplus,— = o (—) donc
n2 n3 U—0 N2 potco N2 n poteo N3 13 potoo n2
U, ~ —.
n-+co N2
Solution 42

1. Onremarque que I’intégrande tend vers 1 lorsque n tend vers +oo0. Nous ne disposons pas en premiere année de théoréme d’interversion
limite/intégrale mais il y a cependant des chances que (u,,) converge vers 1. En effet,

1 1 1 1
d "d 1
l—un=f dx—-/.1 xn=/f J;Sfx”dx=—1
o o + X 0 + X o n+

On en déduit que (u,) converge vers 1.

! x" dx . L .xn x nx"1 . . .
2. Onavuquel —u, = T Soitn > 1 : on écrit T sous la forme = - et on effectue une intégration par parties :
+x n 1+
0

xn
x 1oq [t m2 1
-y =|=n(1+x")| == [ I1+x")dx=——— [ In1+x")dx
n
n 0 n o n n 0

En utilisant I’inégalité classique In(1 + u) < u,on a:

1 1
Osf ln(1+x”)dx§/ x"dx = L
0 0

n+1

n—+o0o

1
Donc -/ In(1 + x") dx — 0. Par conséquent,
0

In2 1 . In2 1
1—un:T+o(;l> 1.€. un:1—7+0<—>
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