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ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

Familles libres, liées, génératrices et bases

Solution 1

1. C’est faux en général ! Par exemple poura =b =0,0onal-a+1-b = 0mais (1,1) # (0,0)!
2. C’est faux en général ! Par exemple si a = 0, Vb € E, (a, b) est liée ! L’implication est vraie si on a de plus I’hypothése a # 0.
3. C’est faux en général ! Par exemple sia = b = 0, Vc € E, (a, b, c) est liée !

Solution 2

Notons respectivement u, v et w les vecteurs suivants,
(m5 1’ 1) ’ (2m7 _15 m) ’ (19 55 2)
Appliquons le critere usuel en recherchant les solutions réelles x, y, z du systéme suivant

yu+zv+xw =0,

m 2m
1 -1
1

m

5 1 -1

2 1 m Ll(—Lz(—L?’(—Ll
1 m 2m

ie, sous forme matricielle,

[\SEN,

puis par les opérations L, < 5L, — 2L; et Ly < —5L3 + L,
5 1 -1
0 3 Sm+2
0 1-5m -1-10m

et par I” opération Ly + %(Sm —1)L,,

51 -1

0 3 5m +2

0 0 2(5m2—5m—1)
3

Le systeme est donc libre si et seulement si
5m?—5m—1%#0,

c’est-a-dire,
WL 3/s
10 °

Solution 3

Appliquons le critere usuel : soient a, b et ¢ € R tels que
Vx >0, ae* + bx?+cln(x) =0.

On a pour tout x strictement positif ,
a+ bx?e™* +cln(x)e ™ =0,
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et faisant tendre x vers +oo , d’apres les croissances comparées ,

a=0
On a pour tout x strictement positif ,
In(x
b+ c# =0,
X
et faisant tendre x vers +oo , d’apres les croissances comparées ,
b=0.

On a alors ¢ = 0 car la fonction logarithme est non nulle.

Solution 4

Appliquons la méthode du pivot de Gauss de détermination du rang.

1 1 a 1 1 a
1 a 1| ~|0 a-1 1-—a
a 1 1 0 1—-a 1-a?

par L, < L, —L; et Ly « L3 — aL. Puis, par Ly < L; + L,, on aboutit a

1 1 a
0 a—1 l-a |, ou2—a—a’?=Q2+a)(1-a).
0 0 2-d*-a

P Sia=1oua=-2,lerang de la famille n’est pas égal a trois donc la famille est liée.

} Sia # 1eta # —2, le rang vaut trois et la famille est donc libre.

La famille est donc libre si et seulement si a € {—2, 1}.

Solution 5

1. Le systeme

)\.1 + 2}\.2 =a
2)L1 + }kz =
3)\,1 =C

a une solution si, et seulement si, a — 2b + ¢ = 0. Le couple (u;, u,) n’engendre donc pas R3.

REMARQUE. On démontrera, en étudiant la théorie de la dimension, qu’une famille génératrice de R" compte au moins n vecteurs, ce
qui permet de répondre a cette question sans calcul.

2. Le systeme

)\,1 + 37L3 =a
)\,1 + }LZ + 2)\3 = b
)\,1 + 2)\,2 - )\.3 =

posseéde une unique solution, quel que soit le second membre (a, b, ¢). (Il suffit de réduire le systeme sous forme triangulaire pour le
constater.)

Par conséquent, la famille (u, u,, u3) est une famille génératrice (et méme une base) de R3.
3. Famille génératrice (et méme base) de R3.

4. Le systeme
)\.lul + )Lzuz + }\.3“,3 = (a, b, C)

posséde une solution si, et seulement si, a + b = 0, donc la famille (u;, u,, u3) n’engendre pas R3.
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5. Le systéme
7L1u1 + 7\21,!2 + }L3u3 = (a, b, C)

posséde une solution si, et seulement si, —a + b + ¢ = 0, donc la famille (u;, u,, u3) n’engendre pas R3.

6. Le systeme
4
Z Aug = (a, b,c)
k=1

posséde une infinité de solutions, quel que soit le second membre, donc la famille (u;, u,, us, u4) engendre R3.

Solution 6

1. Comme (e, e,) est libre, u € vect(ey, e,) si et seulement si (e;, e, u) est liée. Pivotons...

1 2 3 4 1 2 3 4
-2 3 -4 ~]0 -1 0 —4
x 1 y 1 0 1-2x y-—3x 1-—4x

par L, « L, —L; et L3 « L; — xL;. Puis

—

1 2 3 4
0 -1 0 —4
0 0 y—3x —-3+4x

par Ly « (L; + (1 — 2x)L,)/4. Ainsi
(x,1,y,1) € vect(ey, e;)

si et seulement si
y—3x=0, —3+4x=0,

(x,) = (Z %)-

2. Comme (e;, e,) est libre, u € vect(e;, e,) si et seulement si (eq, 5, u) est liée. Pivotons...

1 2 3 4 1 2 3 4
1 -2 3 —4|~]0 -1 0 —4
x 1 1 y 0 1—-2x 1-3x y—4x

par L, « (L, —L;)/4etL; « L3 — xL;. Puis

ie

1 2 3 4
0 -1 0 —4
0 0 1-3x y+4x—4

par Ly « (L; + (1 — 2x)L,)/4. Ainsi
(x,1,1,y) € vect(e;, e5)

si et seulement si
1-3x=0, y+4x—-4=0,

(xy) = (% g)

ie

Solution 7

Soient (fg,» fay» -+ » Ja,,) une sous-famille finie de (f;)qer (les a; sont donc distincts deux a deux) et (44, ..., 4,,) € R" tels que Z:l: (Aifa; = 0.

On peut supposer a; < a, < -+ < @, sans perte de généralité. Supposons qu’il existe i € [1, n] tel que A; # 0 et posons alors j = max{i €

L, A; # 0}. Alors Z?_l Aifa; ~ Ajfa;- Dot A;fq, ~ 0, ce qui est absurde. C’est donc que pour tout i € [1,n], A; = 0. La famille (fy,, ..., fa,,)
- +00 +00

est donc libre.

On en déduit que la famille (f;)er est libre.

http://lgarcin.github.io 3


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

Solution 8

Soient (f,» fay» -+ » Ja,,) une sous-famille finie de (f;)qer (les a; sont donc distincts deux a deux) et (44, ..., 4,,) € R" tels que Z?=1 Aifa, = 0.
Supposons qu’il existe j € [1, n] tel que A; # 0. Alors D 1<i<n A; Jo, =4 faj. Le membre de gauche est dérivable en a; alors que le membre
i#]

J
de droite ne I’est pas d’oli une contradiction. C’est donc que pour tout i € [1,n], A; = 0. La famille (fg,, ..., f,) est donc libre.
On en déduit que la famille (f;)qep est libre.

Solution 9

1. Soit (m,n) € (N*)z.
Si m = n, alors

21 21 21
WO A= [ sin2om) di= [ 2(1 = cos2m)) dt =
f Jm(Of, '/0 sin“(m f 3 cos(2m s

0 0
Sim#n

21 27 271
f SO f () dt = f sin(mt) sin(nt) dt = f %(cos((m —n)t) —cos((m+n)t)) dt =0
0 0 0

2. Soit (A4, ..., A,) € R™ tel que 2?21 Aifi = 0. Alors pour tout j € [1,n]

n

21
Z/ Aifi®)f(t) dt =0
0

=1

et donc A; = 0 d’apres la premiére question. La famille (f;, ... , f,,) est donc libre.
On en déduit que la famille (f;,),en-+ est libre.

Solution 10

Soit (a, b,c) € Q3 tel que a + b\/5+c 3=0.

Alors (a + b\/2)? = (—c\/3)? et donc a? + 2b? + 2ab\/2 = 3¢2. On en déduit que aby/2 est rationnel et donc que ab = 0 car /2 est
irrationnel.

Sib = 0, alors a + C\/g = 0 et donc cx/g est rationnel puis que ¢ = 0 car \/§ est irrationnel. Finalement, on a également a = 0. Ainsi
a =b =c=0dans ce cas.

) 3 2 S c
Sia =0, alors b\/i + C\/_ =0etdonc b =c=0car \/; et 3 sont irrationnels. On a également a = b = ¢ = 0 dans ce cas.

On a donc a = b = ¢ = 0 dans tous les cas, ce qui prouve que (1, \/E, \/3) est une famille libre du Q-espace vectoriel R.
Solution 11

On remarque que f = cos(a) sin + sin(a) cos, g = cos(b) sin + sin(b) cos et h = cos(c) sin + sin(c) cos. Ainsi vect(f, g, h) C vect(sin, cos).
Puisque la famille (sin, cos) est libre, dim vect(sin, cos) = 2 puis rg(f, g, h) < 2. De plus, rg(f, g, h) > 1 car f est non nulle. Ainsi rg(f, g, h)
vaut 1 ou 2.

Supposons que rg(f, g, h) = 1. Alors vect(f) et vect(f, g, h) ont méme dimension et vect(f) C vect(f, g, h) donc vect(f, g, h) = vect(f).
On en déduit qu’il existe (A, ) € R? tel que g = Af et h = pf ou encore

cos(b) sin + sin(b) cos = A cos(a) sin +A sin(b) cos

cos(c) sin + sin(c) cos = pcos(a) sin +u sin(b) cos

Puisque la famille (sin, cos) est libre, cos(b) = A cos(a) et sin(b) = Asin(a). Ainsi, cos(b) sin(a) — sin(b) cos(a) = 0 i.e. sin(a — b) = 0 ou
encore a = b[n]. On montre de méme que a = c[nx].

Réciproquement, si a = b[7] et a = c[nt], alors g = £f et h = = f donc vect(f, g, h) = vect(f) puis rg(f,g, h) = 1.

Finalement, rg(f,g,h) = 1sia = b = c[n] et rg(f, g, h) = 2 sinon.

Solution 12

1. La somme des vecteurs de la famille est nulle : cette famille est donc liée.

http://lgarcin.github.io 4


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

2. Posons Uy, = Uy + U4 pour # € [1,n] en convenant que vy, = U;. Alors, si k1 est pair

n n
D DRy = (DR = (—1D)F* oy = (—=1)"0pqq — 0y = Og
k=1 k=1

Supposons maintenant n impair. Soit alors (4, ..., A;,) tel que ZZ:1 Ay = Og. Alors, en convenant que Ay = A,

n
(A + Ag—1)v = Og
k=1

Par liberté de la famille (vy, ..., V,), Ay = —A,_; pour tout k € [1,n]. On en déduit notamment que A, = (—1)"A4 et donc A,, = 0
puisque n est impair et A = 0. Comme A, = —A;_; pour tout k € [1,n], (A;,...,A,) = (0, ..., 0) de sorte que la famille (uy, ..., u,)
est libre.

3. Soit (A, ..., A,) tel que Zrkl:l Awy = Og. Par inversion de I’ordre de sommation,

n k n n
PR DIDNEDIDI
k=1 k

=1j=1 j=lk=j
En posant y; = ZZ:J. Ak, on a donc 2?21 wjw; = Og et donc (Ky, ..., Wp) = (0, ..., 0) par liberté de la famille (uy, ... , u,). On montre
alors successivement que A,,, ... , A; sont nuls. La famille (wy, ... , w,) est donc libre.

Solution 13

Soit (A4, ..., A,) € R" tel que

n
My + xi) = Og
k=1

En posant A = 22:1 Ak, Iégalité s”écrit
n

D Aoy + A)xy = O,

k=1
Puisque la famille (X ); <<y, est libre, Aay + A, = 0 pour tout k € [1,n]. Posons A = ZZ:l ay. En additionnant les n égalités précédentes
, on aboutit a (A + 1)A = 0.
Si A # —1,0naA = 0etdonc, d’apres les calculs précédents, A, = —Aay = 0 pour tout k € [1,n]. La condition A # —1 est donc une
condition suffisante pour que la famille (¥ + Xj)1<k<y, soit libre.

Réciproquement, montrons que A # —1 est une condition nécessaire pour que la famille (y + Xj)1<k<y soit libre. Raisonnons par

contraposition en supposant A = —1. Alors ZZ:I a(y + xx) = Ay —y = Og. De plus, les oy ne sont pas tous nuls puisque leur somme vaut
—1. La famille (¥ + xy);<k<p, est donc lice.

Dimension d’un espace vectoriel

Solution 14

1. OnaF ={(x,y,z,x =y +2) | x,y,z € R}, et donc F = vect(uy, up, u3) od u; = (1,0,0,1), u, = (0,1,0,—1) et uz = (0,0,1,1).
} Cette famille étant libre, F est sous-espace vectoriel de E de dimension 3.

P a € F donc il existe un unique triplet (o, 8, 7) de réels tel que

a = auy + Puy + yus,

ce qui est équivalent au systeéme suivant,

Q
|

B
Y
a - B + v
Les coordonnées de a dans la base (uy, u,, u3) sont donc (3,1, 2).

Il
AN~ W
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2. Ona G ={(x,y,x—y,—y) | x,y € R}, etdonc F = vect(vy,v;) ot v; = (1,0,1,0) et v, = (0,1,-1,-1).
} Cette famille étant libre, G est sous-espace vectoriel de E de dimension 2.
P b € F donc il existe un unique couple (a, ) de réels tel que
a = av; + By,

ce qui est équivalent au systéme suivant,

a = 4
g = 1
a — B = 3
- B = -1
Les coordonnées de b dans la base (v;, v,) sont donc (4,1).
3. Un vecteur (x, y, z,t) appartient 2 F N G si et seulement si ,
X —y + z —t =0
X -y - z = 0
y + ¢t = 0
et par I’opération L, « L, — Ly,
x —y + z —t =0
- 2z + t =0
y + ¢t =0
ainsi ,
X=-z, y=-2z, t=2z
et

FNG ={(-z-2222z2) , z€R},

soit en posant w = (—1,-2,1,2),
FNG = vect(w).

F N G est donc de dimension 1 et de base (w).

Solution 15

1. Puisque les solutions de I’équation caractéristique z2 + z + 1 = 0 sont j et j?, 8 est un espace vectoriel sur C de dimension deux et

de base
. 5
(x P~ el* x - el x).

2. Les quatre fonctions suivantes forment une base du R-ev § ,
X e* x> jelx

et
i2 . j2
X elX x> iel™,
8 est donc de dimension quatre en tant que R-espace vectoriel.
—1+iV3

3. Puisque j = — les deux fonctions suivantes forment une base du R-ev 8’ ,

X+ ez cos|—

Fen(5) e ()
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4. Les solutions sur R de y” + 4y = 0 sont les fonctions de la forme ,
X — Acos(2x) + usin(2x), A, u € R.
La condition y(7) = 0 impose A = 0. 8’ est donc une droite vectorielle engendrée par
X — sin(2x).

Solution 16

Ona
E= {(2y -2z,%,2,3)) | ¥,z € R},

donc en posant u = (2,1,0,3) et v = (—1,0,1,0) , on a E = vect(u, v) donc E est un sous-espace vectoriel de R*. La famille (u, v) étant
clairement libre , E est de dimension 2 et de base B = (u, v).

Solution 17

1. La famille (a, b) est manisfestement libre donc vect(a, b) est de dimension 2.

2. Utilisons la présentation matricielle.

| —— |
o w |

=
wo A
|
)—‘NN
-9 o
e——

-1 4 2 c
0 12 4 | a+3¢ | L, «L,+3L,

0 3 1 b
-1 4 2 c
0 12 4 a+3C L3<—4L3—L2
0 0 0 4b—a—3c
La famille est donc de rang 2 et 4b —a — 3¢ = 0.
3. Utilisons la présentation matricielle.
[ 1 1 =2 a
1 3 1 b
-2 1 2 c
1 -1 1 d
0 1 2 e
-3 1 0 f
| 4 501 g |

et par les opérations L, < L, —L; ,Ly « Ly +2L;,L4 «< Ly —L;,Lg < Lg+3L;,L; « L, —4L,,

1 1 -2 a ]
0 2 3 b—a
0o 3 =2 c+2a
0o -2 3 d—a
0o 1 2 e
0 4 -6 f+3a

| 0 1 9 g—4a |

puis par les opérations L, <~ Ls , Ly « —L, +2Ls, Ly < 3Ls —L;,Ls <« Ly +2Ls,Lg < Lg+2L4,L; < L;—Ls,
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[ 1 1 -2 a T
01 2 e
0 0 1 —b+a+2e
0 0 8 —c—2a+ 3e
0 0 7 d—a+2e
0 0 O a+2d+f

| 0 0 7 g—4a—e

par les opérations Ly « Ly —8L;, Ly <~ Ls — 7L; ,L; < L, — 7L,

1 1 -2 a ]
o1 2 e
0 0 1 —b+a+2e
0 0 O —10a+8b—c—13e
0 0 O —8a+7b+d—12e
0 0 O a+2d+f

| 0 0 O —1la+7b—15e+ g |

Le systeme est donc de rang 3 et vérifie les relations suivantes ,
—-b+a+2e=0,

—10a+8 —c—13e =0,
a+2d+f=0

et
—1la+7b—15e+g =0.

Solution 18

1. Ilestclair que (1) est une base du C-espace vectoriel C qui est donc de dimension 1. Ses sous-espaces vectoriels sont donc de dimension
Ooul,iln’y en adonc que deux : {0} et C.

2. La famille (1, 1) est une base du R-espace vectoriel C puisque tout nombre complexe s’écrit de maniére unique sous la forme
a+ib, a,beR.

Le R-espace vectoriel C est donc de dimension 2. Ses sous-espaces vectoriels sont donc de dimension 0, 1 ou 2, il s’agit donc de {0}
, C et des droites vectorielles Rz pour tout z # 0.

Solution 19

Toute suite arithmétique u est de la forme

(an + b),>o = a(M)pzo + b(Dpz0 »
olta,b € R. Les vecteurs u = (1), et v = (1), engendrent donc I’espace vectoriel des suites arithmétiques. Puisque (u, v) est clairement
libre , cet espace est de dimension 2 et de base B = (u,v).

Solution 20

1. F = {A(1,2,3,0) + u(1,—1,4,2) | (A, ) € K2}. Ainsi, F est le sous-espace vectoriel de K* engendré par les vecteurs (1,2, 3,0) et
(15 _1’ 45 2)

2. Les deux vecteurs ci-dessus n’étant pas colinéaires, ils forment une base de F. Par conséquent, dim F = 2.

Solution 21
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1. Par définition, E est le sous-espace vectoriel de R3 engendré par les vecteurs u = (1,2,3), v = (3,2,1), et w = (1,1,1). Il est clair
que les vecteurs (u, v) sont linéairement indépendants, d’ott dim F > 2. D’autre part, w = u—;rv ce qui implique E = vect(u, v). Par
conséquent, dim(E) = 2.

2. Lensemble F est un sous-espace vectoriel de R3 en tant qu’espace des solutions du systéme homogéne
x—y=0
a trois inconnues X, y et z. Une base de F est ((0,0, 1), (1, 1,0)). Donc dim(F) = 2.

3. Lensemble G est un sous-espace vectoriel de R en tant qu’espace des solutions du systétme homoggne suivant :

x+3y = 0
y+z = 0
2x—z = 0.

Le vecteur nul en est ’unique solution. Donc G est I’espace nul, dim(G) = 0 (sa base est la famille vide).

4. L'ensemble H est un sous-espace vectoriel de R3 en tant qu’espace des solutions du systéme homogene suivant :

x+3y = 0
y+z = 0
x+2y—z = 0.

On résout ce systeme (la premiére équation est superflue car elle est la somme des deux autres) et on trouve que H = (3, —1, 1), donc
dim(H) = 1.

5. L'ensemble L est un sous-espace vectoriel de R3 en tant qu’espace des solutions du systéme homogene suivant :

0
0.

—x+3y+z
—2x+y+2z

On trouve que les solutions sont de la forme (A, 0, 1) avec A € R. Donc (1,0, 1) est une base de L et dim(L) = 1.

Solution 22

Appliquons la méthode du pivot de Gauss...

1 2 -1 3 u
so|o1 1 4 u

2 3 =3 2 u
1 0 =3 =5 u,
1 2 -1 3 Uy
0 1 1 4 us

T lo -1 -1 -4 w-u
| 0 -2 =2 -8 u;—u;
[1 2 -1 3 [Z5%
01 1 4 Us

T loo0 0 0 w-—u4us
[0 0 0 O wuy—u;+2u;

Le rang de la famille vaut donc 2 et les vecteurs sont reliés par les deux relations
Uy = U; — Uz et Uy = Uy — 2U3.

On a donc F = vect(u;, uy, us, uy) = vect(u;, us) et puisque u; et u; ne sont pas colinéaires, (u;, u3) est une base de F.
Solution 23

Raisonnons en deux temps.
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P> Supposons Iexistence d’un supplémentaire commun S de F et G dans E. Comme
dim(S) = dim(E) — dim(F) = dim(E) — dim(G),

on a dim(F) = dim(G).
P> Raisonnons par récurrence (descendante) sur la dimension commune de F et G. Pour tout 0 < k < 1, notons HR(k) la propriété suivante :
deux sev F et G de méme dimension k admettent un supplémentaire dans E commun S.

* HR(n) est banale car S = {0} convient clairement.

* Soit 1 < k < n. Supposons HR(k) vraie. Soient F et G deux sev de E de méme dimension k — 1. Si F = G, F et G admettent clairement
un supplémentaire dans E commun S (c’est du cours!) Sinon, on sait que F U G n’est pas un sev de E et en particulier que FUG # E : il
existe donc u € E \ (F U G). On sait qu’alors F @ Ku et G @ Ku sont deux sev de dimension k — 1 + 1 = k. D’aprés HR(k), ils admettent
donc un supplémentaire dans E commun noté S. Il est alors clair que S @ Ku est supllémentaire commun de F et G dans E, d’ott HR(k — 1).

* La propriété HR(k) est vraie pour tout 0 < k < n d’apreés le principe de récurrence.
REMARQUE. On a utilisé la propriété classique suivante : si F et G sont deux sev de E, F U G est un sev de E si et seulement si F C G ou
G C F. Si dim(F) = dim(G), on peut remplacer cette derniére condition par F = G.

Solution 24

Appliquons la méthode du pivot de Gauss. On a

(1 o 1
a 1 B 1
S~la B a 1
1 a B «a
la B a B
[1 o 1 B
a 1 B 1
~la B a 1 ,Ls « Ls — L
1 a B a
0 0 0 B—1
[1 a 1 B
a 1 B 1
~ |0 ﬁ_l O(—ﬁ 0 ,L3(—L3_L2
1 a ¢ a
[0 0 0 B—1
[1 a 1 g
0 1—-a® B—a 1-oaf
~10 B=1 a=B 0O
0 0 p-1 a-
| 0 0 0 -1
par Lz «— L2 —OLLl, L4 «— L4 _Ll'
P Cas I : B # 1. Le rang vaut 4.
P Cas2:f=1eta=1. Onaalors
1 1 11
0 0 0 O
§~10 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O

et donc le rang vaut 1.
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P Cas3:f=1etaa=—1.0Onaalors

1 -1 1 1
0 O 2 2
S§~]0 0 -2 0
0 O 0 0
0 0 0 -2
et donc le rang vaut 2.
P Cas4:f=1eta# +1.Onaalors
1 o 1 1
0 1-a* 1-a 1-«a
S~ 1|0 0 a—1 0
0 0 0 a—1
0 0 0 0

et le rang vaut alors 4.
Solution 25

1. Puisqu’en dimension 1, le seul hyperplan est I’espace nul, on an > 2.

2. Puisque les deux hyperplans sont distincts, il existe u € H; \ H,. On a donc
E=H2®KUCH2+H1CE,
ainsi E = H; + H, et d’apres la formule de Grassmann,

dim(HlﬂHz)=n—1+l’l—1—n=n—2.

Solution 26

Intuitivement, une fonction de F est uniquement déterminée par ses valeurs en les x;. Considérons donc 1’application

¢ ) { F — Rn+1
' f — (f(xo), f(xl)’ ’f(xn))

L’application ¢ est clairement linéaire.

Soit f € Ker¢. Il existe (ag, aj, ... , @,) et (b, by, ... , b,) dans R™**! tels que Jfiixss I X+ a;x + b;. Pour touti € [0;n — 1]

Xiy1l]
a;x; + bi =0 ai(xH_l - xi) =0 a; = 0
{aixi+1+bi =0 = aixi+bi =0 = bi=0

Ainsi f = 0 et ¢ est surjective.
Soit y = (Yo, V1» --- » Yn) € R™ L. Cherchons f € F telle que ¢(f) = y. En prenant les mémes notations que précédemment, on cherche
donc (ay, ay, ..., ay) et (by, by, ..., b,) dans R™**! tels que

_ Ji+17J)i
{ ax;+b; =y - {ai—

b = Xi+1—Xi
QAiXip1 + 0; = Yip b; = y; — a;x;

Ce qui montre que ¢ est surjective.

Donc ¢ est un isomorphisme et dimF = dim R"*! = n + 1.

On obtient facilement une base (¢;)o<i<,, de F en considérant I'image réciproque de la base canonique de R"*1. 11 s’agit de la base
antéduale de la base (€] )g<i<, de F* avec f (f) = f(x;) pour 0 < i < n. Pour 0 < i < n, e; est la fonction affine par morceaux valant 1 en
x; et 0 en les x; avec j # i.
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Solution 27
k k
1. Soit k € N. Soient Ay, ..., A € R tels que Z Aiu; = (0). La suite Z A = (Ags ove A, 0, ... ) estnulledonc Ag = A = --- = A, = 0.
i=0 i=0
Ainsi la famille (1, ... , uy) est libre. Ceci étant vrai pour tout k € N, RN ne peut étre de dimension finie.

n
2. Les f; sont bien de classe C*. Soit k € N. Soient A, ..., A, € R tels que 2 Aifi = 0. En dérivant j fois o 0 < j < k et en évaluant

i=0
en 0, on trouve A; = 0. Ainsi la famille (fo, ..., fi) est libre. Ceci étant vrai pour tout k € N, C*(R) ne peut étre de dimension finie.
Comme C®(R) est un sous-espace vectoriel de C*(R) pour tout n € N et de RR, ces espaces vectoriels sont également de dimension
infinie.
Solution 28

1. La suite nulle est évidemment périodique. Soient u,v € E, et A, u € R. Alors pour tout n € N,
)Lun+p + Wllpip = Auy, + puy,
car u et U sont p-périodiques. Ainsi Au + v est également p-périodique, ce qui prouve que E,, est un R-espace vectoriel.

2. Tout d’abord, les suites u°, ... ,uP~! sont bien p-périodiques puisque pour tout n € N, n + p = n[p].
Soient A, ..., A,_; € R tels que Ao’ + - + lp_lup_l = Orn. En considérant les termes de rang 0, ..., p — 1 dans cette égalité de
deux suites, on trouve Ay = --- = A,_; = 0, ce qui prouve que (u°, ..., uP~") est libre.
Soit v € Ep. Alors v = vou® + -+ + vp_ uP™!, ce qui prouve que (u°, ..., uP~!) engendre E,,.
Ainsi (u°, ..., uP~1) est une base de Ep.

3. Comme (u°, ..., uP~1) est une base de E, et comporte p €léments, dimE, = p.

4. E, et E, sont tous deux des sous-espaces vectoriels de RN. De plus, une suite 2-périodique est évidemment 4-périodique donc E, C E,.
Ainsi E, est un sous-espace vectoriel de E4.

5. Soitu € F. Alors pour toutn € N, Uy, 4 = —u, 4, = u, donc u € E4. Ainsi F C E4. De plus, F contient la suite nulle et est stable par
combinaison linéaire. C’est donc un sous-espace vectoriel de E,.

6. En posant x,, = cos (,ﬂ) ety, = sin (ng) pourn € N, F = vect(x, y). Pusique F C E,4, on peut alors affirmer que F est un sous-espace
vectoriel de E,.

7. On montre d’abord que (x, y) est libre. Soit alors (A, w) € R? tel que Ax + py = 0. Notamment Axg + 1y, = 0 et Ax; + uy; = 0. On
en déduit que A = u = 0. La famille (x, y) est donc libre. Puisque F = vect(x, ¥), (X, y) est une base de F. Par conséquent, dimF = 2.
On en déduit que dimE, = dim F + dim E,.

I1 ne reste plus qu’a montrer que F N E, = {0} pour affirmer que F est un supplémentaire de E, dans E,. Soit alors u € F N E,. Ainsi,
pour tout n € N, u,, = —u,,, = —U, i.e. u, = 0. On a donc bien FN E, = {0} puis E, = F® E,.

Solution 29

Si I’équation X? + aX + b = 0 admet deux solutions complexes distinctes 1, et 1, I’ensemble des solutions est vectc(x = €%, x > e/2%),
C’est donc un C-espace vectoriel de dimension 2 car la famille (x — e"*, x > e"2*) est libre.

Si I’équation X? + aX + b = 0 admet une solution double r, I’ensemble des solutions est vecte(x = €', x = xe'™). C’est donc un C-espace
vectoriel de dimension 2 car la famille (x — e"™*, x — xe'™) est libre.

Solution 30

D’apres la formule de Grassmann, dim(F 4+ G) = dim F + dim G — dim(F N G) = 4 — dim(F N G). Puisque F + G C R3, dim(F + G) < 3 et
donc dim(F N G) > 1. En particulier, F N G # {0g}. On peut déja affirmer que F et G ne sont pas en somme directe.

Puisque F C F + G, dim(F + G) > 2. Supposons que dim(F + G) = 2, alors dim(F N G) = 2 = dimF = dim G. Puisque FN G C F et
FNG C G, on en déduit que FNG = F = G, ce qui contredit le fait que F et G sont distincts. On a donc dim(F + G) = 3 = dim R3. Puisque
F+GCR3F+G=R3
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Solution 31

1. Clairement 8 = vectc(f,g)avec f : X ER > e/¥etg : x € R eJx . Soit (A, ) € C? tel que Af + ug = 0. En particulier,
Af(0) + pg(0) = 0 et Af'(0) + pug'(0) = 0. Onadonc A + u = O et jA + ju = 0. Puisque j # j, on en déduit sans peine que
A = = 0. Ainsi (f, g) est une famille libre du C-espace vectoriel. C’est donc une base de 8 en tant que C-espace vectoriel de sorte
que dim¢ & = 2.

2. Maintenant, 8§ = vectg(f,if,g,ig). Soit (a, b, c,d) € R* tel que af + bif + cg + dig = 0. On a donc (a + ib)f + (¢ + id)g = 0. Or
(f,g) est une famille libre du C-espace vectoriel 8§ donc a + ib = 0 et ¢ + id = 0. Puisque a,b,c,d sontréels,a =b =c=d = 0.
Ainsi (f,if,g,ig) est une famille libre du R-espace vectoriel. C’est donc une base de 8 en tant que R-espace vectoriel de sorte que

Solution 32

1. Clairement F C E. Soient (y;,y,) € F2 et (A, &) € R2. Alors pour tout x € R,
Ay + my2)" (%) = A1 (%) + py3 () = M1 + xH)p1(x) + W1 + x)y,(x) = (1 + x*)(Ay; + uy2)(x)
Donc Ay; + Wy, est solution de (€) et appartient donc a F. Ainsi F est un sous-espace vectoriel de E.
2. f est clairement de classe € sur R et

x2

Vx €R, f'(x) = xe2 = xf(x)

puis
Vx € R, f(x) = f(x) + xf'(x) = f(x) + x*f(x) = (1 + x*) f (x)
Ainsi f € F.
Puisque la fonction ¢ : ¢ — et est continue sur R, le théoreme fondamental de 1’analyse permet d’affirmer que P : x — Ox et dr

est une primitive de ¢ sur R. Puisque g = f1, g est de classe Clet
g=fY+ A =fb+fo
On en déduit que g’ est elle-méme de classe C! (donc g estde classe C?) et que
g =fY+fY+fo+fe =f"b+2f'¢o+ fo
Alors pour tout x € R,
g"(x) = () + 2f (0)e(x) + f()' (x) = (1 + x3) f)d(x) + 2xf(x)p(x) — 2xf(x)p(x) = (1 + x*)g(x)
g appartient donc bien a F.
3. Soit (v, w) € F2. Alors pour tout x € R,
V'w —ovw') (x) = v"(X)w(x) — v(X)W"(x) = (1 + x*)v(xX)w(x) — (1 + xH)v(x)w(x) = 0
La fonction v'w — vw’ est donc constante sur R.

4. Conformément a I’indication de I’énoncé, on calcule la dérivée de h/f.
Wf—hf
12
Puisque h et f appartiennent a F, la question précédente montre que h' f — hf’ est constante. Notons f3 cette constante réelle. Ainsi
(h/f) = f£2 Autrement dit, pour tout x € R,

(W f) =

(hIf) (x) = Be™" = Bop(x) = BY'(x)
Il existe donc une constante réelle o telle que
hif=pp+a

On en déduit que

h=Bfp+af =af + g

http://lgarcin.github.io 13


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

5. Puisque f et g appartient au sous-espace vectoriel F, vect(f,g) C F. La question précédente montre 1’inclusion réciproque. Ainsi
F = vect(f, g).

6. La famille (f, g) engendre F. Montrons que cette famille est libre. Soit donc (a, B) € R? tel que af + Bg = 0. En évaluant en 0, on
obtient o = 0. On a donc g = 0. En dérivant et en évaluant en 0, on obtient $g'(0) = 0. Or

g'(0) = f'(0)(0) + f(0)p(0) = 1

de sorte que § = 0. La famille (f, g) est donc également libre : ¢’est donc une base de F de sorte que dim F = 2.

Sommes et dimension

Solution 33

E — R

1. F est un sous-espace vectoriel en tant que noyau de ¢ : % fo— ( f (1)) .
k//1<k<10

2. Notons G I’ensemble des fonctions polynomiales de [0,1] dans R de degré inférieur ou égal & 9. G est clairement un sous-espace
vectoriel de E.

Soit f € F N G. Alors f est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a 9 admettant 10 racines : elle est nulle. Alnsi
FnG = {0}

Soit f € E. On montre classiquement que ¢|g est un isomorphisme (interpolation de Lagrange). Il existe donc P € G telle que

P(i) :f(%)pourk € [1,10]. Mais alors g = f —P € F.Onadonc f =P+ gavec P € Getg € F. Ceci prouve que E = F + G.
Par conséquent E = F @ G.
Solution 34
1. a. Puisque le vecteur (1,1, 1) est non nul et engendre G, dimG = 1.

b.

On applique la méthode habituelle.

F= {(XI,XZ,X3) | X1+ Xy + X3 = 0}
{01, 20, =x1 = x3) | (3, x,) € R?}
{x1(1,0,-1) + x,(0,1,-1) | (x, x;) € R?}
vect((1,0,-1),(0,1,-1))

La famille ((1,0,—1), (0,1, —1)) engendre F et est libre car elle est échelonnée et ne comporte pas le vecteur nul : ¢’est donc une
base de F.
On adonc dimF = 2.

. (0,0,0) € FN G car F et G sont des sous-espaces vectoriels de E.

Soit (x1,%5,%3) € F N G. Puisque (X1, x5, x3) € G, il existe A € R tel que x; = x, = x3 = A. Puisque (x;,X,,X3) € F,
X1 + X5 + X3 = 0 et donc 3\ = 0 puis A = 0. On a donc (X1, X5, X3) = (0,0, 0).

Ainsi FN G = {(0,0,0)}.

De plus, dimF 4+ dim G = 3 = dimE, ce qui permet de conclure que E = F @ G.

. On remarque que a = (—1,0,1) + (2,2,2) avec (—1,0,1) € Fet (2,2,2) € G. La projection de a sur F parallélement 2 G est

donc (—1,0, 1) et la projection de a sur G parallélement a F est (2, 2, 2).

. A nouveau, le vecteur (1, ..., 1) est non nul et engendre G donc dim G = 1.

. On applique toujours la méme méthode.

F={(x),....x;) ER" | x; + -+ + x, = 0}
={(X1 s Xy =X = o = Xpy) | (X, 0, X)) € R
={xguy + o+ Xp_qUpy | (xq, e X)) € RPH

= vect (Uy, ..., Up_;)
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ot pour i € [1,n — 1], u; est le vecteur de E dont la jeme composante vaut 1, dont la peme
autres composantes sont nulles.

La famille (uy, ..., u,_;) engendre F et est libre car elle est échelonnée et ne comporte pas le vecteur nul : ¢’est donc une base de
F

OnadoncdimF =n—1.

composante vaut —1 et dont toutes les

. Og € FN G car F et G sont des sous-espaces vectoriels de E.

Soit (x4, ...,Xx,) € F N G. Puisque (xy,...,X,) € G, il existe A € R tel que x; = --- = x,, = A. Puisque (xy,...,x,) € F,
X;+ -+ Xx, = 0etdonc nA = 0 puis A = 0 car n > 0. On a donc (x4, ..., X,) = Og.

Ainsi FN G = {0g}.

De plus, dimF + dim G = n = dim E, ce qui permet de conclure que E = F @ G.

3. Comme F est un hyperplan de E, dimF = n — 1. Comme F est un sous-espace vectoriel de E, Og € F. Puisque u & F, u # Og et donc
dimG =1.
Supposons que FN G # {Og}. Puisque F N G est un sous-espace vectoriel de E, O € FNG. Or FN G # {0g} donc il existe x e FNG
tel que x # Og. Puisque x € G, il existe A € K tel que x = Au. Or x # Og donc A # 0. D’ouu = %x. Or x € F et F est un sous-espace

vectoriel de E donc u = %x € F, ce qui contredit I’énoncé.
Ainsi FNG = {0g} et dimF + dimG = (n — 1) + 1 = n = dimE, ce qui permet d’affirmer que E = F ® G.

Solution 35

1. Ona

clairement G = {(x,,0,0) | x,y € R}, ainsi G = vect(u;, u,) ot

u, = (1,0,0,0) et u, = (0,1,0,0).

G est donc un sous-espace vectoriel de E de dimension 2 puisque (1, u,) est manifestement libre.

Un vecteur (x, y, z,t) appartient a F si et seulement si

c’est-

x —y + z — t =0
2x — y + 3z — 4 =0
a-dire, par 'opération L, « L, — 2L,
x —y + z — t =0
y + z = 2t = 0
y = — z + 2t
x = — 2z + 3t

Ainsi,

ainsi

F est

F={(-2z+3t,—z+2t,z,t) , z,t € R},

G = vect(u;,u,) ou
v =(=2,-1,1,0) et v, = (3,2,0,1).

donc un sous-espace vectoriel de E de dimension 2 puisque (v;, U,) est clairement libre.

2. Puisque dim(F) + dim(G) = dim(E), pour établir que F et G sont supplémentaires dans E, il suffit de vérifier que F N G = {0}. Soit
(x,y,z,t) EFNG,onaalors z=t = 0 etdonc (x,y, z,t) = 0 d’ apres les calculs menés a la question précédente. On sait alors que
la famille

B = (uy, up, Uy, 0y)

est une base de E adaptée a la décomposition en somme directe F @ G = E.
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3. Soit (x,y,z,t) € E. D’apreés la question précédente, il existe un unique quadruplet de nombres (a, 3,7, 8) tel que
(x,y,2z,t) = auy + PBuy + yv; + v,

c’est-a-dire,

(on - 2y + 3% = x
F - v + 2 =y
4 Y — z
L 5 = t
d’ou

a = X + 2z — 3t
] B = y + z — 2t

Yy = z
5 - :

La projection de (x, y, z, t) sur F parallelement 2 G vaut donc,
au; + puy, = (x + 2z —3t,y + z — 2t,0,0),
et celle de (x, y, z, t) sur G parallelement a F,

Yu; + 8v, = (—2z + 3t,—z + 2t, z, ).

Solution 36

1. OnaX € Fsietseulementsi 3x,y € R tels que
X =(x,y,—x) = x(1,0,—-1) + (0,1, 0).

Ainsi F = vect((1,0,—1),(0,1,0)) et F est un sous-espace vectoriel de E. Comme les deux vecteurs engendrant F ne sont pas coli-
néaires, dim(F) = 2. De méme, X € G si et seulementsi 3y € R tels que

X =(2y,y,2y) = y(2,1,2).

Ainsi G = vect((2, 1, 2)) et G est un sous-espace vectoriel de E. Comme G est engendré par un vecteur non nul, dim(G) = 1. Puisque
dim(E) = 3 = dim(F) + dim(G), F et G sont supplémentaires dans E si et seulement si

F n G = {0}
Un vecteur X appartient 8 F N G si et seulement si il existe y € R tel que
X =(2y,y,2y) et 2y+2y=0,
ie X = (0,0,0). Ainsi F N G = {0}, d’ou le résultat.

2. Soit X = (x,y,z) € E. On recherche I’'unique vecteur g de G tel que X — g € F. Puisque g est de la forme g = (24, A, 21) avec
A € R, onrecherche A € Rtel que X — (2A,A,24) = (x — 24,y — A,z — 2A) € F. Cette condition équivauta x — 24 + z — 24 = 0,
c’est-a-dire A = xT+Z. La projection du vecteur X = (X, y, z) sur F parallémement & G vaut donc

X—)L(2,1,2):<x_z 4y —x—z z—x>‘

27 4 72

Solution 37
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1. Notons B = (ey, ... ,e,,) la base canonique de R" et posons Vk < n — 1,

fie=ex—ep.

Les vecteurs f; ainsi définis appartiennent a H et la famille (fi, ..., f,_1) est libre car si un vecteur e; — e,, était combinaison linéaire
des autres , le vecteur e, s’exprimerait en fonction des e;,i # k , ce qui est absurde car B est libre. La dimension de H est donc au
moins égale a n — 1; elle ne peut valoir n car H # E (en effet , u & H) , donc H est de dimension n — 1. Le vecteur u étant non nul ,
Ru est de dimension 1. Ainsi ,

dim(E) = dim(H) + dim(Ru);

pour montrer que H et Ru sont supplémentaires dans E , il suffit donc de prouver que F n H = {0}. Soit (x;,...,x,) € HNRu. On a
donc
X =..=Xxpetx;+..+x,=0,

d’ou (xq,...,%,) =0et H® Ru = E.

2. Prouvons que H @ Rv = E. Puisque v € H, v # 0 et Rv est de dimension 1. En reprenant les justifications avancées a la question 1.,
1 suffit de prouver que F N H = {0}. Soit (x1, ..., X,,) appartenant 2 H N Ru. Il existe donc A € R tel que

Vk < n, x =2

et
X1+ .. +x, =My + ... +0,) =0,

orv & H,doncv; + ... + v, # 0, etainsi A = 0 puis (x;, ..., X,) = 0. On a bien H@® Rv = E.
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