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INTEGRATION

Généralités

Solution 1

X
Posons F(x) = / f()dt. Alors
0

x+T T T+x
F(x+T) = / f(Hde = f f(Hde + f f(H)dt

0 0 T

T T+x x
Par hypothése, / f)dt =0et / f®dt = / f(t)dt par périodicité de f. Ainsi F est aussi T-périodique.
0 T 0
Pour A > 0,
b 1 [ 1
f fQH)dt = 3 fwdu = X(F()Lb) — F(Aa))
a Aa

par le changement de variable u = At. Comme F est continue et périodique, elle est bornée sur R : il existe M € R, tel que Vx € R, |F(x)| <

M. Par conséquent,
b
f fQ)dt
a

T T
SiC= / f()dt # 0, alors posons g(t) = f(t) — % de telle sorte que / g(t)dt = 0.
0 0

b b bC
t/ﬂmm=/gmm+me

b
D’apres ce qui précede, / g(At)dt — 0. Donc
A
a

—+00

= Lipomy —ro <™ o
A A2

—+0c0

b bc. ch-a)
l f(}kt) e i TdtZT.

A—=+o0

Solution 2

1. Soite > 0. Comme f admet pour limite [ en +o0, il existe A € R tel que pour t > A :
€ €
I-—<fH)<l+-
S<fO <+

Soit y > A. On peut intégrer ces inégalités sur [y, y + a] et on obtient :
y+a

al—e < f@®)dt <al+c¢

y+a
Ceci prouve que lim f(t) dt = al.
y—>+oo v

REMARQUE. On aurait également pu appliquer le théoréme des accroissements finis a une primitive de f sur [y, y + al.
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X X+a
2. Par le changement de variables u =t 4+ a,ona f ft+a)dt= f(u) du. Par conséquent, en utilisant la relation de Chasles
0 a

X X+a X
(f(t +a) = f(e))dt = Odi— | o de
L fi+a)-f L f Lf

:faxf(t)dt+fxx+af(t)dt—/oaf(t)dt—faxf(t)dt

= fx e £ dt — fo ) £o) dt

On fait tendre X vers +oco et on utilise la question précédente pour obtenir la limite demandée.

cs s 1s . L. PR T . £
3. 1l s’agit ici d’une simple application de ce qui précéde avec f = arctaneta = 1. On a alors [ = 5 La limite recherchée est donc

1
v
- —f arctant dt.
2 0

Par intégration par parties

N —
N =

1 1
t
j(; arctan t dt = [tarctan t](l) ——/0- T 1dt = g — = [In(1 + tz)](l) = % —~In2

1
La limite recherchée est donc % + 5 In2.

Solution 3

1. f est continue sur le segment [a, b] donc elle y admet une borne supérieure et cette derniére est atteinte. D’oil I’existence de M.

b
2. Soitn € N*ete > 0. Pour tout x € [a,b],0 < f(x) < Mdonc f(x)" < M". Par croissance de l’intégrale,f f)" dx < (b—a)M™.
a

b n L
Donc / fG)"dx|] <M((b-a)n.

Le maximum M de f sur [a, b] est atteint en un point ¢ de [a, b]. Par continuité de f, il existe un intervalle [a, ] C [a, b] de longueur
non nulle sur lequel f > M — € (I'intervalle en question est du type [¢c — 1, ¢ + 1], [c,c + 1] ou [c — 1, ¢ + 1] suivant que ¢ est aux
extrémités ou a I’intérieur de [a, b]). Pour tout x € [a, b], f(x)" > 0 donc

b 8
ffuwwszuwwz@—MM—w
b 2 X
On a alors (/ foo" dx) <B-a)n(M—¢).

On en déduit I’encadrement suivant pour tout n € N* :
1
1 b n 1
B-—a)n(M—¢) < / f)"Mdx|] <M(b—a)n
a

1 1 1 1
Comme lim (B—a)r = lim (b—a)n =1, lim (B—a)n(M—¢)=M—cet lim (b—a)nM = M. Il existe donc N € N* tel
n—>+oo n—+oo n—->+oo n—->+oo

que pour tout n > N

b n
M—2£§(f f(x)"dx) <M+c¢

1

b n
Le raisonnement étant valable pour tout € > 0, ceci signifie que lim ( / fx)" dx) =M.
n—->+oo
a
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1
n
@ ArtENTION ! Il ne faut sutout pas passer a la limite dans 1’encadrement avant d’avoir prouvé I’existence de la limite de / foo" dx)

a
quand n tend vers +o0. Il n’y a pas d’autre possibilité ici que de revenir & la définition epsilonesque de la limite.

Solution 4

Supposons f de signe constant sur [a, b]. Quitte & changer f en —f, on peut supposer f > 0 sur [a, b]. Alors / f > 0 par positivité de

[a,b]
f fl= / f=
[a,b] [a,b]

f‘ | f]- Quitte a changer f en —f, on peut supposer f>0ie.
[a,b] [a,b]

I’intégrale et

L

[a,b]

Supposons

f ' f. 11 s’ensuit que f=

[a,b] [a b] [a,b] [a,b]

f | f| ou encore f |fl = f =0.0r |f| — f est positive et continue sur [a, b] donc |f| — f est nulle sur [a, b]. Ceci signifie que f est
[a,b] [a,b]

positive sur [a, b].

Solution 5

b b
Si / g(t) dt = 0, alors g est nulle sur [a, b] puisqu’elle y est positive et continue. Supposons donc / g(t) dt > 0. f étant continue sur le

a a
segment [a, b], elle y admet un minimum m et un maximum M. Puisque g est positive sur [a, b],

vt € [a,b], mg(t) < f(1)g(t) < Mg(t)

puis par croissance de I’intégrale

b b b
m f o) di < f g dt <M f o(0) dt

b
Ensuite, puisque f g(t) dt > 0,
a

f fg@ dr

J; 80 dt
Puisque m et M sont des valeurs prises par f sur [a, b], le théoréme des valeurs intermédiaires garantit ’existence d’un réel ¢ € [a, b] tel que
b
PNIICECL
=t
J, &) dt
ou encore
b b
JCECL Y O
a a
Solution 6

1. Supposons que f ne s’annule pas sur 10, 7[. Alors t — f(t)sint est continue, positive et non constamment nulle sur [0, 7t] (elle ne
s’annule pas sur 0, 7t[) donc f f(t)sint dt > 0, ce qui contredit 1’énoncé.
Ainsi f s’annule bien sur ]0, n[

2. La premiére question prouve déja que f s’annule au moins une fois en un réel a €]0, 7t[. Supposons que f s’annule une unique fois en
a. Alors f est de signe constant sur |0, a[ et sur ]a, 7t[.

Si f est de méme signe sur |0, a[ et ]a, 7t[, alors on ne peut avoir f f()sint dt = 0 cart — f(t)sint est continue, de signe constant
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sur [0, 7t] et n’y est pas constamment nulle (elle ne s’annule pas sur |0, a[ ni sur ]a, 7t[).
Nécessairement, f est de signe différent sur |0, a[ et sur ]a, 7t[. Mais alors t — f(t)sin(t — a) est continue, de signe constant sur [0, 7]
et n’y est pas constamment nulle (encore une fois, elle ne s’annule pas sur |0, a[ ni sur ]a, ), ce qui contredit le fait que

/nf(t)sin(t—a) dt :cosa/nf(t)sintdt—sina/nf(t)cost dt=0
0 0 0

Notre supposition initiale était donc fausse : f s’annule au moins deux fois sur ]0, 7t[.

Solution 7

b b
Posons m = lea / f(t) dt et considérons g : t € [a,b] — f(t) — m. g est continue sur [a, b] et / g(t) dt = 0 donc g s’annule sur
a a
[a,b].

Solution 8

b
Par linéarité, f P(t)f(¢) dt = 0 pour tout P € R, [X].

a
Supposons que f s’annule n fois au plus sur [a, b]. Notons ¢; < -+ < ¢, les points de [a, b] ol f s’annule en changeant de signe. On a donc
p < n. Par continuité, f est de signe constant entre deux ; consécutifs.
P

Posons alors P = H(X — ¢;). P change également de signe en les ¢; et reste de signe constant entre deux c; consécutifs. On en déduit que
k=1

b
t — P(t)f(t) est de signe constant sur [a, b]. Puisque degP = p < n, f P(t)f(t) dt = 0. Enfin, t = P(t)f(¢) est continue sur [a, b]. On en

a
déduit que cette fonction est nulle sur [a, b]. Or P ne s’annule qu’en les ¢; donc f est nulle sur [a, b] \ {cy, ..., ¢, }. Par continuité, f est nulle
sur [a, b].

Solution 9

1. Comme f est de classe C! sur [a, b], on peut effectuer le changement de variable y = f(x) dans la seconde intégrale. Ainsi
fb) b
0y =[x ax
f(@) a

Puis, par intégration par parties :
b b
’ b
[ a0 ax=pn - [ ax
a a
On en déduit la formule demandée.

2. La somme des aires des intégrales (coloriées en rouge et en bleu) vaut la différence des aires des rectangles dont le premier a pour
dimensions b X f(b) et le second a X f(a).
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f(b)

f@

Calculs

Solution 10

Pour 0 < k < n— 1, la fonction f prend la valeur k sur ]S k+1 [ elle est donc en escalier. On a :

1 n-1 n—1
/ fHde = kin= )
0 k=0 2

Solution 11

1. Effectuons le changement de variable de classe C! t = w — u. On obtient

mT—u mT—u

0 b
I= _fn 2+sin(7t—u)du - _/0 2+sin(u)du

T T
x du _ u du
b 2+sin(w) J, 2+ sin(u)

=nJ-1

Ainsi

2. Calculs delet].

a. La fonction F est continue en tant que primitive de la fonction définie et continue sur R

t —_—
2 + sin(t)

b. Soit x €] — 7, 7t[. Effectuons le changement de variable bijectif de | — 7, [ sur | — 00, +oo[ et de classe €', u = tan(¢/2). On a

2 1 1

= ——du et = ’
1+ u? 2+4sin(t) o4
u2+1

dt
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F(x)

Il
s—

tan(x/2) du ftan(x/Z) du
0 (

wHutl u+1/22 + (V3/2)°

5 5 tan(x/2)
— arctan (— X (u+ 1/2))]
3 V3

Il
—

0
2

— arctan (j_(tan(x/Z) + 1/2)) - % arctan (1/\/_)

3

% arctan (j_(tan(x/z) + 1/2))

T
33
c¢. Puisque F est continue en 7, on a

2 2
J=F(m = lim Fx)= —=x 2 - —= ==

3 W3 33

2
On en déduit que I = ——.
34/3

Solution 12

1. Ce calcul releve du formulaire :

dx  arctan(x/ \/_ )
X245 \/g

/‘ dx
Vx2+5

f e* sin(e*)dx = — cos(e¥).

2. Idem :
= argsh(x/\/g).

3. Aucune difficulté :

4. Ona 5
f tan3(x)dx + f tan(x)dx = tanz(x)
et
f tan(x) = — In(cos(x)|)
d’ou 5
f tan3(x)dx = tanz(x) + In(| cos(x)|).
5. Ona ) ) )
f tan3(x) dx + f tan(x) dx = " 2tan?(x)
et
ftan( )dx = In(| sin(x)|)
d’olu

f dx = ————— — In(| sin(x)]).

tan3(x) 2 tan?(x)

6. 1l faut distinguer deux cas...
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e Sim=1,ona

2x+3
/ mdx = 1n(|x2 +3x+ 7|)

e Sinon, on a

2x + 3 v (x? +3x+ 7)™
(x24+3x+7)m 1-m '

7. Sans soucis :

/ @dx - %lnz(x).

8. Routine :

[ e

Solution 13

1. On pose z = o + i. Ainsi
H(x) = Re (eZ) + 2 = |z| cos(x — @) + 2 = Vo2 + 1cos(x — @) + 2

2
ol ¢ est un argument de z. H ne peut s’annuler que si ————— appartient a2 [—1,1]. Or
a2 +1

2 4
—1<————— <1 & 0< <1 & &?>3 & |oc|2\/§

S Va1 e

Une condition nécessaire et suffisante pour que H ne s’annule pas est |a| < \/E

2. La fonction T est continue comme comme inverse d’une fonction continue ne s’annulant pas. Ainsi I’intégrale définissant F(x) est

1
bien définie. De plus, F est une primitive de T donc F est continue (et méme de classe C!).
dt
acost+sint + 2

de classe C! sur [0, x] (ou [x,0]). On utilise alors le paramétrage rationnel du cercle trigonométrique pour exprimer cost et sin t en
fonction de u

P
t t
Soit x €] — 7, wt[. On a F(x) = / . On peut effectuer le changement de variables u = tan > puisque ¢ > tan 5 est

X pe
F(x) B ftan = o) du B ftan 2 2 du
0 1+ u?) (Ocl_u2 + 2 +2) 0 2-ou?+2u+2+a

1+u? 1+u?

On ne peut avoir a = 2 puisque |ot| < \/E

F(x) B 2 /vtan % du B 2 ftan )2_C du
2-a Wy Ly 2-a ( 1 >2+ 3—q2

2—a 2—o (2—a)?

V3—a2

2—oa

=575 -/0. N (u+ ;u)z vp 2 = oc% <ar0tan (% (tan 3 + ﬁ)) - araan(%ﬁ))

Or |a| < v/3 donc 3 — o > 0. Posons f =

_ 2—a X 1

2 1
= —— | arctan | ——tan - + —— | — arctan | ——
\/3—0{2( (\/3—0(2 2 \/3—0(2) (\/3—0(2))
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271 i
3. Par 2m-périodicité de H, dt = i Ainsi F(21) = F(nt) — F(—m). Comme F est continue, F(nr) = lim F(x) et F(—7) =
H(t) _n H(t) X-7

lim . F(x). En utilisant I’expression précédente valable pour x €] — 7, 7t[, on trouve :
X—>—TC

27

V3—a?

F(2n) = F(n) — F(—n) =

Solution 14

1. f est continue sur R comme inverse d’une fonction continue sur R ne s’annulant pas sur R. Elle admet donc des primitives sur R.

a+ fBcos2t

X
F(x)zf e _x
,

a

X
1 1
2. OnaF(x) = f f() dt. Orpourtout t € R, ———— > . Ainsi pour x € R, :
0

. X . .
Comme lim = = +oo, on aégalement lim F(x) = +oo.
X—+o00 A X—=+00

3. Soit x € ]—g, g[ Comme tan est de classe C! sur [0, x] (ou [x,0]), on peut effectuer le changement de variable u = tant dans
1
’intégrale définissant f. Remarquons de plus que cos® t = ———~. Ainsi:
1+ tan“ ¢

F(X)=/anx dt 3 —fmx > dt = ! arctan( Ltanx)
0 (1+t2)(oc+—) 0 at? +a+f3 Voala + B) a+f

1+¢2

4. 49 — 45sin* x = 4 + 45 cos? x. Il suffit donc de poser a = 4 et § = 45 pour se ramener au cas précédent. Comme f est 7t-périodique

et paire,
1=2f f(Hde = 2/2 f()dt =4/2 F(o)dt =4F(§)
0 -z 0

o . s 1 . p ST .
F est une primitive de f sur R donc elle est continue sur R et notamment en 5 En utilisant I’expression déterminée a la question
précédente, on trouve :

F(E> = lim ; arctan( -« tanx) = T
2/ 52 \fa(a + B) Vot 2Va(a + )
27 21 T

Va@tp) Ja@aias 7

Finalement, I =

Solution 15
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a?+b> b2-a?

Pour simplifier, on supposera a? < b?. On effectue le changement de variable x = > + > sin ©. Ainsi
% 2 2 2 _ 2 2 _ 42\2 2 _ 2
= @ +b +b 9 sind (b a4 ) (1+sin6)(1—sin6)b 9 cos0dd
n 2 2 2 2
T2
3 2

>
2 2 2 =0

E]

2 2 22 2 2\2 2 _
=f (a +b +b 2a sin9><b a) V1 —sin?BcosBdb carb a

2

-\ ({2 B—d 5 T T
_< 5 )/;ﬂ( 5 + > sm@)cos 0do carcos@ZOpouree[—E,E]

_ b2 — a2\?
- 2

2,12 5 2 2 e
a+b fzcos26d6+b 2a [Zsinecoszede]
_(bz—a2)2a2+bzg

2 )=
2 2 2

2 2

= (02— (@ + D)

Si a? > b?, on trouve pour I ’'opposé de cette valeur.
Solution 16

1. Par une intégration par parties

t x o2 dt
)= [, 040 [ e

= Gy (1 D@L = 2 ()
Ainsi .
2(n+ Dl (x) = Tyt n + DI,(x)

2. Le résultat de la question précédente alliée a une récurrence simple garantit ’existence de lim I,,(x) pour tout n € N. Si on pose
X—=>+0o0

2 1

I, = lim I,(x) pour tout n € N, on obtient l,,,; = Lln pour tout n € N. Ainsi
X—+00 2n + 2

L, _Tr2k+1_ (o _ 1 (2n

lo  jg2k+2  2(n2 221\ n

T n (2n
Puisque [y = 5 L, = i pour tout n € N.

Inégalités intégrales

Solution 17

1. Procédons en deux temps...

e Etude en 0. f étant de classe €' sur [0,1], on a

fx) = f(0) + f/(0)x + 0(x) = f'(0)x + 0(x).

http://1lgarcin.github.io 9
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Comme
1 1

tan(7tx) 0 X+ o(x)’

cotan(7tx) =

on a, au voisinage de 0,
J'(0)

f(x) cotan(7tx) == +0(1).

(0
La fonction x € ]0, 1] — f(x) cotan(mx) est donc prolongeable par continuité en 0 par %

s Etude en 1. f étant de classe C! sur [0,1], on a
FA+x) = F)+ f'(Dx +o(x) = f'(1)x + o(x).
Comme

1 1
tan(mx) o mx + o(x)’

cotan(7t(x + 1)) =

on a, au voisinage de 0,
')

S + x) cotan(7x) == + o(1).

f'@

La fonction x € ]0, 1] — f(x) cotan(mx) est donc prolongeable par continuité en 1 par —

2. On note g ce prolongement et h = fg.

a. hest dérivable sur ]0, 1[ en tant que produit de fonctions dérivables sur cet intervalle, et, pour 0 < x < 1,
W (x) = f(0g(x) + f(x)g'(x).
Or, d’apres le théoreme de dérivation d’un produit,
g (x) = f'(x) cotan(mtx) — 7(1 + cotan?(7x)) f(x).
On a donc

h(x) = 2f'(x)g(x) — m(1 + cotan?(mx)) f (x)?
= 2f"(x)g(x) — n(f(x)* + g(x)*)

La fonction g étant prongeable par continuité en 0 et 1, h’ admet des limites finies en 0 et en 1. Comme h est continue sur [0, 1]
et de classe C! sur ]0, 1[, on déduit du théoréme de dérivation d’un prolongement par continuité que h est de classe €! sur [0, 1].

REMARQUE. Rappelons le théoréme de dérivation d’un prolongement par continuité : si f : I — R est continue sur I, de classe
Clsur I\ {to} et que f’(t) admet une limite finie £ lorsque  tend £, avec t # f,, alors f est dérivable en t,, f’(ty) = € et f est de
classe C! sur I. Ce résultat utile est une conséquence (facile) du théoréme des accroissements finis.

b. On remarque que, pour tout x dans [0, 1],

—ng(x)? + 2f'(x)g(x) = —n[(g(x) — f'(x)/m)* — f'(x)*/m?]

—mg) + 2 (X)) < = f' (Y

et donc

h'(x) = 2f'(0)g(x) — n(f(x)* + g(x)*) < —mf(x)* + %f '(x).

c¢. Par positivité de I’intégrale, comme
1
Vx € [0,1], R'(x) < —mf(x)* + —f'(x)?,
ona

1 1 L1 ,
h’()de— ()7 + —f"(x)")dx,
fo x)dx 0<7tfx 7tfx)x
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et puisque
1
[ h'(x)dx = h(1) — h(0) = 0,
0
on a, par linéarité de I’intégrale,
1 1
thf f(x)%dx < / f'(x)?*dx.
0 0

Solution 18

* Puisque f’ > 0, la fonction f est croissante sur [a, b]; f(a) = 0 donc f est positive sur le segment [a, b].

* Posons pour tout x € [a, b],
2

G(x) = _l ’ f3(tdt — ( fa ’ f(t)dt) )

Puisque les fonctions f et f3 sont de classe C! sur [a, b] , la fonction G est deux fois dérivable sur [a, b] et sur cet intervalle ,
X
6/ = 00 - 20 | s
a

- f(x)(fz(x) 2 f f(t)dt>
0

Posons pour tout x € [a, b],

HOx) = f2(x) - 2 f F.

0

Puisque f est positive , G’ et H ont le méme signe. La fonction f étant de classe C' , H est dérivable sur [a, b] et
H'(x) = 2f(x)(f'(x) - 1) < 0.
La fonction G’ est donc négative : G est décroissante ; puisque G(a) = 0, la fonction G est négative sur [a, b] et en particulier G(b) < 0

, ie
3

fb f3(Hdt < (fb f(t)dt) .

Fonctions définies par des intégrales

Solution 19

La fonction
t— /1 +1In%()

étant continue sur R et les fonctions

x—er¥ et x— e ¥

de classe C* sur R et a valeurs dans R, la fonction 1 est dérivable sur R et, sur cet intervalle,

eV1+x2+e W14 x2
2ch(x)V1 + x2

P'(x)

Solution 20
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1. La fonction partie entiére étant continue par morecaux, la fonction t — 371! est également continue par morceaux. La fonction f est
donc bien définie.

2. La fonction t + 37l est constante égale 2 37 sur chaque intervalle ]k, k + 1[ o k € Z. Par définition de 1’intégrale d’une fonction
constante par morceaux :

n—1
1-3"  1-3"n
fny=> 37k= 3 5123
k=0

T 1-3"1 2

Ainsi f(n) — E

n—-+o0o 2

3. Comme t — 3™\t est positive, la fonction f est croissante. En particulier, f(]x]|) < f(x) < f(|x] + 1). D’aprés la question précédente,

f(x]) et f(Ix] + 1) tendent vers % quand x tend vers +oo. Par encadrement, f(x) tend vers % quand x tend vers +oo.

Solution 21

1 1
1. Onrechercheles x telsque g : t — i soit continue sur [x, x2] ou [x?, x]. Comme ¢ i est continue sur D =]0, 1{U]1, +oo[, on
en déduit que f est continue sur D.

2. Si0 < x < 1, alors x? < x. g est strictement négative sur [x2, x| mais ’ordre des bornes fait que f(x) > 0.
Si x > 1, alors x < x2. g est strictement positive sur [x, x?] et ’'ordre des bornes fait que f(x) > 0.

1 1 1 2
3. Etudeen0: Si0 < x <1, — < — < —— pour ¢ € [x2,x]. On en déduit que X
R Inx Int In x2

x2—x
2Inx

X _ 0. Donc, d’apres le théoréeme des gendarmes, lirg+ f(x) = 0. f est donc prolongeable en 0 en posant
X—

X
< f(x) < . Par opérations sur

Inx

les limites, lim
x—0+
f()=o.

REMARQUE. On peut également remarquer que g est prolongeable par continuité en 0 (puisque de limite nulle). En notant G une
primitive de g sur [0, 1[, alors f(x) = G(x?) — G(x) pour tout x €]0, 1] et, G étant continue en 0, lir(r)1+ f(x)=0.
X—

Inx

b 1 X
Etudeen1: Si0 < x < 1, alors pour tout t € [xz,x], i < — < —— puis par croissance de I’intégrale,

x2 5 x?
x= dt x dt
< < —_
/x tint —f(x)—_/x tint

X2 [In(= ()X < fx) < x[In(= ()T

=]
-
J—
=]
-
-
=]
-

ou encore

ce qui donne
x*In2 < f(x) < xIn2

On en déduit que lir{1 f(x)=1n2.
X—>1=

Si x > 1, alors pour tout t € [Xx, x?], < —— puis par croissance de I’intégrale,

x x2
x dt x? dt
— < <
_K tlnt—f(x)—/x tint

x[nIn@®)]F < f(x) < %2 [InIn()]*

ou encore

ce qui donne
xIn2 < f(x) < x?In2

On en déduit que lir{1+ f(x)=1In2.
x—

Finalement, lim1 f(x) =1In2. f est donc prolongeable par continuité en 1 en posant f(1) = In 2.
X—
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REMARQUE. On peut aussi remarquer en utilisant un développement que

1 1 1
-1z to®

pour tout ¢t €]0, 1[U]1, +oo], on a pour tout x €]0, 1[U]1, +oo],

En posant h(t) = g(t) — r i 1

2

f(x)=/x tf—tl /x h(t)dt:ln(x+1)+/x h(t) dt

1
h est prolongebale par continuité en 1 (puisque de limite 5). En notant H une primitive de & sur R%, f(x) = In(x + 1) + H(x?) —
H(x) pour tout x €]0,1[U]1, +oo[ puis, H étant continue en 1, lirri f(x)=1In2.
X—

4. Notons G une primitive de g sur ]0,1[. Pour 0 < x < 1, on a donc f(x) = G(x?) — G(x). Donc f est dérivable sur 0, 1[ et
-1 -1
f'(x) = 2xg(x?) — g(x) = X pour tout x €]0, 1[. De la méme maniére, f est dérivable sur |1, +oo[ et f'(x) = X
X €]1,+oo[. f est continue en 0 et liII(l) f'(x) = 0. D’apres le théoréme de la limite de la dérivée, f est dérivable en O et f'(0) = 0. De

X
méme, f est continue en 1 et lim1 f'(x) = 1. D’apres le théoreme de la limite de la dérivée, f est dérivable en 1 et f'(1) = 1.

pour tout

X
On a alors f'(x) > 0 pour tout x € R, ce qui montre que f est croissante sur R, .
On a montré que f(x) > x1In2 pour x > 1. Par minoration, lim f = +c0.
+00

lnx+l—1 1
———*X  Posons h(x) =Inx+ i 1 pour

5. f est deux fois dérivable sur 0, 1] et sur |1, +oo[ et pour x €]0, 1{U]1, +oo[, f"(x) = 2
n“x

x—1
x>0.0Onah'(x) = = Ainsi h est décroissante sur ]0, 1] puis croissante sur [1, +oo[. De plus, h(1) = 0 donc h est positive sur
R;.
On en déduit que f” est positive sur ]0, 1[U]1, +oo[. Donc f’ est croissante sur [0, 1] et sur [1, +oo[. Or f” est continue en 1 donc elle
est croissante sur R, . Ceci montre que f est convexe.

6. Les informations obtenues aux différentes questions permettent de tracer le graphe suivant :

25

20 |

15

10 |

Solution 22

1. A T’aide d’une formule de trigonométrie et de la linéarité de I’intégrale, on a pour tout x € R :

f(x) = sin(x) fx cos(t)g(t) dt — cos(x) fx sin(t)g(t) dt
0 0
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P X
Les applications x — f cos(t)g(t) dtet x — / sin(t)g(t) dt sont de classe €' comme primitives de fonctions continues. Comme
0 0

sin et cos sont également de classe C!, on en déduit que f est de classe C! et que pour tout x € R :

f'(x) = cos(x) f ) cos(t)g(t) dt + sin(x) cos(x)g(x) + sin(x) f ) sin(t)g(t) dt — cos(x) sin(x)g(x)
0 0

= /x (cos(x) cos(t) + sin(x) sin(¢t)) g(¢) dt = fx cos(t — x)g(t) dt
0 0
2. On a montré a la question précédente que pour tout x € R :
f(x) = cos(x) fx cos(t)g(t) dt + sin(x) fx sin(t)g(t) dt
0 0
On démontre comme 2 la premiére question que f” est de classe C! i.e. que f est de classe €. De plus, pour tout x € R :

f"(x) = —sin(x) / cos(t)g(t) dt + cos?(x)g(x) + cos(x) f sin(t)g(t) dt + sin*(x)g(x)
0 0

= —f (sin(x) cos(t) — cos(x) sin(t)) g(t) dt + g(x) = —f(x) + g(x)
0

Ceci prouve que f est bien solution de y” +y = g.

3. La solution générale de 1’équation homogene y” +y = 0 est x — Acos(x) + usin(x) avec A, € R. Comme f est une solution
particuliere de y” + y = g, on en déduit que les solutions de y” +y = g sont x — f(x) + Acos(x) + psin(x) avec A, u € R.

Solution 23

2x
Posons f(x) = f %St dt pour x € R*.
X

£2
D’apres 1’inégalité de Taylor-Lagrange, |cost — 1| < — pour tout t € R. Soit x € Rj}.

2x 2x 2x
cost dt cost—1
— dt — —| = — dt
t t t
X X X
2x
cost—1
Sf | t | 4t
X

2x 2

1 3x

< = = —

< Zu/ tdt 2
x

> dt 3x?
O — =In2et lim — =0d li =1In2.
r —/); ; nZet lim — onc lim f(x)=1In

cost
Puisque t — - est impaire, f est paire et lirg f(x)=In2.
x—0~
Finalement, lim f(x) = In2.
x—0

Solution 24

Soit (x,y) € R2. Par inégalité triangulaire,

b
80— gl < f O] sin(tx) — sin(ty)] dt

Or sin est 1-lipschitzienne car | sin’ | < 1 sur R donc

b b
g(x) — g S[ Lf(Oltx — ty| dt = IX—YIf Lf(0)e| dt
a a
b
En posant K = f |f(®)t| dt, g est K-lipschitzienne.
a
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Sommes de Riemann

Solution 25

OnaVvVn>1

B Z1()+1

Il s’agit d’une somme de Riemann sur [0, 1] pour la fonction continue

: 0,1 —_—.
fruel ]'_)1+u2

La suite converge donc vers

Solution 26
OnaVvVn>1
z k
=N TI(1+%),
k=1
ainsi

1< k
w, = ll’l(Un) = E Z In <1 + E)
k=1
11 s’agit d’une somme de Riemann sur [0, 1] pour la fonction continue
fiuel0,1] — In(1 + w).

La suite (w,),»; converge donc vers

1

1
f In(1 4+ w)du = |(u+ D[ In(u+1) —1]
0

=1n(4)—-1

0

et , par continuité de 1’exponentielle ,

. 4
lim v, = -
n—+oo e

Solution 27

En factorisant par n, le terme u,, devient

u_l( LI DR )
"Tu\1+1/n 1+2/n 1+n/n)’

1
Si pour t € [0, 1], on pose f(t) = 1 alors le terme u,, vérifie

n
1
On reconnait donc la somme de Riemann de la fonction f sur le segment [0, 1]. On peut affirmer que la suite (u,),>1 est convergente de

1
limite f f()dt, c’est-a-dire In(2).
0
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Solution 28

Posons, pour n assez grand, v, = In(u,,) et notons M un réel tel que |f| < M sur [0, 1] (un tel réel existe car f est continue sur le segment
[0,1]). L’inégalité de Taylor-Lagrange a 1’ordre 2 en 0 appliquée a la fonction

t~1In(1+1t)

ln(1+;f<s>)—;f<s>

entraine, pour n assez grand et k entre 1 et n, que

ou C est une constante positive. Nous avons donc

n

1
De I’inégalité ci-dessus et de la convergence de la somme de Riemann (1/n) Z f(k/n) vers / f(t)dt, on peut déduire que la suite (V)31
k=1 0

est convergente de limite f f(t)dt. Par continuité de la fonction exponentielle, la suite (1), est donc convergente vers exp( / f(t)de).

Solution 29

k

k N .
On peut écrire u,, = Z Vk(n—k)=n?= Z m (1 — —) On reconnait une somme de Riemann.

n—+o0o

%g g(l__)M:/olmdx

On met le trindme sous la racine sous forme canonique :

I_fw/i_x__ fmdx

Effectuons le changement de variables u = 2x —1:

1
=%f V1—u2du
-1

1
Or f V1 —u? du est Iaire du demi-disque unité et vaut donc g On en déduit que I = g puis que u,, ~ T2,

no+oo

Solution 30

. km
Les racines de X2 — 1 sont les complexes z, = ' n pour k € [—n + 1, n]). Mais pour k € [1,n — 1], z_x = Zx donc

n—1 n-1
XM-1=X-DX+D][[X-z0X-z0)=X*-D]] <X2 — 2Xcos KE 4 1)
k=1 k=1 h

Notons I I’intégrale a calculer. On a

1 T
I= zf In(r? — 2rcos© + 1) do
-7

Par parité de cos, on peut affirmer que

T
I= f In(r? — 2rcos© + 1) do
0

Pour n € N*, posons :
n—-1

T kn
S, == z In(r2 =2 =41
n n(r ¥ cos + )

k=0
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Comme 0 + In(r? — 2r cos © + 1) est continue sur [0, 7], la suite (S,,) converge vers I d’aprés le théoréme sur les sommes de Riemann. Mais

d’apres ce qui précede
. (i kn
I 2 _ g
S, = nln(Hr 2r cos - +1)
k=0
T - krn
= 1n<(r—1)2Hr —2rcos—+1>

h k=1
2n
7r rt—1
== —1)2
n <(r ) r2—1>
-1
=z ln(—r P2 — 1)
n r+1
T m., r—1
==In(r*" -1 —1
n n(r )+n nr+1
Toutd’abord,Elnr_1 — 0. Puis
n 1 no+oo

1
ln(rZ”—l)—annr+ ln( —) — 2nlnr

r2n

n—+oo

On en déduit que I = 2mInr.

Equations intégrales

Solution 31

Soit f une telle fonction. Alors le théoreme fondamental de 1’analyse montre que f est dérivable et que f”

f(0) =0, f est nulle sur R.
Réciproquement, la fonction nulle convient évidemment.

Solution 32

= f. Puisqu’on a également

Soit f une telle fonction. Alors le théoréme fondamental de 1’analyse montre que f est dérivable et que f’
que f(x) = Ae=3* pour tout x € R. Par ailleurs, f(0) = 2f(1) de sorte que A = 0. f est donc nulle sur R.

Réciproquement, la fonction nulle convient évidemment.
Solution 33

= —3f. Il existe donc A € R tel

Par une récurrence sans difficulté sur n € N*, on prouve que f est de classe C" sur R et que
vx e R, fM(x)=1f"=D(x).
Comme f(0) = 0, on en déduit que Vn € N, f((0) = 0. Soit x € R fixé. On note
vneN, M, = ter[n_a;)fx]|f(”)(t)|.
Par une récurrence facile, on prouve a partir de I’égalité
vt € [-x,x], fO@) =1 f=D(e)

et le fait que [-Ax, Ax] C [—x, x], que
vneN, M, <A T2HM, < M,.

Or, d’apes la formule de Taylor avec reste intégral, on a

vneN, f(x)= f (x— ) =2t D(p)dt.
0

Ainsi,
n+1M
vmen, | < M
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Comme "
x|t M
lim —| | U

n—+oo n!

0

et on en déduit par encadrement que f(x) = 0. Ainsi f = 0. Réciproquement, il est clair que f = 0 est une solution de I’équation de départ.

Suites d’intégrales

Solution 34

1. Le calcul ne pose aucune difficulté, on trouve

10: et 11:1

T
2
2. Soit n € N, intégrons I, , par parties en posant V¢ € [0, /2],
u(t) = —cos(t) et v(t) = sin*1(¢).
Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0, 7t/2] et,

vt € [0,7/2], u'(t) = sin(t)

et
U'(t) = (n+ 1) cos(¢) sin™(¢).

La formule d’intégration par parties s’écrit donc,

Lnyz = [— cos(t) sin™ (1)]5"?

/2
+(n+ 1)/ cos?(t) sin"(t)dt
/2 ’
=+ l)f (1 — sin®(¢)) sin™(¢)dt
0

/2
=(n+ 1)/ (sin™(t) — sin™*2(t))dt
0
=+ DI, —(n+ Dy,

D’ou la relation de récurrence,
vneN, (n+2),,,=m+1)]I,.

3. D’apres la relation de récurrence établie précédemment :

I _(@Cn=-1)x(2n-3)x--x3x1
T xn-2)x - x4x2 °
_(2n)><(2n—1)><(2n—2)><(2n—3)><---><4><3><2><11
[(2n) X (2n —2) X - X 4 X 2]°
o C@en) o CCn)! =
TP 0 2222

0

De la méme facon,
Ly = 2nx2n—-2)x -+ x4x%x2 X
2n+1)x2n—1)x---x5x%x3
B [(2n) x (2n —2) X -+ X 4 X 2]* .
Ten+ D)X Xx2n—1)X2n—-2)X - X5x4x3%x2!
. 22(u)?
T Cen+D! T 2n+1)
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4. Puisque Vt € [0,7/2], 0 <sin(t) < 1,o0na
vneN, sin"t(t) < sin(t),

ainsi apres intégration sur le segment [0, 71/2],
Ly <1y

La suite (I,),en est donc décroissante. On a donc en particulier,
vneN, In+2 < In+1 < In

soit encore, d’apres la relation de récurrence obtenue ci-dessus,

n+1
Vn € N, n_-}—zln < In+1 < In.

5. Par une récurrence sans difficulté , on prouve a I’aide de I’inégalité précédente que pour tout n positif I,, > 0. D’apres le résultat de la
question 3.,

1
wnen, 2HL ol oy
n+2 I,
de plus
lim Ly

n—>+oon+2_

d’ou, en appliquant le théoréme d’encadrement,
I
lim 2+l =1
n-+oo I

et donc

In+1 ~1Iy.
6. Posons v, = (n + 1)I,,,;I,,. On remarque que Vn € N,
Up41 = (M + )0l = (0 + DIplyy = vy
La suite (v,),en €st donc constante égale a /2 car I; = 1.

7. Ona (n+ 11,411, ~ nI2 d’apres ce qui précede. Ainsi,

, T
lim nl2 = =
n—+oo 2

et puisque la fonction racine carrée est continue en 7/2 et que I,, est positive,

lim /i, = \/E
n—+00 2

ainsi

Solution 35

1. Posons x = g + u. Alors f,, 3(x) = (—1)" sin(2nu) In(—A sin u). Or sin(2nu) ~ 2nuet —Asinu = —Au(l + o(1)). Ainsi
0 u—0

In(=Asinu) = In(—Au) +In(1 + 0(1)) = In(—Au) + o(1) ~ In(—Au)
u—0 u—0 u—0
le dernier équivalent étant justifié par le fait que In(—Au) — —o0. On a donc
u—0

(=D"sin(2nu) In(—Asinu) ~ (=1)"2nuln(—Au) — 0
u—0 u—0

par croissances comparées. La limite recherchée est nulle.

http://lgarcin.github.io 19


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

2. Remarquons que les intégrales de cette question sont bien définies puisque f;, 5 est continue sur [0, 5[ et prolongeable par continuité

en g d’apres la question précédente. Il suffit alors de remarquer que In(A cos x) = In A + In(cos x). Il vient alors

/ * fur(x) dx = Ind f * sin(2nx) dx + / * () dx
0 0 0
- —1n7t[—cos(2"x)]2 +1,
2n 0
1+ (-1

T T

2 2
3. Onal; = / sin(2x) In(cos x) dx = 2 / sin x cos x In(cos x) dx. On effectue le changement de variables t = cos x de sorte que :
0 0

! 1 ! 1
11:2/ tint dt = [£*Int] —/ tdt=—=
0 0 0 2

On a sin4x = 2sin2x cos 2x = 4 sin x cos x(2 cos? x — 1). En effectuant a nouveau le changement de variables ¢ = cos x dans I,, on
obtient :

1 1
12:4f t(2t2—1)lntdt:2[(t4—t2)lnt](1)—2f (t3—t)dt=%
0 0

T
4. On effectue le changement de variables t = 5 X dans I, et on obtient :

T T

I, = fz sin(nmt — 2nt) In(sin t) dt = (=1)"*! / : sin(2nt) In(sin t) dt
o 0

Par ailleurs

fz sin(2nt) In(sin t) dt = fz 2 sin(nt) cos(nt) In(sin t) dt

0 0
1
On effectue une intégration par parties en remarquant qu’une primitive de t — 2sin(nt) cos(nt) est t ” sin?(nt) et que la dérivée
de t — In(sint) est t = cott. On a donc
T

fz 2 sin(nt) cos(nt) In(sin t) dt = [% sin?(nt) In(sin t)] - rll f ’ sin?(nt) cott dt
0 0 0

SIE]

1
On prouve comme 2 la premiére question que sin®ntIn(sint) ~ n?t*Int —s 0. Donc [E sin?(nt) In(sin t)] = 0. On obtient
t—0 t—0 0

finalement

0

T
1 (2
I, = (1) <_Ef sin?(nt) cot t dt) ienl, = (-1)"J,
5. De la trigonométrie avant toute chose : pour n > 2 :

/E(cos(z(n — 1)x) — cos(2nx)) cot x dx

Jo—=Juq = fz (sin®(nx) — sin®((n — 1)x)) cot x dx =
0 0

1
2

fz sin((2n — 1)x) sin x cot x dx = fz sin((2n — 1)x) cos x dx

0 0
T

i | 1 :
/(; (sin(2nx) + sin(2(n — 1)x))dx = _R[ cos(2nx)]0 -2

% ﬁ [cos2(n - 1))
1-(-D" 1-—(=D*!
4n 4n—-1)
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1 1
DoncJ,, —J,_; = m sinestpairet], —J,_; = n si n est impair. On en déduit que J,, — J,,_, = — si n est pair et que
1 1 1
Jo—=Jha = o + m si n est impair. Un calcul simple donne J; = >
n n n
1 1 1 1
Jzn=J1+(J2—J1)+;J2k—J2k—2= 5"'5"‘2 k1 Z K —1
=2 k=2 k=1
1 S
Jon+1 = Jons1 —Jon +Jon = 20en+1) + Z k=1

k=1

Comme nl,, = (—=1)"J,,, on en déduit que :

1 &
I2n= 2n_2_2

1 1 1 o1
I = ——J = — _
LT T op 41724 2n+1<2(2n+1)+kZ=:12k—1)
REMARQUE. 1l aurait fallu justifier I’existence de plusieurs intégrales en montrant que les fonctions & intégrer étaient prolongeables par

continuité aux bornes. Dans les calculs (intégration par parties, changement de variables), il aurait été€ plus rigoureux de considérer des
bornes variables puis de faire tendre celle-ci vers la valeur voulue a la fin des calculs.

Solution 36

1. Pour tout ¢ dans [0, 7t] et tout entier naturel n, on a
cos((n + 2)t) = cos((n + 1)t) cos(t) — sin((n + 1)¢) sin(t)

et
cos(nt) = cos((n + 1)t) cos(t) + sin((n + 1)t) sin(t),

d’ou

T
Loy +1, = Zf cos((n + 1)t) cos(t)dt
0

2 — cos(t)
_5 /“ cos((n + Dp)fcos() —2+2] .
b 2 —cos(t)

T
=41, — Zf cos((n + 1)t)dt
0

=4l

2. La suite (I,),»0 est donc linéaire récurrente d’ordre deux d’équation caractéristique r? —4r +1 = 0, dont les solutions valent 2 + \/E
Il existe donc deux réels a et 3 tels que, pour tout n > 0,

n=a2—V3)"+ B2+ V3
On a clairement

h-n=Vie-p= [ 30

cos(t)

de plus, par les méthodes classiques (poser u = tan(¢/2) (en prenant garde a la borne 7 !) pour se ramener 2 une fraction rationnelle),
on prouve sans peine que

Ainsi

\/5(0(—(3):71 et j=a+p=

ik
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Doua = n/\/g, B=0et
vnen, I, = —=@2 -3

V3

Solution 37

1. Notons s,(t) la somme de 1’énoncé et posons
n-1

Sn(t) — Z e(2k+1)it
k=0

pour tout n € N*, de sorte que s, = Im(S,,). Pour tout ¢t # 0[7], on a (en appliquant la formule de la série géométrique) :

it = 2it\k 'teZim -1
_ i i _ Litt T2
S(t)=e kE O(e Y=e ]

_ it elnt(elnt _ e—mt) _ int sin(nt)

eit(eit — e=it) sin(t)

d’ot, pour tous ¢t Z 0[x] :
sin?(nt)

Sp(t) = Im(S, (1)) = S0

REMARQUE. On peut également prouver cette formule par récurrence sur n en utilisant les formules d’addition trigonométriques.

2. D’apres la question précédente, la fonction s,, est clairement prolongeable par continuité en 0 par s,(0) = 0. De plus, par linéarité de
I’intégrale, on a :

/2 / n—1

I, = ( D sin((2k + l)t))dt
k=0

/2

sin((2k + 1)t)dt

S

1

S
|

S— —

s =
[l
= o

/2

sin((2k + 1)t)dt

-3

k=0
_ "f [_ cos((2k + 1)) 2
o 2k+1 o
B n—1 1
A2k 1

ReMARQUE. Un calcul élémentaire d’équivalent (s,(f) ~ n?t) permet également de prouver que s,, est prolongeable par continuité
0
par O en O.

3. Soit k € N*. Puisque la fonction définie par
x>0~ 1/2x—1)
est décroissante sur [1, +oco[, on a
1 1 1
< <
2k+1 T 2x—-1 " 2k-1’

Vx € [k, k +1],

puis, par positivité de I’intégrale :

1 - k+1 d - 1
2k+1 L 2x—1 S2k-1"
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4. Soitn € N*. Puisque pourtout 1 <k < m,ona:

1 - k+1 d - 1
2k+1 L 2x—1 S2k-1

en sommant ces n inégalités pour k variant de 1 a n, on aboutit a :

1 " dx
1< <
I"+2n+1 1\[ 2x—1\I"

d’ou
%ln(Zn “1)<I, < %ln(Zn —1+ ani -
Puisque 2n = o(In(2n — 1)), on en déduit que
2n+1
I, ~in(2n—1),
2
et comme

In(2n — 1) = In(n) + In(2 — 1/n) ~ In(n),

on aboutit a 1
In ~ E ln(n).

Solution 38

La fonction f est continue sur le segment [0, 1], elle est donc bornée sur cet ensemble : il existe M > 0 tel que Vt € [0, 1],

lfOI <M.

Ainsi, par positivité de I’intégrale,

1 1
L] < f 1 F(0)lde < f Mendi =
0 0

n+1
et, d’apres le théoreme d’encadrement,

lim I, =0.
n—-+oo
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