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Divisibilité et division

Exercice 1 %

Soient P € K[X] eta,b € K avec a # b.
1. Déterminer le reste de la division euclidienne de P par le polynéme X — a.
2. Déterminer le reste de la division euclidienne de P par le polynome (X — a)?.

3. Déterminer le reste de la division euclidienne de P par le polyndme (X — a)(X — b).

Exercice 2 %%

Soient
A=X00_X44X—-1 et B=X3+X2+X+1.

Trouver le reste de la division euclidienne de A par le polyndme B.

Exercice 3 % Calcul d’un quotient

Soient a,b € Retn > 1. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que (X —1)?
divise
aX"tl 4 pX" 4+ 1.

Calculer alors le quotient.

Exercice 4 %

Soitn > 2. On pose P, = (X — 3)*" + (X — 2)" — 2.
1. Déterminer le reste de P, dans la division euclidienne par X — 3.
2. Déterminer le reste de P, dans la division euclidienne par (X — 2)2.

3. Déterminer le reste de P, dans la division euclidienne par (X — 2)>(X — 3)2.
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Exercice 5 %%

Soient A et B deux polynémes de R[X] tels que B divise A dans C[X].
1. Justifier que B divise A dans R[X].
2. Quels sont les entiers naturels n tels que le polyndme X?+X+1 divise X2 +X"+17?

3. Pour tout entier naturel n , on pose
P, = (1 + X" — X4,

Déterminer I’ensemble &€ des entiers naturels 7 tels que X? + X + 1 divise P,.

Exercice 6 %%

Soit © € R. Calculer le reste de la division euclidienne de (cos 8 + X sin ©)" par X2 + 1.

Exercice 7 % Calcul d’un reste

Pour tout n € N, on pose
P, = nX"1 — (n + X" + 1.

Déterminer le reste de la division euclidienne de P, par (X — 1)3.

Exercice 8 %

Soit P € R[X]. On suppose que le reste de la division euclidienne de P par X + 1 est égal
a7 et que le reste de la division euclidienne de P par X + 5 est égal a 3. Peut-on déterminer
le reste de la division euclidienne de P par X? + 6X + 5?

Exercice 9 %% Posé aux CCP en PC

Soit n € N*. Déterminer le reste dans la division euclidienne de

n

p.=1] <sin(k7t/n)X + cos(kn/n))

k=1

par X2 + 1.
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Exercice 10 %% Exercice 15 %% % Critere d’irréductibilité d’Eisenstein

Pour quelles valeurs de m € N le polyndme P,, = (X + 1)™ — X™ — 1 est il divisible Soient p un nombre premier et P, = @, X" + -~ + ;X + a5 € Z[X] avecn > 1. On

PoLYNOMES

parQ=X>+X+1?

Exercice 11 % %

1. Le polyndme (X + 1)299% 4 X2009 4 1 est-il divisible par le polyndome X? + X + 1?2

2. Pour quelles valeurs de n € N le polyndme X? + X + 1 divise-t-il le polynome
X+D)"+X"+1?

Exercice 12 %

On pose E = Ry[X]. Soit A = X2 +1etF ={P € E | A divise P}.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.
2. Déterminer une base de F.

3. Montrer que E = F @ R[X].

Exercice 13 %% La division euclidienne en tant que projection

Soit A € K[X] tel que deg A > 1. On pose d = deg A. On note D I’application qui & un
polyndme P € K[X] associe le reste de la division euclidienne de P par A.

1. Montrer que D est un endomorphisme de K[X].
2. Montrer que D est un projecteur de K[X].
3. Montrer que ImD = K _;[X].

4. On note AK[X] I’ensemble des polyndmes de K[X] multiples de A. Déduire de la
question précédente que

KIX] = AK[X] & K4, [X]

Exercice 14 %

Soit (m, n) € (N*)2. Montrer que m divise n si et seulement si X" — 1 divise X" — 1.

http://lgarcin.github.io

suppose que
plfay, YO<k<n-—1, plag et p*fao.

Montrer que P, est irréductible dans Q[X].

Factorisations

Exercice 16 % % %

Evaluations

n-1
On pose, pour n € N*, P,(X) = Z X2k,
k=0

1. Montrer que la décomposition en produit de facteurs irréductibles sur R de P, s’écrit

n—-1
P,(X) = 1_[(X2 —2cos(kn/n)X + 1).
k=1

2. En déduire que
n-1
n
I sinCen/2n)) = i_l
k=1 2

3. Calculer la valeur de )
e

H cos(km/n).
k=1

Exercice 17 %%

Décomposer sur R les polyndmes suivants :

1. A=X3+1; E=X8+1:

2. B=X*+1; F=X84+X*+1;

3.C=X*+X2+1; C=X*-X*-12;

® XX W»

4. D=X0+1; H=X0-1.
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Exercice 18 %% Racines n-iemes de —1

Exercice 23 %

Soit n > 1. Décomposer X" + 1 sur C puis sur R.

Exercice 19 %

Soit P le polynome suivant,
X6+ X5 +3X* +2X3 +3X2+ X + 1.

1. Vérifier que i est racine multiple de P.

2. En déduire la décomposition de P sur R.

Exercice 20 % Quelques factorisations

Factoriser en produits de facteurs irréductibles dans C[X] et dans R[X] les polynémes :

L X -1, 301+ X3+ X8+ X%

2n
2. Z Xk
k=0

Exercice 21 %

Soit P = X* — 9X3 + 30X? — 44X + 24.
1. Vérifier que 2 est une racine multiple de P.
2. Déterminer toutes les racines de P.

3. Décomposer P sur R.

Exercice 22 % Une décomposition

Soit le polyndme P = X® + 2X6 + 3X* + 2X% + 1.
1. Montrer que j est racine de ce polynome. Déterminer son ordre de multiplicité.
2. Quelle conséquence peut-on tirer de la parité de P ?

3. Décomposer P en facteurs irréductibles dans C[X] et dans R[X].
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Soita € R.
1. Donner sous forme trigonométrique les racines cubiques de e!®.
2. Résoudre dans C I’équation (E) d’inconnue z suivante : z — 2z3cosa + 1 = 0.

. s
3. Dans cette question, on suppose que a = 5

a. Représenter graphiquement les solutions de 1’équation (E) (unité : 4cm).

b. Factoriser z° + 1 sous la forme d’un produit de trois trindmes du second degré
a coefficients réels.

Exercice 24 * Banque CCP

On considere les polyndmes P = 3X*—9X3+7X?—-3X+2et Q = X*—3X3+3X2—3X+2.

1. Décomposez P et Q en facteurs irréductibles sur R[X], puis sur C[X] (on pourra
calculer les valeurs de Pet Q en 1 et 2).

2. Déterminer le PPCM et le PGCD des polynomes P et Q.

Exercice 25 %% Banque CCP

Soient © € R et n € N*. Décomposez en produit de polyndmes irréductibles dans C[X],
puis dans R[X] le polynéme :

P = X?" —2X" cos(nf) + 1

Exercice 26 %%

Soient n, p € N*. Déterminer le pged de X" — 1 et XP — 1.

Exercice 27 %% %

Soit (P, Q) € Z[X]? tel que PAQ = 1. Pour n € N, on pose u,, = P(n) A Q(n). Montrer
que la suite (u,,) est périodique.
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Exercice 28 %%

Exercice 32 %%

Soit P € K[X] un polynéme scindé. Exprimer P A P’ & Iaide des racines de P et de leurs

multiplicités.

Racines

Exercice 29 *

Soit &€ I’équation 2z3 — (7 + 2i)z®> + (11 + i)z — 4 = 0.
1. Montrer que € admet une racine réelle que I’on calculera.

2. Résoudre & sur C.

Exercice 30 %%

Soit n € N. Le polyn6me

b
Il
=}

possede-t-il une racine multiple ?

Exercice 31 % %%

1. Soit n € N*. Factoriser sur C le polynome P, = X" 1 + X" 2 4 ... + X + 1.

n-1
2. En déduire une expression simple de A,, = H sin 77[
k=1
n-1 kr
3. Donner une expression simple de B,, = H sin <7 + 6).
k=0
2im
4. On pose w = e n . Calculer C,, = H (F — wh).
0<kl<n-1
k#1
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1. Montrer que le polyndme R = X3 + X + 1 admet trois racines complexes distinctes
notées a, b, c.

2. Montrer que a, b, ¢, —a, —b, —c sont six complexes distincts.

3. Soit P € C[X]. Montrer qu’il existe un unique polynome Q tel que Q(X?) =
P(X)P(—X).

4. En déduire un polyndme de degré 3 ayant pour seules racines a?, b?, c2.

Exercice 33 %% Petites Mines

On cherche les polynomes P € C[X] de la forme (X — a)(X — b) tels que P divise P(X?).
1. Déterminer les polyndmes P dans le cas ot a = b.
2. Montrer que si a # b et a® # b3, il existe 6 tels polynomes P dont 4 dans R[X].
3. Déterminer les polyndmes P dans le cas ot a # b et a® = b>.

4. En déduire que 13 polynémes en tout conviennent dont 7 dans R[X].

Exercice 34 %%

Soit P € R[X] de degré supérieur ou égal a 2 scindé sur R. Montrer que P’ est scindé sur
R.

Exercice 35 %%

Soit P € R[X] unitaire. Montrer que P est scindé sur R si et seulement si

Vz € C, |P(z)| > | Im(z)|dceP)


http://lgarcin.github.io

PoLYNOMES

© Laurent Garcin

MP Dumont d’Urville

Exercice 36 %% % Théoreme de Niven

Exercice 39 %

On souhaite déterminer les angles appartenant a 2@ dont le cosinus est rationnel.

1. Soit (n,8) € N* x R. Factoriser cos((n + 1)8) + cos((n — 1)6).

2. Montrer par récurrence que pour tout n € N, il existe un unique polynéme T, tel
que
VO € R, T,(2cosB) = 2 cos(nd)

3. Soit P un polyndme unitaire a coefficients entiers. Montrer que les racines ration-
nelles de P sont en fait entiéres.

4. Soit 6 € 2nQ tel que cos © € Q. Déterminer les valeurs possibles de cos © ainsi que
celles de ©.

5. Méme question en remplacant cos par sin.

6. Méme question en remplacant cos par tan.

Exercice 37 %%

Soitn € N. On pose T,, = X" — X + 1.
1. Déterminer le nombre de racines réelles de T,,.

2. Montrer que T, est scindé a racines simples sur C[X].

Lien coefficients/racines

Exercice 38 %

Résoudre dans C le systéme suivant :
x| =yl =lz| =1

x+y+z=1
xyz=1
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Résoudre dans C le systeme suivant :

x + y + z =1
X2+ ¥y o+ z2 =9
1 1 1
—_ + — —+ —_ =
X y z
Exercice 40 %
Pourn > 2,onpose P, = (X +i)" — (X —i)".
1. Déterminer les racines complexes de P,.
2. En déduire les valeurs de
n—1 n-1
A, = Z cotan(km/n) et B, = H cotan(km/n).
k=1 k=1
Exercice 41 * Une somme de Newton

Soient a, b et ¢ les racines complexes du polyndme P = X3 — 2X + 5.
1. Calculer S = a* + b* + ¢*.

2. Trouver un polyndme de degré trois a coefficients entiers dont a2, b? et ¢? sont les
racines.

Exercice 42 %% CCP PC

Soient x, y, z trois complexes non nuls tels que x+y+z =0 et * + ; + 7= 0. Montrer

que x| = [y| = |z|.
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Exercice 43 %% Calcul de (2) Exercice 44 %%
Pour n € N, on pose L . o.n — R
1 1 il Pour n € N, on considere la fonction f,; : 0 sin(n+1)0 .
Qu = 5 (X = (X = )™*) sin®
1. a. Déterminer le degré de Q,, pour tout n € N. 1. Montrer que la fonction f,, est prolongeable par continuité en O et 7. On notera

9
b. Montrer que pour tout r € N, encore f, ce prolongement. Que valent alors f,,(0) et f,,(7)?

2. Montrer que pour tout n € N, il existe un unique polynéme P, tel que Vx € [—1,1],

Q,, = Zr: (_l)p(jgi 11)X2r—2p P,(x) = f,,(arccos x). On déterminera le degré et la parité de P, en fonction de n.
p=0 3. Déterminer les valeurs de P,(1), P,(—1), P,(0), P,(0).
2. a. Déterminer les racines de Q,, pour tout n € N. Vérifier qu’elles sont réelles. 4. Montrer que |P,(x)| < n + 1 pour tout x € [—1,1].
b. En déduire la décomposition en facteurs irréductibles de Q,, dans R[X] pour . . . . ,
tout 11 € N. 5. Etablir que les polyndmes P, vérifient la relation de récurrence : P, 1 +P,,_; = 2XP,,.
¢. Montrer que pour tout r € N*, 6. Justifier que f,, estde classe C* sur [0, 7t]. En dérivant deux fois 1’identité sin 8 f,,(8) =

sin(n+1)6, déterminer une équation différentielle linéaire homogene que vérifie f,,.

.
km
Qy=(@r+1) H (XZ — cot? 2+ 1) 7. En déduire une équation différentielle linéaire homogene que vérifie P,,.
k=1
n
d. En déduire que pour tout r € N* 8. On note P, = z a; X¥. Déduire de la question précédente une relation de récur-
k=0
r Kot r2r—1) rence entre ., et ai. Expliciter les a; (on pourra distinguer le cas n pair et le cas
2 = n impair).
kzzll T 3 pair)
puis que
r 1 2r(r + 1) Exercice 45 %%
k=1 Sin2 kn 3
2r+l1

1. Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique P, tel que P,(X+1)+P,(X) = 2X".

T
3. a. Montrer que pour tout x € ]O, —[, .
quep 2 2. Trouver une relation entre Py, et B,,_;.

cot x < 1 < 1 3. Montrer que (P )xen est une base de K[X] et décomposer P,(X + 1) sur cette base.
x2 - sin®x
4. Montrer que P,(1 — X) = (—1)"P,(X).
-
b. En déduire la valeur de lim iz
r—>+o0 k=1 k

Suites de polynomes
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Exercice 46 % % Polynomes de Tchebychev

Exercice 47 %% Polynomes de Hilbert

On considere la suite de polyndmes (P,),en définie par By = 1, P, = X, et
Vl’l € N*, Pn+1 = 2XPn - P}’l—l
1. Calculer P,, P; et P,.

2. Montrer que P,(—X) = (—1)"P,(X) pour tout n € N. En déduire que P, est pair si
n est pair, et impair sinon.

3. Montrer que deg P, = n et déterminer le coefficient dominant de B,,.

4. a. Vérifier que pour tout n € N et pour tout réel x, cos(nx) = P, (cos(x)).

b. En déduire que P, est scindé a racines simples et préciser ses racines.
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Soient n € N et A I’application définie sur R[X] par

P — P(X+ 1) — P(X).

On pose I = 1 et, pour tout entier k > 1,

LX) =XX-1)..X—k+1).

On note A, la restriction de A a R, [X].

1.

2
3.
4
5

Vérifier que A, € L(R,[X]).

. Montrer que B, = (Ty, ... , I[,,) est une base de R,[X].

Exprimer, pour tout k < n, A,(I}) dans la base B,,. En déduire Im(A,,) et Ker(A,,).

. Calculer, pour tout £ € N, (A,)¢. En déduire que A, est nilpotent d’indice n + 1.

. Prouver que VQ € R[X], il existe P € R[X] tel que

P(X + 1) — P(X) = Q(X).

Y-a-t-il unicité de P ?

. Déterminer trois polynémes P, i € {1, 2, 3}, tels que

Vi, B(X+1)-PBX) =X.

. En déduire la valeur des sommes suivantes,

Sp=1+..4+n, T,=12+..+n* et U, =1+ ... +n
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Exercice 48 %%

Exercice 49 %%

On considere la suite de polyndmes (P,),,»; définie par P, = X, P, = X? — 2, et

U S

Vn>2 Pn+1 =XP}’L_PVL—1‘
Calculer P; et P,.

Montrer que P, est de méme parité que n.

Montrer que deg P, = n, et déterminer le coefficient dominant de B,.

Calculer P,(0) (on distinguera selon la parité de n).

Vérifier que pour tout n € N*, on a

1 1
Xn+ﬁ=Pn<X+§).

Gréce a ce qui précede, factoriser dans R[X] les polyndmes suivants :

a) Q =X*—-3X3+4X2-3X+1.
b) Q, =X0+X° —9X* +2X3 —9X? + X + 1.
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Pour tout n € N*, on pose B, = (1 + X)" — (1 — X)".

1.
2.

Calculer P, B, P3, Py

Montrer que P, est impair.

. Quel est le coefficient de X" dans P, ? Méme question avec X" 1.

En déduire que le degré de P, est égal a n (respectivement n—1) lorsque n est impair
(respectivement pair).

. Montrer que P, est divisible par X.

. . (1+2z\"
a. Montrer que z € C est racine de P, si et seulement si ( 1 z) =1.

1 n
b. Résoudre dans C I’équation ( T + ) = 1, et en déduire les racines complexes

de P, (on distinguera les cas n pair et n impair).
Combien de ses racines sont réelles ?

. Factoriser P, dans C[X], puis dans R[X] (on distinguera & nouveau les cas n pair et

n impair).

Familles de polynémes

Exercice 50 %

Interpolation de Lagrange

Soientn € Netag, ay, ..., a, des nombres réels deux a deux distincts. Soit ) I’application
de R,[X] dans R™*! définie par

P —s (P(ay), ..., P(a,)).

. Prouver que ¥ est un isomorphisme.

. En déduire qu’il existe une unique famille de polyndémes (Ly, ... , L,,) de R, [X] telle

que
Vo < J»l < n, Lj(al) =5i,j'

. Justifier que B = (Lg, Ly, ..., L,,) est une base de R,,[X]. Quelles sont les coordon-

néesde P € R,[X] dans la base B ? Justifier la présence du mot interpolateur dans
le titre de 1’exercice.

. Expliciter les polyndmes (L, Ly, ..., L;) sous forme de produits.
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Exercice 51 %%

Soit n € N. Soient X, ..., X,, 1 réels distincts. On définit pour 0 < i < n les polyndomes

X—Xj

xi—xj

Li = H
Jj#i

1. Montrer que (L, ..., L,) est une base de R, [X].

n
2. Soit k € [0, n]. Calculer P = Z xkL,;.
i=0

Exercice 52 %% D’apres CCP PC 2007

1
2hn!

Pour tout n € N,onnote Q, = (X2 —1)"et P, = len). On pourra confondre

polyndme et fonction polynomiale associée.
1. Calculer By, P, P, et P;.
2. Quel est le degré de P, ?
3. Montrer que P, a la parité de n. En déduire P, (0) pour n impair et P;(0) pour 7 pair.

4. En utilisant la formule du bindme de Newton, calculer P,(0) pour n pair et P,(0)
pour n impair. On exprimera les résultats a I’aide de factorielles.

5. a. Vérifier que
Vn eN, (X? -1)Q, = 2nXQ,

b. En dérivant n + 1 fois cette relation, montrer que
vn eN, (X2 —1)P, +2XP, = n(n + 1)P,

6. a. Montrer que lek)(—l) = Q%k)(l) = 0 pour tout k € [0,n — 1].

b. En appliquant le théoreme de Rolle et a I’aide d’une récurrence, montrer que
P, admet exactement 7 racines réelles distinctes dans | — 1, 1][.

Exercice 53 %%

Soient a,b € K avec a # b. Montrer que la famille ((X —a)kx - b)”_k)0<k<
base de K,[X]. o

est une
n
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Applications linéaires et polynomes

Exercice 54 %

Soient n > 0 et f définie sur E = K,[X] par f(P) = P — P’. Prouver que f € GL(E) et
expliciter 1.

Exercice 55 % Etude d’un endomorphisme

Soient n € N et ¢ I’application définie sur ’espace vectoriel E,, = R,,[X] par
¢:Pr— ¢(P) =X+ 1PX)—XP(X+1).
1. ¢ définit-il un endomorphisme de E,, ?
2. Déterminer le noyau de ¢.

3. ¢ est-il surjectif ?

Exercice 56 %%

XX —-1)..(X—p+1)

On note Uy =1, Up = ol

pour p > 1et
Ao [ KIXI — KIX]
: P — P(X+1)—PX)
1. Montrer que (Up)pen est une base de K[X].
2. Calculer A"(Up) pour n € N.

3. En déduire que tout P € K[X] de degré n peut s’écrire

P = P(0) + (AP)(0)U; + --- + (A"P)(0)U,

4. Montrer que, pour P € K[X], P(Z) C Z si et seulement si les coordonnées de P
dans la base (Up),en sont entiéres.

5. Soit f : Z — Z. Montrer que f est polynomiale si et seulementsi In € N, A" f = 0.
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Exercice 57 %%

Exercice 59 * Une équation fonctionnelle

Soientn > 3, E,, = R,[X], a € R et ¢, I'application définie sur E,, par,
Pn(P) = (X — a)(P'(X) + P'(2)) — 2(P(X) — P(a)).
1. Vérifier que ¢, € L(E,).

2. On pose P, = (X — a)* pour tout k € [0, n]. Justifier que la famille (P,, ..
une base de E,,.

.,P,) est

Calculer ¢,,(P;) pour 0 < k < n. On distinguera les cas k < 2 etk > 3.
En déduire les sous-espaces Im(¢,,) et Ker(¢p,,). Quel est le rang de ¢,, ?

Prouver que E,, = Ker(p,) @ Im(p,,).

AL O .

Pour quelles valeurs de n > 3 I’endomorphisme ¢,, est-il un projecteur de E,, ?

Exercice 58 % Polynomes d’Euler

Soit ¢ ’application de R[X] dans R[X] définie par

P(X+1) + P(X)

VP € R[X], ¢(P) = 2

1. Soit k € N. Déterminer le degré et le coefficient dominant de @(X¥).
2. Etablir que ¢ est un endomorphisme de R[X].
3. Déduire de ce qui précede que ¢ est un automorphisme de R[X].

4.  a. Justifier I’existence et ’unicité d’un polyndéme U, tel que U, (X+1)+U,(X) =

2X"
n!
b. Démontrer que

Upy=1 VneN* U,00+U,(1)=0 VneN* U,=U,

¢. Onpose V,(X) = (—1)"U,(1—-X). Calculer ¢(V,)). En déduire que U,(1-X) =
(=1)"Up(X).

Equations d’inconnue polynomiale
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Déterminer tous les polyndmes P € R[X] tels que

P(X?) = (X2 + 1DP(X).

Exercice 60 * Une équation courante

Déterminer les polyndmes P de K[X] vérifiant P(X + 1) = P(X).

Exercice 61 % Une équation différentielle

Déterminer les polyndmes P € R[X] tels que

(P')? = 4P.

Exercice 62 % Une équation fonctionnelle

On cherche les polyndmes P € C[X] qui vérifient 1’équation
P(X?) = XP(X).
1. On suppose que P # 0.

a. Quel est le degré de P?

b. Quelle est la seule racine possible pour P ?

2. Conclure.

Exercice 63 * Une équation non linéaire

Résoudre 1’équation P'P” = 18P ou P € R[X].
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Exercice 64 % % Exercice 68 %

Déterminer les polynomes P € K[X] tels que 6P = X?P".
1. Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique P, tel que P,(X+1)+P,(X) = 2X".

2. Trouver une relation entre Py, et P,_;. Exercice 69 % D’apres E3A 2011

3. Montrer que (P)ken est une base de K[X] et décomposer P, (X + 1) sur cette base. On identifiera les polyndmes et leurs fonctions polynomiales associées.

4. Montrer que P,(1 — X) = (=1)"P,(X). Soit P € C[X] non nul vérifiant la relation
(%) PX?-1)=PX-1)P(X+1)

Exercice 65 % Mines-Ponts MP 1. Soit a € C. On définit une suite (a,) € CN par a, = a et a1 = a2 + 2a,, pour
tout n € N.

Trouver les polyndmes P € R[X] tels que (X + 4)P(X) = XP(X + 1).
a. Montrer que si a est racine de P, a,, est racine de P pour tout n € N.

b. On suppose o € R%. (a,) est alors une suite de réels. Montrer que (a,,) est
Exercice 66 % % % strictement monotone.

c¢. En déduire que P n’admet aucune racine strictement positive.
Soit P un polyndme de C[X] non nul tel que P(X?) = P(X + 1)P(X).

] ) o ) 2. a. Montrer que —1 n’est pas racine de P.

1. Montrer que si a € C est une racine de P, alors pour tout n € N, a“ est une racine ) .
P b. Pour tout n € N, exprimer a,, + 1 en fonction de o et n.

c. Pour n € N, on pose r,, = |a,, + 1|. A quelle condition nécessaire et suffisante

2. Soit a € C une racine non nulle de P (s’il en existe). Montrer que a est une racine portant sur o la suite (r,,) est-elle strictement monotone ?

de ’unité. 1 . .
d. En déduire que si o est racine de P, alors |a + 1| = 1.

3. Les racines de P sont-elles toutes nécessairement des racines de 1’unité ? e. Montrer que si « est racine de P, alors | — 1| = 1.

4. En raisonnant par 1’absurde, montrer que la seule racine non nulle possible pour P 3. Montrer que si P est non constant, alors P admet 0 pour unique racine.
est 1.

4. Déterminer tous les polyndmes P € C[X] vérifiant la relation ().
5. Déterminer tous les polyndmes P € C[X] tels que P(X?) = P(X + 1)P(X).

Divers
Exercice 67 %% %
Soit P € C[X] non nul tel que P(X?) = P(X)P(X — 1). Exercice 70 %% % Mines-Ponts MP
1. Montrer par I’absurde que 0 n’est pas racine de P. Soit n € N. Montrer qu’il existe un polynome P tel que X" divise 1 + X — P2.
2. Montrer que les racines de P sont de module 1.
Exercice 71 % % %% X MP 2010

3. En déduire tous les polyndmes P € C[X] tels que P(X?) = P(X)P(X — 1).
Soit P € R,[X] tel que Vx € R, P(x) > 0. On pose Q = P+ P’ + --- + P(")_ Montrer que
Vx € R, Q(x) > 0.
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Exercice 72 %% % Exercice 77 % % % Inégalité de Hilbert
Soient P et Q des polyndmes de la forme —1)"a, X" avec (a,,) une suite presque nulle
POy ,;N( ) an (@) presd 1. Soit P € R[X]. Montrer que
de réels positifs. Montrer que PQ est également de cette forme.
1 i
f P3(x) dx = —if P2(ei®)ei® do
-1 0
Exercice 73 %% Mines MP 2010
En déduire I’inégalité
n n 2
Calculer pour n € N, —1)k . 1 1 T .
’ 20 (k) f P2(x) dx < 5 f [P dt
-1 -7
Ad11i : n+l
Exercice 74 % % % Stabilité 2. En déduire que si (ay, ..., a,) € R, alors
_ gae
< a?

1. Déterminer les polyndmes P € C[X] tels que P(R) C R. osés k+e+1 1 Z k

2. Déterminer les polynomes P € C[X] tels que P(U) C U.

3. Déterminer les polyndmes P € C[X] tels que P(Q) C Q. Exercice 78 % % % % X MP 2019

n
Soit P = Z a; X € R[X] scindé sur R. Montrer que

Exercice 75 %% X MP 2001 k=0

Existe-t-il P € R[X] tel que Vx € [0,1], P(x) = cosx?

Exercice 76 %

Valuation d’un polynéme

+00

Soit P = z a, X" € K[X]. La valuation de P, noté val P, est définie par :

n=0

min{n € N|a, #0}siP#0
valP =
+o00siP=0

1. Soit P € K[X] non nul. Montrer que val P < deg P.

2. SoientP, Q € K[X] des polyndmes non nuls. Montrer que val(P+Q) > min(val P, val Q).

Donner deux polyndmes P, Q € K[X] tels que val(P + Q) > min(val P, val Q).

3. Soient P, Q € K[X] des polyndmes non nuls. Montrer que val(PQ) = val P+ val Q.
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Vk e [1,n—1], ag_10x41 < ai

Exercice 79 %%

Existe-t-il un polyndme P € C[X] tel que

VzeC, P(z)=z?
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