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Quantificateurs

Exercice 1 ★

Soient P et Q deux propositions logiques.

1. Montrer que
(P ⟹ Q) ≡ ((nonP) ou Q)

2. En déduire que
(P ⟹ Q) ≡ (nonQ ⟹ nonP)

Exercice 2 ★★

Ecrire la négation des propositions suivantes et préciser la validité de ces énoncés.

1. ∀𝑛 ∈ ℕ, ∃𝑚 ∈ ℕ, 𝑚 divise 𝑛 ;

2. ∃𝑚 ∈ ℕ, ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑚 divise 𝑛 ;

3. ∀(𝑎, 𝑏) ∈ ℤ2, ∃(𝑢, 𝑣) ∈ ℤ2, 𝑎𝑢 + 𝑏𝑣 = 1 ;

4. ∃𝑎 ∈ ℝ, ∀ϵ > 0, |𝑎| ⩽ ϵ ;

5. ∀ϵ > 0, ∃𝑎 ∈ ℝ, |𝑎| ⩽ ϵ ;

6. ∀M > 0, ∃𝑛0 ∈ ℕ, ∀𝑛 ⩾ 𝑛0, 2𝑛 ⩾ M.

Exercice 3 ★

On note 𝒜 l’assertion suivante.

∀𝑥 ∈]0, +∞[, ∀𝑦 ∈]𝑥, +∞[, ∃𝑧 ∈]0, +∞[, 𝑥 < 𝑧 < 𝑦

1. Écrire la négation de 𝒜.

2. L’assertion 𝒜 est-elle vraie? Prouvez votre réponse.

Récurrence

Exercice 4 ★★

Soit (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ la suite définie par 𝑢0 = 1 , 𝑢1 = 1 et

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+2 = (𝑛 + 1)(𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛)

Montrer que
∀𝑛 ∈ ℕ∗, (𝑛 − 1)! ≤ 𝑢𝑛 ⩽ 𝑛!

Exercice 5 ★★

Prouver que ∀𝑛 ⩾ 1,
1 + 1

√2
+⋯+ 1

√𝑛
< 2√𝑛.

Exercice 6 ★

Soit (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ la suite définie par 𝑢0 = 𝑢1 = 1 et

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+2 = 𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛.

Démontrer que ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ⩾ 𝑛.

Exercice 7 ★★★

Soit E1, E2,… , E𝑛 𝑛 ensembles distincts deux à deux. Montrer que l’un au moins des
ensembles ne contient aucun autre.

Exercice 8 ★★

Soit (𝑢𝑛) la suite définie par 𝑢0 = 1 et pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+1 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛.
Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ≤ 𝑛!.
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Exercice 9 ★★ Suite de Fibonacci

On considère la suite (F𝑛) définie par F0 = 0, F1 = 1 et par la relation de récurrence

∀𝑛 ∈ ℕ, F𝑛+2 = F𝑛 + F𝑛+1

1. Calculer F2, F3, F4 et F5.

2. Montrer que pour tout 𝑛 ≥ 5, F𝑛 ≥ 𝑛. Que peut-on en déduire quant à la limite de
la suite (F𝑛)?

3. a. Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗, 1 +
𝑛−1
∑
𝑘=0

F𝑘 = F𝑛+1.

b. Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗,
𝑛−1
∑
𝑘=0

F2𝑘+1 = F2𝑛.

c. Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗, 1 +
𝑛−1
∑
𝑘=0

F2𝑘 = F2𝑛−1.

4. a. Résoudre l’équation 𝑥2 = 𝑥+1. On notera α la solution positive et β la solution
négative. Que vaut le produit αβ?

b. Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ, F𝑛 =
1
√5

(α𝑛 − β𝑛).

c. Soit (𝑝, 𝑞, 𝑟) ∈ ℕ3 tel que 𝑝 ≥ 𝑟. Montrer que F𝑝F𝑞+𝑟−(−1)𝑟F𝑝−𝑟F𝑞 = F𝑝+𝑞F𝑟.

Exercice 10 ★★★

Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗,

𝑛
∏
𝑘=1

(1 + 1
𝑘3 ) ≤ 3 − 1

𝑛

Exercice 11 ★★

Soit (𝑢𝑛) la suite définie par 𝑢0 = 1 et 𝑢𝑛+1 =
𝑛
∑
𝑘=0

𝑢𝑘 pour tout 𝑛 ∈ ℕ. Montrer que

𝑢𝑛 = 2𝑛−1 pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗.

Contraposition et absurde

Exercice 12 ★ Très important

Soit 𝑎 ∈ ℝ. Prouver que (∀ε > 0, |𝑎| < ε) ⟹ 𝑎 = 0.

Exercice 13 ★★

Soient 𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎9 neuf entiers naturels tels que

𝑎1 +⋯+ 𝑎9 = 90.

Prouver qu’il existe trois de ces nombres dont la somme est supérieure à 30.

Exercice 14 ★★★

1. Soit 𝑛 ∈ ℤ. Démontrer que 𝑛 est pair si et seulement si 𝑛2 est pair.

2. Prouver que √2 n’est pas un nombre rationnel.

Exercice 15 ★★

Prouver que le nombre ln(2)
ln(3)

est irrationnel.
Remarque. Un nombre réel 𝑟 est dit rationnel lorsqu’il existe deux entiers 𝑝 et 𝑞 tels que
𝑟 = 𝑝/𝑞. Un réel est dit irrationnel dans le cas contraire.

Exercice 16 ★★★

Montrer qu’il n’existe pas de polynôme P à coefficients réels tel que

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑒𝑥 = P(𝑥).

Analyse/synthèse

Exercice 17 ★★ Académique

Déterminer les fonctions impaires 𝑓 de ℝ dans ℝ telles que 𝑓 − 1 soit paire.
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Exercice 18 ★★

Déterminer les applications 𝑓 de ℕ dans ℕ telles que

∀(𝑚, 𝑛) ∈ ℕ2, 𝑓(𝑚 + 𝑛) = 𝑓(𝑛) + 𝑓(𝑚).

Exercice 19 ★★

Déterminer les solutions 𝑓 de l’équation fonctionnelle suivante

∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) = 2𝑓(𝑥 − 𝑦) + 1

Exercice 20 ★★★

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur α ∈ ℝ pour qu’il existe un couple
de réels (𝑥, 𝑦) tel que

𝑥2 + 𝑦2 = α𝑥𝑦 et 𝑥𝑦 ≠ 0.

Exercice 21 ★★

Soit (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ la suite définie par

𝑢0 = 1, 𝑢1 = 7, ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+2 = 3𝑢𝑛+1 − 2𝑢𝑛

Démontrer l’existence de deux réels 𝑎 et 𝑏 tels que

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = 𝑎 + 𝑏2𝑛

Exercice 22 ★★★

Soient 𝑠, 𝑝 deux nombres réels. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que
𝑠 et 𝑝 soient respectivement la somme et le produit de deux nombres réels.

Exercice 23 ★★

Déterminer les applications 𝑓 de ℕ dans ℕ telles que

∀(𝑚, 𝑛) ∈ ℕ2, 𝑓(𝑚 + 𝑛) = 𝑓(𝑛)𝑓(𝑚)

Disjonction de cas

Exercice 24 ★★

Résoudre les inéquations suivantes :

1. |𝑥 + 2| ≥ 1 − 𝑥
1 + 𝑥 . 2. 𝑥 + 1 ≤ √𝑥 + 2.

Exercice 25 ★

Prouver que ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑥2 − 𝑥 + 1 ⩾ |𝑥 − 1|.

Implication et équivalence

Exercice 26 ★

Soient 𝑥 et 𝑦 deux réels. Montrer que |𝑥 + 𝑦| = |𝑥| + |𝑦| ⟺ 𝑥𝑦 ≥ 0.

Exercice 27 ★★

Prouver que
∀(α, β) ∈ ℝ2, α2 + αβ + β2 ⟹ α = β = 0.

Inégalités et inéquations

Exercice 28 ★★

1. Résoudre dans ℝ l’équation √|𝑥 − 3| = |𝑥 − 1|

2. Résoudre dans ℝ l’inéquation √|𝑥 − 3| ≤ 𝑥 − 1.
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Exercice 29 ★

Montrer que pour tout (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2,

𝑥𝑦 ≤ 1
2(𝑥

2 + 𝑦2)

Exercice 30 ★★ Racines carrées et valeurs absolues

Résoudre les inéquations suivantes :

1. √|𝑥2 − 4| ≤ |𝑥 − 1| ;

2. 𝑥 + 1
𝑥 − 1 ≤

𝑥 − 2
𝑥 + 2 ;

3. √
𝑥+ 1
𝑥 + 2 ≤ √

𝑥 + 2
𝑥 + 1 ;

Exercice 31 ★

Déterminer tous les réels tels que √2𝑥 − 𝑥2 < 𝑥 − 1.

Exercice 32 ★★

Prouver que ∀𝑛 ⩾ 1,
1 × 3 ×… × (2𝑛 − 1)
2 × 4 ×⋯× 2𝑛 ⩽ 1

√3𝑛 + 1
.

Exercice 33 ★★ Inégalités de Bernoulli

Prouver que ∀𝑎 ∈ ]0, 1[, ∀𝑛 ⩾ 2,

1 − 𝑛𝑎 < (1 − 𝑎)𝑛 < 1
1 + 𝑛𝑎.

Exercice 34 ★ Inégalité arithmético-géométrique

Prouver que ∀(𝑎, 𝑏) ∈ (ℝ+)
2 , 𝑎 + 𝑏

2 ⩾ √𝑎𝑏.

Exercice 35 ★★ Inégalités

Soient 𝑎, 𝑏 et 𝑐 dans ℝ∗
+. Établir les inégalités suivantes

1. (𝑎 + 𝑏)( 1𝑎 +
1
𝑏) ⩾ 4 ;

2. (𝑎 + 𝑏)(𝑏 + 𝑐)(𝑐 + 𝑎) ⩾ 8𝑎𝑏𝑐 ;

3. 𝑎 + 𝑏
𝑎 ⩾ 2√𝑏.

Exercice 36 ★

Résoudre dans ℝ les équations ou inéquations suivantes :

1. |𝑥 + 3| = 5 ;

2. |𝑥 + 3| ⩽ 5 ;

3. |𝑥 + 3| > 5 ;

4. |2𝑥 − 5| = |𝑥2 − 4| ;

5. |2𝑥 − 4| ⩽ |𝑥 + 2| ;

6. |𝑥 + 12| ⩽ |𝑥2 − 8|.

Exercice 37 ★

Prouver que ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2,

1 + |𝑥𝑦 − 1| ⩽ [1 + |𝑦 − 1|][1 + |𝑥 − 1|].

Exercice 38 ★

Résoudre dans ℝ l’inéquation
|𝑥2 − 3| > 2.

Exercice 39 ★

Soient 𝑥 et 𝑦 des réels tels que 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦. Prouver que

0 ⩽ 𝑥 ⩽ √𝑥𝑦 ⩽ 𝑦.

http://lgarcin.github.io 4

R
ai

so
nn

em
en

ts
et

en
se

m
bl

es

http://lgarcin.github.io


© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

Exercice 40 ★★

Soient 𝑎 et 𝑏 deux réels positifs.

1. Montrer que √𝑎 + 𝑏 ⩽ √𝑎 + √𝑏.

2. En déduire que ||√𝑎 − √𝑏|| ⩽ √|𝑎 − 𝑏|.

Exercice 41 ★ De la méthode

Soient 𝑎 et 𝑏 des réels positifs. Pour tout λ appartenant à [0, 1], on pose

𝑎λ = λ𝑎 + (1 − λ)𝑏 𝑏λ = λ𝑏 + (1 − λ)𝑎

Montrer que pour tout réel λ ∈ [0, 1],

√𝑎λ +√𝑏λ ≥ √𝑎 + √𝑏

Ensembles

Exercice 42

Soient E un ensemble et A, B, C trois sous-ensembles de E tels que

A ∪ B = A ∩ C , B ∪ C = B ∩ A et C ∪ A = C ∩ B.

Montrer que A = B = C.

Exercice 43 ★

Soient A, B et C trois ensembles. Comparer

X = (A ∩ B) ∪ (B ∩ C) ∪ (C ∩ A)

et
Y = (A ∪ B) ∩ (B ∪ C) ∩ (C ∪ A).

Exercice 44

Soient E un ensemble et A, B deux parties de E. Montrer que

A = B si et seulement si A ∪ B = A ∩ B.

Exercice 45 ★

Soient ℰ et ℱ les deux ensembles définis par

ℰ = {1 − 1
𝑛 +

1
𝑚, (𝑚, 𝑛) ∈ (ℕ∗)2}

et
ℱ = {1 − 1

𝑛(𝑛 + 1)
, 𝑛 ∈ ℕ∗}

Prouver que ℱ ⊂ ℰ. Y-a-t-il égalité des deux ensembles?

Exercice 46 ★★

On définit les trois ensembles suivants :

A1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 , |𝑥 + 𝑦| < 1}
A2 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 , |𝑥 − 𝑦| < 1}
A3 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 , |𝑥| + |𝑦| < 1}

1. Représenter ces trois ensembles.

2. En déduire une démonstration géométrique de

∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, (|𝑥 + 𝑦| < 1 et |𝑥 − 𝑦| < 1) ⟺ |𝑥| + |𝑦| < 1

Exercice 47 ★

Soient A, B et C trois ensembles tels que A ∪ B = B ∩ C. Montrer que A ⊂ B ⊂ C.

Exercice 48 ★★

Soit D = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1}. Montrer que D ne peut pas s’écrire comme produit
cartésien de deux parties de ℝ.
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Exercice 49 ★

Soient A, B, C trois parties d’un ensemble E. Démontrer les affirmations suivantes :

1. (A ∩ B = A ∩ C et A ∪ B = A ∪ C) ⟹ B = C

2. (A ⧵ B) ∪ (A ⧵ C) = A ⧵ (B ∩ C)

Exercice 50 ★

1. Décrire de deux manières l’ensemble des nombres rationnels.

2. Décrire de deux manières l’ensemble des entiers relatifs impairs.

3. Décrire de trois manières l’ensemble des nombres complexes imaginaires purs.

4. Décrire l’ensemble des fonctions paires définies sur ℝ.

Exercice 51 ★

Décrire de manière formelle les ensembles de fonctions suivants :

1. l’ensemble des applications périodiques de ℝ dans ℝ de période T > 0 donnée ;

2. l’ensemble des applications périodiques de ℝ dans ℝ ;

3. l’ensemble des applications affines de ℝ dans ℝ.

Exercice 52 ★★ Égalité d’ensembles

Soient X, Y et Z trois sous-ensembles d’un ensemble E. Montrer que

(X ∪ Z) ∩ (Y ∪ Z) = (X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z)
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