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Suites récurrentes d’ordre deux

Exercice 1 %

Exercice 4

Fibonacci Pour chacune des suites (i,,),en récurrentes linéaires d’ordre deux suivantes, calculer u,,

Soit (¢p,)n>0 1a suite définie par ¢y = 0, ¢; = 1 et

Vn20, $pyz=Ppt1 + dn
1. Exprimer ¢,, en fonction de n.

2. Montrer que Vn > 0,
bpi1 = Gnbpgr + (=D

3. Déduire de tout ce qui précede que la suite de terme général

- (DF
= Prdr

converge vers une limite € a préciser.

Exercice 2 %

en fonction de n.

3 1

1. ug=—l,u;=letuy,y = ZUyy] — sUy;
2 2

2. ug =1, uy =9etuyyy = Uy — —Uy;

4

3. Vg =0,0; =1etvy s =Uyy1 +Uy;

4. ug=1,u; =1letu,,, = 6uU, 1 —8u,.

Exercice 5 %% %

Soit (u,) la suite définie par ses deux premiers termes u, = 0 et u; €]0,1[ et par la
relation de récurrence U, 1, = \/Uy4q1 + /Uy

1. Montrer que (u,,) est croissante.

2. Montrer que (u,,) converge et déterminer sa limite.

Soit (4,)0 une suite définie par ug,u; > 0etVan >0,

2Mn+1“n

Upyr = ————.
m Up+1 +un

Exprimer u,, en fonction de n puis étudier la convergence de la suite.

Exercice 3 %

Exercice 6 %% %

Soit (u,,) la suite définie par ses deux premiers termes g, u; €0, 1[ et par la relation de

V Upir + /Uy
—2 .

récurrence Uy, =

1. Montrer que pour tout n € N, u,, €]0,1][.

Soit (4,,),»0 une suite définie par ug, u; > 0 et Vn > 0,

1
Uptr = (un+lu}2'z)3 .

Exprimer u,, en fonction de n puis étudier la convergence de la suite.
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2. On pose v, = min(u,, U, 1) pour tout n € N. Montrer que (v,,) est croissante.
3. Montrer que vy, > /U, pour tout n € N.

4. En déduire la convergence et la limite de (u,,).

Exercice 7 %

Déterminer le terme général de la suite (u,,) définie par uy = 0, u; = 1 + 4i et pour tout
neN, u,, =03-20u, — (5= >5)u,.
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Exercice 8 %% %

Exercice 12 % %%

On considere la suite (u,,) définie par uy, u; € R, et par la relation de récurrence

Up

vne N, u,yy = ——
1+u,u, 4

Montrer que (u,,) converge et déterminer sa limite.

Gendarmes

Exercice 9 % %%

Up+1

Soit (u,,) une suite réelle ne s’annulant jamais telle que ( ) converge vers € €]—1, 1[.

n
Montrer que (u,) converge vers 0.

Exercice 10 %%

Soit (u,) et (v,) deux suites réelles telles que lim u2 + u,v, + v2 = 0. Montrer que
n—->+oo
(u,,) et (v,) convergent vers 0.

Convergence monotone

Exercice 11 %% %

Si (uy,)p>1 est une suite réelle a termes positifs, on lui associe la suite (vy,),>; définie par

vnz\/u1+,/u2+---+\/u_n.

1. Montrer que la suite (v,,),>1 est croissante.

2. Prouver que si la suite (u,,),>1 est constante, alors (v,),>1 est convergente.

3. Que peut-on dire de (vy,),,>1 Si (Uy),>1 st majorée ?
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On considere une suite réelle (u,,) bornée. On pose v,, = Sl>lp up et wy, = ;I>l£ Up.
pzn =

1. Déterminer le sens de variation des suites (v,,) et (w,,).
2. En déduire que (v,) et (w,) sont convergentes.

3. Montrer que (u,,) converge si et seulement si lim v, — w, = 0.
n—>+oo

Exercice 13 %% %

Soit (a,,) une suite réelle bornée telle que pour tout n € N*, 2a,, < a,,_; + a,41. On pose
U, = a,41 — a, pour tout n € N. Montrer que (u,,) converge vers 0. En déduire que (a,,)
converge.

Suites divergentes

Exercice 14 % Quelques divergences

Etudier le comportement asymptotique des suites définies respectivement par,
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Exercice 15 %% La série harmonique

Exercice 17 %%

Soientn > 1 et

=1 -

n
H, =)
k=1

1. Montrer que (H,),»; est croissante. Quelle alternative en déduit-on quant au com-
portement asymptotique de (Hy,);»1 ?

2. Montrer que Vn > 1,
H2n - Hn >

N =

Décrire le comportement de (Hy,) 1.

Exercice 16 %%

Soient (Uy,)nens () nen+ €t (Br)nen+ les suites définies par :
vn e N*, u, = \/_— [\/ZJ, a, = Uy,

Brn = Up243n-

1. Donner une expression simple de a,,, pour tout n € N*. En déduire la convergence
et la limite de (@) e

2. Etude de (B)nen+-

a. Etablir que Vn € N*, (n+1)?2 < n?+3n< (n+2)>%
b. En déduire une expression simple de f3,, pour tout n € N*,

c. Etablir la convergence et calculer la limite de (8,,),ens-

3. La suite (u,),en converge-t-elle ?
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Soit a € R\nZ. On étudie ici les suites (1,),en €t (V,)nen définies par u,, = sin(na) et
v,, = cos(na).

1. Montrer pour tout 7 les relations suivantes :
Unt1

Un+1

En déduire que si (u,),en converge vers un réel €, alors (v,,),en coOnverge vers

£(1 — cos(a))
sin(ar)

sin(a)v,, + cos(a)u,
cos(a)v,, — sin(a)uy,

le réel , et que si (v,),en converge vers un réel €', alors (Uy)pen

_¢'(cos(a) — 1)
converge vers le réel —————=.
sin(or)

2. On suppose que les deux suites sont convergentes de limites respectives € et €.
Montrer grice a la question précédente que £ = €' = 0. En calculant par ailleurs
€% + ¢'% aboutir a une contradiction.

En conclure que les deux suites sont divergentes.

Suites adjacentes

Exercice 18 % % ENS Lyon

Etudier la suite réelle (u,,) définie par uy > 0, u; > O et pour toutn € N, u,,, =
2 2

Un+1 + Uy

Upy1 + Uy
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Exercice 19 %% %

Exercice 22 %% Moyennes

Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. On définit deux suites (u,) et (v,) par :
uo =a UO = b

VneN, u, ;= %(un + unvn) VneN, v = %(vn + unvn)

1. Montrer que les suites (u,,) et (v,,) convergent vers une limite commune [ € R.

Iny—1
2. Soit x et y deux réels tels que 0 < x < y. Montrer que = < 4ry=ar < l
y y—x x
Up —Up

3. Montrer que la suite de terme général c,, = o — i
n— n

est bien définie puis mon-

trer que la suite (c,,) est constante.

4. En déduire la valeur de .

Exercice 20 % %

Soient p et q deux réels strictement positifs tels que p + q = 1 et p > q. Soient (U,)en
et (U,)nen deux suites de réels telles que

vn e N {un+1 = pu, + Qquy
Un+1 PUn + quy

1. Montrer que les suites (1) en €t (Vn)nen Sont adjacentes.

2. Calculer la limite commune de (4,,),en €t (Un)nen-

Exercice 21 %%

Soient 0 < a < b, (Uy)nz0 et (Uy)nso les suites définies par uy = a, vy = betVn > 0,

U, + v,

UpUp €t Upyq = D)

Upt1 =

Prouver que les suites sont adjacentes. Leur limite commune s’ appelle la moyenne arithmético-

géométrique de a et b, on ne cherchera pas a la calculer !
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Quelques calculs de moyennes.

1. Soient a et b deux réels strictement positifs. Montrer que
2 111 1
— <=+
a+b 2 [ a b]
2. Soient 0 < by < ag et (A )nz0, (An)nso les deux suites définies par

1
Yn>=>0, a4 = E[an +bn]

et

1 111 i]
bn+1 2 ap bn )

Montrer que Vn > 0,
bn < bn+l < Ap+1 < ay.

3. Montrer que Vn > 0,

0

VA
)
3

|
S
S
VA

4. En déduire que les deux suites sont adjacentes.

5. Calculer a,b,, puis en déduire la valeur de la limite commune des deux suites.

Suites déginies par des sommes

Exercice 23 % La constante d’Euler

1. Montrer que Vk > 1,

N
VA

==

1 k+1%
k+1 = ; u

2. En déduire qu’il existe y € [0, 1] tel que

lim <k§1 % — ln(n)> =7.

n—+oo


http://lgarcin.github.io

SUITES NUMERIQUES

© Laurent Garcin

MP Dumont d’Urville

Exercice 24 %%

Exercice 28 %%

Constante y d’Euler

On pose, pour tout entier naturel n non nul,

Etablir a I’aide d’un encadrement que (u,),»; converge vers In(2).

Exercice 25 %% Produit de Cauchy

Soient (a,) et (b,) deux suites réelles convergeant respectivement vers a et b.
agb, +ayb, 1+ - +a,_1by+a,b
0%n 1¥n-1 n—1"1 n=o ab.
n + 1 n—+oo

Montrer que

Exercice 26 % %

1
n+
Soit p un entier supérieur ou égal a 2. Pour n € N*, on pose u, = ( " p) etS, =
n

Z Ug.
k=1

1. Montrer que pour tout n € N*, (n + p + Du, ., = (n+ Du,,.

1
2. Montrer que S, = =1 A=(n+p+ Duyyq).

3. On pose v, = (n + p)u, pour n € N*. Montrer que (v,,) converge vers 0.

4. En déduire que (S,,) converge et donner sa limite en fonction de p.

Exercice 27 %% %

n
Etudier la convergence de la suite de terme général u,, = Z (—) .
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Pour n € N*, on pose
n
1
U, = (1; E) —Inn

1. Montrer que In(1 + x) < x pour tout x €] — 1, +o0[.

2. En déduire que pour tout p € N*,

1
— < —_ <
PrI s In(p+1)—In(p) <

= | =

3. Déterminer le sens de variation de (u,,).

4. Montrer que (u,,) converge vers un réel y € [0, 1].

Exercice 29 %%

Prouver que

n
Zk! ~ nl

k=0

Exercice 30 %

Déterminer un équivalent de la suite définie par

snzzn:\/;

0

Suites définies par des produits
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Exercice 31 %

Exercice 34 %

Calcul d’un produit infini.

1. Montrer que Vu > 0,

u?

u—— <hn(l1+u)<u

2

2. En déduire que la suite de terme général

converge vers une limite € a préciser.

Exercice 32 %%

Pour tout x réel et tout entier naturel n, on pose

P.(x) = [ + 1.
k=0

1. Simplifier I’expression de P, (x).

2. Etudier la convergence de la suite (B, (X)),en-

Exercice 33 %

Encadrement d’un produit.

1. Prouver que Vx > 1
x(x+1) < 1

2x+1)2 " 4

2. Etudier la convergence de la suite de terme général

K(k+1)
H Ck+1)2
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Etudier la convergence de la suite de terme général

116

1/n3

Exercice 35 %%

1Xx3X5%x--x(2n—-1)
2X4X6X- X (2n)

On pose u,, = pour n € N*,

1. Exprimer u,, a I’aide de factorielles.
2. Montrer que (u,,) converge.

3. Soit v, = (n + 1)u? pour n € N*. Montrer que (v,) converge. En déduire la limite
de (u,).

Exercice 36 % %%

Soit z € C tel que |z| < 1. Montrer que
n

lim JJa+2%)= -

n—->+oo k=0

1
-z

Exercice 37 %% %

am
gn

2n
Pour tout n € N, on pose a,, = ( )et U, =
n

Apy1 _ 22n+1)
a, n+1

1. Vérifier la relation

2. Montrer que la suite (u,,) est croissante.

3. Démontrer par récurrence que u,, <

4. En déduire ’existence d’un réel K €
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Suites récurrentes d’ordre un

Exercice 38 %% %

. e . ) 1+u
Soit x > 0. On définit une suite de réels (U, ),en= par u; = X et U, = —; pour tout
Un
n>1.

1. Montrer que pour tout entier n > 1, u,, > 0.

2. Soit un entier n > 1. Montrer si u,, > 1, alors u,,; < 1 etque siu, < 1, alors

2
Unt1 < E

2
3. En déduire que pour entier n > 3, u,, < o1
En déduire que (u,,) converge et donner sa limite.
Donner un équivalent simple de u,,.

On pose v,, = nu,, — 1 pour entier n > 1. Exprimer v,,,; en fonction de n et v,,.

En déduire un équivalent simple de v,,.

® NS e

En déduire un développement asymptotique & deux termes de u,,.

Exercice 39 % Etude d’une suite récurrente

Exercice 42 %

Etudier le systeme dynamique u,,; = f(u,,) défini par la fonction

f i R— R, x> arctan(x).

Exercice 43 %

Etudier le systtme dynamique u,,; = f(u,) défini par uy > 0 et la fonction

f i R— R, x+— In(1+ x).

Exercice 44 %%

Etudier le systtme dynamique u,,; = f(u,) défini uy € R et la fonction

fiR— R , x> th(x).

Suites pseudo-récurrentes

Exercice 45 %%

Etudier les suites définies par

Up

u, R, YvnenN, u = —.
0 n+1 1+u%

Exercice 40 *

Etudier la suite définie par

1
Upy1 = g(u;%z +8).

Exercice 41 %

Etudier le syst¢tme dynamique u,,; = f(u,) défini par la fonction

fiR— R, x+— el
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Soit a € R*. On étudie la suite (u,,),en définie par :
uy=1 et YneN, uy, =a*u, +a”.

2
1. Pour tout n € N, on pose v, = a~ """y,

a. Calculer v, — v, pour tout n € N.

b. Prouver que :
n-1
* - —_—
VvneN*, v,=1+ Z pr
k=0
c. En déduire une expression de u,, en fonction de n et a. On discutera suivant
les valeurs de a.

2. Déterminer, en discutant suivant les valeurs de a, le comportement de (u,,),en
lorsque n tend vers +oo.


http://lgarcin.github.io

SUITES NUMERIQUES

© Laurent Garcin

MP Dumont d’Urville

Exercice 46 % % Un classique décortiqué

Exercice 48 %%

Soient 0 < a < 1 et (uy),en la suite définie par 0 < ug < u; etVn > 1,
Upyr = Uy + MUy,
1. Prouver que (u,),en €St croissante.

2. Montrer que Vn > 1,
n-1
u, <y H(l + ak).
k=0

3. Justifier que Vu > 0,
In(1+u) < u.

En déduire que (u,,),en est majorée , puis qu’elle converge.

Exercice 47 % % A prendre par le bon bout

Soientn > 0 et
b
X)= ———.
Jn%) 1+ nx2

On définit la suite (x,,),>; par x; > 0 et

Vnzl, Xpq= Ja(Xp).

1. Montrer que (X,),>; converge.

2. Montrerque Vn > 2 , x, < 1/n.

3. Montrer que (nx,),>; est croissante.

4. Montrer que Vn > 2, ) )
Xn+1 B x_n st

5. Trouver un équivalent de x,,.
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On définit une suite (u,) par u; = 1 et la relation de récurrence u,, =
tout entier n > 2.
u
1. Montrer que pour tout n € N*, 0 < —% < 2.
n

u
2. En déduire que (—”) converge et donner sa limite.
n

n>1

3. Déterminer la limite de (u,, — \/ﬁ)

Suites a valeurs complexes

n+ u,_; pour
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Exercice 49 %%

Exercice 51 * Grand classique des suites extraites

Soit (z,,),en une suite complexe telle que pour tout n € N

Zy + |24
ZHHZ%

1. On note x, et y, les parties réelle et imaginaire de z,,.

a.

Déterminer une relation de récurrence liant y,, et y,,;. En déduire la limite de

Vn)-

. Déterminer le sens de variation de (|z,]).

. Déterminer le sens de variation de (x,,).

d. En déduire la convergence de (x,,). On ne cherchera pas a calculer la limite de

e.
f.

cette suite.
En déduire la convergence de (z,,). Que peut-on dire de sa limite ?

Déterminer la limite de (z,,) si zo € R, etsizy € R_.

2. On note #, le module et 6,, I’argument principal (i.e. appartenant a | — 7, ]) de z,,.

a.

. Soit a €] — 7, 0[U]0, t[. En remarquant que pour a # 0O[x], cosa =

En exprimant z,, , ; sous forme exponentielle, exprimer d’une part#,,; en fonc-
tion de r, et 8,, et d’autre part 6,,,; en fonction de 6,,.

. Déterminer la limite de (8,,).

sin 2a
2sina’

n
. . o a P
donner une expression simplifiée de S,, = I | COs —- pourn € N*. En déduire
) =1 2
sina

que (S,,) converge vers

. En déduire la limite de (,) puis celle de (z,,) en fonction de ry et 6.

Exercice 50 %%

On pose z,, = exp(ilnn) pour n € N*. Montrer que (z,,) diverge.

Suites extraites
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Soit (Up)nz0 € RN telle que les suites

(u2n)n20 ’ (u2n+1)n>0 et (u3n)n20

convergent. Prouver que (1), converge.

Exercice 52 %%

Pour x € R, on note {x} = x—[x] la partie fractionnaire de x. Montrer que la suite ({ﬁ})
n’admet pas de limite.

Exercice 53 % % % ENS Ulm/Lyon PC

Soient (ay,), (b,), (c,,) trois suites réelles telles que a,, +b,, +c,, tend vers 0 et e +ebn 4 ¢Cn
tend vers 3. Montrer que les suites (a,), (b,), (c,)) convergent.

Exercice 54 %%

Soient (uy,) et (v,) deux suites de nombres réels et p et q deux entiers naturels impairs
tels que

lim u,+v,=0
n—+oo

lim u’r)l — UZ =0
n—>+oo

Montrer que lim u, = lim v, =0.
n—+oo n—+oo
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Exercice 55 %% % Centrale PC 2016

Exercice 58 * % Deux pour le prix d’une

Soient (x,) et (y,) deux suites telles que (xq, ¥y) = (0,0) et

Xnt1=V7—Yn
Yne1 =V7+ X,

1. Montrer que les suites (x,,) et (,,) sont bien définies.

VneN,%'

2. On suppose que les deux suites convergent. Déterminer rigoureusement leur(s) li-
mite(s) possible(s).

3. Montrer que (x,) et (y,,) convergent.
Suites définies implicitement

Exercice 56 * Suite définie implicitement

Posons pour tout n > 2 et tout x € R,
P(x) =x"—nx + 1.
1. Montrer que P, posséde une unique racine sur I’intervalle [0, 1] que ’on notera u,,.
2. Déterminer le signe de P,,(u,1.1). En déduire que (u,,),5, est décroissante.
3. Montrer que (u,,),, converge vers une limite £ € R que I’on précisera.

4. Déterminer un équivalent de u,, — €.

Exercice 57 * Une définition implicite

Soit n € N, montrer que la fonction définuie sur R par
xX—g(0)=x"+x-1

admet un unique zéro positif noté a,,. Etudier la convergence de la suite (a,,),eN-
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Montrer que, pour tout n > 3, I’équation
x—nln(x)=0
admet deux racines distinctes sur ]0, +oo[ notées u,, < v,.

1. Etudier la monotonie des suites (u4,),,>3 et (Up)p>3

2. Etudier le comportement asymptotique des suites (u4,),,>3 et (Up)p>3-

Exercice 59 %%

1. Montrer que pour n € N*, I’équation x" + x*~! +--- + x — 1 = 0 admet une unique
solution strictement positive notée a,,.

2. Montrer que la suite (a,,) est strictement décroissante.

3. Montrer que

lim a =1
ot T2

Exercice 60 % % %

1. Montrer que pour n € N, I’équation tan x = x admet une unique solution u,, dans
T T
I’intervalle ]_E + nm, 5 + nn[.

2. Déterminer un équivalent de (uy,).
3. On pose v, = u, — nm pour tout n € N. Déterminer la limite € de (v,,).

4. Déterminer un équivalent de (v,, — ¢). En déduire un développement asymptotique
a 3 termes de (u,,).
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Exercice 61 ENSEA

1. Montrer que pour tout n € N*, I’équation cos x = nx posséde une unique solution

x, € [0,1].
2. Déterminer la limite de (x,,).

3. Etudier la monotonie de (x,,).

4. Etablir que x,;, ~ l

n—+o0 N

. 1
5. Déterminer un équivalent de x,, — o

Exercice 62

1. Montrer que pour tout entier n > 2, I’équation x = In x + n admet deux solutions

sur R’ . On note x,, la plus petite et y, la plus grande de ces deux solutions.

2. a. Montrer que lim x, =0.
n—>+oo
b. Montrer que x,, ~ e ™.
n—-+oo
c. On pose u, = x,, —e " pour n > 2. Montrer que u,, ~ e 2"

n—+oo

d. Déterminer un équivalent simple de u,, — e~2".

3. a. Montrer que lim Yy, = +oo0.
n—>+oo

b. Montrer que y, ~ n.

n—-+oo

¢. Onpose v, =y, —npourn > 2. Montrer que v,, ~ Inn.

n—-+oo

d. Déterminer un équivalent simple de v, — Inn.
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